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26, EIPERT en incertidumbire

Hasta ahora ros bemos movido en un marco en el que considerdbamos cono-
cidos los tiempos de ejecucion de las actividades v las sefalibamos en el eralo
PERT sin apuntar ninguna duda al respecto; sin embargo, en la prictica, v sobre
todo cuando se trata de planificar tareas nuevas no realizadas anterionmente, cs muy
dificil conocer el tiempo que va a llevar su ejecucion. Nogbstante, en estos casos si
podemos considerar la duracidn de las actividades en érminos de probabilidad.

Los téenicos podrin aventurar facilmente dos médrgenes temporales entre los
que cada tarea habed de ser ejecutada: un tiempo minimo v optimista (hipétesis
tue se cumpliria si todas las cosas marchan bien) ¥ un tiempoe méiximoe o pesimista
(que supondria la aparicidn de algin problema que hiciera retrasar la terminacidn
del trabajo); entre el margen inferior y superior se situaria el ticmpoe normal o me-
dio que fuera compatible con la terminacién de la tarea en circunstancias norma-
les. Al tiempo optimista le lamaremoes (.3 al medio o mds probable (¢ ) y al md-
MO 0 pesimista (f ).

Una vez establecidos los tiempos mencionados, supondremos que la duracion
de una-actividad cualquicrs, a la que lamaremos (d), es una variable aleatoria que
va @ ajustarse a cierta distribucién de probabilidad que, nomalmente, va a ser una
distribucidn del tipo Beta, con una funcidn de densidad igual a cero definida cn
los intervalos (oo, @) v {r . o0} ¥ con una funcidn de densidad definida en el in-
tervalo irF. oo ) concrelamente:

Jldy=0= parg —eecd =y,

(d =gy hpxir, —d)”
(t, 1) X Plp+1; g +1
fd)=0= parat, <d<es ’

fld)=

= parat, <d <1, 1]

[ es una funcidn euleriana de primera especie cuya representacion grafica pre-
senta formas campaniformes asimétricas, tanto a la derecha como a la izquierda;
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Figura 5.23.




EL CONTROL DE LA PRODUCCION Y DELA CALIDAD 21425

Come queda de manifiesto en Jas formulas que acabamas de exponer, la fun-
cidin stlo existe entre los valores £y [ (Hempos optimista y pesimmsla) ¥ segin la
figuras 8.23 el valor miximo de la distribucién coincide con el valor de . que a
si1 vez se corresponde con la moda de la distribucign.

Después de definir la funcidn de densidad de la variable aleatoria duracion de
e aetividad () conviene presentar la esperanza materndtica ¥ la varianza de esa
funcion. Los valores gue alcancen en cada caso las esperanzas matemilicas de las
variables () van a ser los que se utilicen como valores de las duraciones de as ta-
reas en el método PERT cuando se considera la incertidumbre.

1. Esperanza matemitica:

t,H{p+axe, +i, frd,+i

Eld)=
() p+q+1 6

[2]

lo que supone que en la prictica p + ¢ sea igual a 4, lo que implica que el
valor narmal de la distribucitn se pondera 4 veces mis que los valores ¢x-
tremaos.

2. Warianza

F
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= =t
. =[ .:-,ﬂ (3]
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La expresitn de la varianza supone el cuadrado de la sexta parte del recorrido
entre los dos extremos en los que estd definida la funcién, concretamente la dis-
tancia temporal que separa el tiempo pesimista del optimista.

Con los datos indicados hasta ahora se puede, en un ambiente de incerti-
dumbre, llegar hasta la determinaciin del camino critico, sigmendo los pasos que
se eXponen a continuacion:

1. Los técnicos definen las actividades que integran el proyeclo ¥ establecen
el orden de prelacidn de todas ellas.

7 Con esos datos se dibuja el grafo PERT del proyecto.

3. Se elabora una tabla en la que se estiman, para cada actividad, un tempa
de gjecucitn optimista (), otro normal o medio {¢ ) y otro pesimista (£ ).

4. Se determina el tiempo PERT o duracién esperada de cada actividad cal-
culando la esperanza matemitica de cada una segiin la cxpresicn (2).

5 Lus valores obtenidos se trasladan al grafo PERT como duracion de las ac-
tividades y con ellos, acluande como I hacizmes anteriormente <n un
amhiente de certeza, e caleulan los tiempos early ¥ last de cada nudo, v 52
define el camino critico.
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Téngase en cuenta que, al trabajar en un ambiente de incertidumbre, que nos
ha obligadoe a tratar las dursciones de las actividades como variables aleatorias, la
duracion del camino critico no serd méds que otra variable aleatoria, compuesta por
la suma de los valores asignados a las variables aleatorias, gue definen las dura-
ciones de las actividades que componen el camino cAlico.

Asi, st Hamamos T a la variable aleatoria «duracidn del camino criticos,
siendo «ne el niimero de actividades que componen dicho camino, podemos ex-
presar la esperanza matemdtica y la varianza de T

E(T 1= Ef'-'iﬁ'.,. ]
F ALY

NI )= Yo'(d,)

P

donde 07 representa el conjunto de flechas gque conforman el camino critico. En
principio, la esperanza matematica del caming critice E(T ), es la duracidn espe-
rada del provecto, pero, on ocasiones, esta duracién se ha comprobado como
demasiado optimista v entonces, la cifra se suele corregir al alza afadiendo un
margen de seguridad entre el 10y el 2005,

Por otro lado, como las actividades de un PERT son independientes unas de
Olris ¥ £n consecuencia también som 1ndt'p+::r|d]n:111r:t. las duraciones de exas acti-
vidades, la varianza de la duracidn del caminoe critico, o 1o que es lo mismao, la va-
rianza de la duracidn estimada del provecto serd igual a la suma de las varianzas
de las duraciones de las tareas que componen dicho caming.

Orra ventaja que puede oblenerse del tratamiento que estamos estudiando ex
que cuandoe el ndmere de actividades que integran el camino eritico de un pro-
vecto es suficientemente grande como para poder aplicar el teorema Central del
Limuate, podemos aceptar que la variable aleatoria «duracion del proyecios sigue
una distribucién nommal de pardmetros [E(T ), otT )] que podemos transformar en
una normal estandarizada de pardmetros [E =1, &= 0], lo que nos |:-emunm cal-
cular la probabilidad asociada a que ¢l proyecto 1Ln1.¢1 una duracidn superior o in-
ferior a un cierlo ndmere de unidades de iempo o de gque se encuentre compren-
dida en un clerto intervalo,

Pensamos que lo gque mejor contribuird a la comprension de todo lo apuntado
es aplicarlo a un ¢jemplo.

Se dispone de la sigwiente informacion, relativa a un provecto denominado
ALFA:

s
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Tabla 8.5

L e

TABLA DE PRECEDENCIAS DEL PROYECTO ALFA

L epceivieloned (i}

C G

] |
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Ademds, los expertos, después de los estudios oportunos, han sefialado los
liempos oplimista, normal y pesimista de cada una de las actividades ¥ han ela-
borado la siguiente tabla:

| | ' Tabla £.9 ; : I

A al 7 110
E & TR 16
Ful 7 7 15
I3 i | : 14
E 5 & AT
F 8 (O e e
i 14 15 14
i é o 14
; I 3 i) 15
Y 7 9 7
K % T 15
L i B 10
M T, 9 B
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a partir de los datos anteriores se pide:

I. Dibujar el grafo PERT correspondiente al provecto ALFA.

Determinar los tiempos PERT o duraciones estimadas de las activida-
des.

Calcular los tiempos early y lasf esperados de los nudos.

Especificar el camino critico ¥ su duracidn esperada.

Definir las oscilaciones de los nudos v las holguras de las actividades no
criticas,

Averiguar las desviaciones tipicas de las duraciones de las actividades.
Establecer la duracitn esperada del provecto, su vananza y su desviacidn
Lpica.

Concretar la probabilidad de que se tarde en terminar ¢l proyecto un pe-
riodo de tiempo igoal o superior a los 63 dias,

e LI R =)

st

Pasamos a continuacidn a dar respuesta a las demandas anteriores:

1. Grafo PERT del proyecto ALFA:
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Figura 8.24.
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2. Tiempos PERT o duraciones estimadas de las actividades:

Recordemos que la duracidn de cada actividad es una variable aleatoria que si-
gue una distribucién de probabilidad del tpo Beta, acotada por los ticmpos pesi-
mista ¥ oplimista ¥ cuya esperanza matemditica es:

ot (pEghae, +f, 5-!—4:_, kL

Eid)y=
; pEag+2 L

Segiin esto, la duracion esperada de cada actividad serd:
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Ahora, estas esperanzas matemdticas de las duraciones de las actividades las
tralamos comw ya sabemos, es decir, como las dursciones que vamos a trasladar al
grafo PERT para calcular posteriormente los tiempos early y last de los nudos: en
consecuencia, ahora el grafo anterior queda asi:
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Figura 825,

3. Tiempos early v fast de los nudos

Como el supuesto que subyace en este modelo es que las actividades se van a
ejecutar en los tiempos definidos por sus esperanzas matemdticas, ahora procede
actuar como i estuviéramos en una situacion de centeza; por ello, aplicamos las
férmulas ya conocidas para caleular los Gempos early v last de los nudoes; son los
slguientes:

E =0 L,=39

E.=T7 L, =50

E. =9 L, =51

E =15 L,=39

E.mZ] L,=32

F =32 L,=2I

E. =39 L,=15 -
E. =49 L =17

E, =30 Lom7

E =59 £,=0

Una vez calculados los tiempos, los trasladamos al grafo PERT
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4. Determinacitn del camino critico ¥ de su duracidn esperada:

Como ya sabemos, el camino critico estd formado por la sucesion de activi-
dades que unen los nudos criticos, es decir, squellos en que coinciden sus tismpos
early vy last; en nuestro caso, los nudos criicossgnel 1,2, 4, 5.6, 7,9 ¥ 10, por lo
que €l camino eritico esta formado por las actividades A4, DEFLEyM

La duracién esperada del camino eritico es 1zual a la suma de las duraciones

esperadas de las actividades que lo componen; es decir, E(7,)= %.Efd"f) ¥.

por lo tanto, la suma de las esperanzas matemdticas de las actividades que con-
forman el camino critico sera:

ET)=E, dyd.dod,d.d)=(T+8+6+11+7T+11+9)=50 s,

Para visualizar el grafo PERT completo lo representamos senalando con trazo
mids gruese las actividades que componen el camino critico:
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Figura 8.27.

3. Oscilaciones de los nudos v holguras de las actividades:

Como sabemos las oscilaciones de los nudos vienen dadas por la diferencia
ntre sus licmpos early v last; por tanto, para cads nudo la oscilacion serd;
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Ahora presentamos una tabla en la que se han calculado las holguras de las ac-
tividades:
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6. Desviaciones tipicas de las duraciones de las actividades del camino critico

Como la hipdtesis que subyace a nuestro andlisis es que la duracion de cada
actividad es una variable aleatoria, que se ajusta a una cienta distribucién de pro-
babilidad Beta cuya esperanza matemitica viene definida por la expresitn:

fo e+
E(d)=2—"=_L

pEg+2

¥ Cuyd varianza se ajusia a:

: F
o2y = —fu)
36
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podemos calcular las varianzas de las variables aleatorias duracidn de las activi-
dades y posteriormente obtener las desviaciones lipicas de las mismas:

I:F.::%:.ﬂ:?ﬂd:hﬁ-:'i
o
2 _(14-6)°

Ty 36 =1,777 = 0, =+/1,777 =1,333

Lis i
o2 == _p111e0, = 0,111=0333
30
s “33‘;}' = 2777 & @, = 2,777 = 1,666
. (15-3° e
o, = 3|5 =4-¢—‘."-|.‘_:FI--=."E—'2-
2
o =%=1,?T?ﬂ o, =L.777 =1,333
2 e
cr”:%:ﬂ,m-:&-ﬂ”=ﬂ.ﬁ“4=uu'ﬁﬁﬁ

7. Duracion esperada del proyecto, su varianza y su desviacifin tipica.

La duracién esperada del proyecto es la duracidn del camino critico y ésta vie-
ne dada por la suma de las deraciones esperadas de las actividades criticas; es de-
cir, de A, 2, E, F, I, K y M; por lo tanto, como ya se expuso mis arriba:

E(T)=T+8+6+11+7+11+9=59ur.

La varianza de la duracion del proyecto es igual a la suma de las varianzas de
las duracienes de las actividades del camino critico:

Gl )=+ O+ Tet+ 0o +0) +0, +0y =
=141 77+0, 1142, 77+ +1,77+0,44 = 11,86

Y en consecuencia, su desviacion tipica serd:

(1) = 1186 =3,4438
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8. Calcular la probabilidad de que se tarde én terminar el proyecto un periodo de
liempo superior a los 65 dias.

Para el andlisis que sigue es preciso que aceptemos el Teorema Central del
limite, lo que supone aceptar que &l nimero de actividades que componen el ca-
ming critice es lo suficientemente grande como parague la variable aleatoria
sduracién del camino criticos siga una distribucion normal de parametras [£(d),
()], lo que en nuestro caso supondria;

d(T ) — N[E(T,), (T )] = N[59; 3,4438]

El valor de la esperanza matemitica de la variable aleatoria ol T ) representa la
duracidn asociada a una equiprobabilidad (50%) de acabar ol proyecto anles o
despuds de esa fecha; es decir, habria un 50% de probabilidades de acabar ] pro-
yecto antes de 54 dias y otro 50% de acabarlo despuds de los 59 dias, Teniendo en
cuenta esto, lo que nos piden es determinar la probabilidad asociada al hecho de
lerminar €l provecto en méds de 65 dias.

5i como deciamos anteriormente, admitimos la aplicacidn del Teorema Cen-
tral del Limite. podemos establecer 1a relacion que exisle enire la variable d(T ) y
fa funcidn de densidad normal estandarizada (£); en electo, nuestra funcidn csta
definida por la expresion anterior v la normal estandarizada se define por la ex-
presion:

£ = NF(0Y: o (1))
¥ entre las dos se establece la siguiente relacion:
d(T ) = o (d) » £+ E(d)
que cn nuestro caso toma el siguiente valor;
AT )= o (d) % £+ Eld) = 34438 % £+ 59

51 ahora despejamos £, tenemos que:

¢ o 4MT)-59
34438

Teniendo esto en cuenta, v sabiendo que el problema nos pide que caleulemos
la probabilidad que existe de terminar el proyecte cn un tiempo maximo de
63 dias, dicha probabilidad la podemos representar asi:

PlA(T) = 65]= P(3,4438 x £+ 59 < 65)

H]n'.a.‘.n.-c.
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51 ghora, del paréntesis de esta altima cxpresion despejamos g, resulta;

Ples

Pl <1,7422)
2da38 )

[ 65-59)
Rt
S6lo nos queda recurrir 4 las tablas de la distnbucién normal v verificar que la
probabilidad de acabar el proyecto como muy tarde en 65 dias es el 93.91%
imagnitud que encontramaos en la tabla en la interseccion de la fila 1,7 v de la co-
lumna 0,04}, y como lo que nos pide el problema es 1a probabilidad de que el pro-
yecto se termine mds tarde de esa fecha, la respucsta a la pregunta planteads cs
que dicha probabilidad es del ; 100-95 %] = 4, ("AH,

2.7. EL PERT COSTE

Manejande los eonocimientos adguiridos hasta ahora, podemos planificar la
duracidn de un proyecto cualquiera tanto Si eslamos ante un escenario de certeza
como de incertidumbre; sin embargo, también es de mucha utilidad para el res-
ponsable de la gestion empresarial en el drea de la produccidn, poder establecer a
priori hipdtesis que combinen la duracién v el coste del proyecto, Con el objetivo
de incorporar la variable «coster al método PERT. vamos a estudiar a continua-
cidn la variante conocida por el nombre de PERT-COSTE.

La primera cuestion que conviene plantear ¢5 la diferencia que debe estable-
cerse entre diferentes tipos de costes; por un lado, distinguiremos el coste directo
de las actividades, el coste directo total del proyecto a analizar y el coste indirecto.

1. Coste Directo es el que puede imputarse sin ninguna duda a las diferentes
actividades que integran el proyecto. Ejemplos de este tipo de costes son
las materias primas, la mano de obra, ele.

2. Coste Directo Total del Proyecto es la suma de los costes directos de las
actividades.

3. Coste indirecto es aquél que requiere algin criterio de reparto para poder
ser imputado a las actividades del proyecto, como, por ¢jemplo, los gastos
financieros de la empresa, los gastos de energia consumida, ete,

La razdn por la que hacemos una distincidn entre costes directos e indirectos
es porgque nuestro interés al estudiar el PERT-COSTE se centra en relacionar
aliempo de duracidn del provecto v costes, ¥ ocure que cada uno de los dos tipos
de coste que acabamos de describir presenta un comportamiento diferente res-
pecto al tiempo de duracidén de un provecto; en cfecto:

= Entre los costes indirectos y el tiempo se da una relecion directa; esto es,
cuanto mds tiempo dure el proyecto, mayores serdn los costes indirectos y
ello porgue la inmovilizacion Tinanciera serd mds cara, €l gasto por amaort-
raciones de los equipos méds alto, el consumo de energia mayor, elc, elc.



