FUNDAMENTOS MATEMATICOS
DE LA INGENIERIA AGRONOMICA

Soluciones de los ejercicios
propuestos seleccionados’

Version de 30 de marzo de 2011

CAPITULO 1

Secciéon 1.1.3

3. card P(A) = 2"

Secciéon 1.2.7

1. supA=mixA =4, nf A =min A = —4; sup B, inf B, madx B y min B no existen
ya que B = (—o0, 17U [—1,00).

2. Sobre la recta real habra que representar los conjuntos:
A=[-6,6]y B=[-6,—-1)U(—1,4].

3.intA=0,ext A=R—-A—{2},aisA=A4, A/ ={2}, A=04A=AU{2}.

Seccion 1.3.6

I.intA=0,ext A=R—A—{1},aisA=A, A ={1}, A=0A=AU{1}.

Corrigiendo la errata de que la uniéon se toma para n € N, el resultado es

int B=[1,00) =N] = | J(n,n+1), extx B=R" U {(0,1)—{1in : nGNH,

1 1
aisB:{1+n : nEN},B’:[l,oo)U{O},aB:NU{O}U{H_—n : nEN},

E:u,oo)u{()}u{l%n : neN}.

3. (a.1) Ay = {Q € R* : ||P — Q| = a} = C(P,a), circunferencia con centro en el
punto P y radio a.

(a.2) Ay ={Q € R?* : |P — Q| < a} = B(P,a), circulo abierto (o bola abierta) de
centro P y radio a.

(b.1) By ={Q € R® : |P — Q| = a} = S(P,a), superficie esférica de centro Py
radio a.

* 4 . . .
Agradeceré que se me comunique cualquier errata o error que se detecte en las soluciones: pueden
enviarse a la direccién de correo electrénico jarodrig@ual.es.



(b.2) B, ={Q € R? : ||P — Q|| > a} = R — B[P, a], R* menos la bola cerrada de
centro P y radio a.

33
5v/58

1—-X 3x—-1
L= — A, AeR.
5 v < 2 7 2 7)7 E

4. (a) arccos ~ 0,5224 rad. (b) 7/2 rad.

6. (a
(b

()

)

) Es incorrecta: es necesario especificar qué producto se hace en primer lugar.

) Es correcta y se obtiene un vector de R?.

Es correcta y se obtiene un escalar.

Es falsa, pues no pueden multiplicarse vectorialmente un escalar y un vector.

7. (a) Solo tendria sentido si el primer punto indica la operacién producto por escalares
el segundo el producto escalar. En tal caso se obtiene un vector de R™.
)

No tiene sentido sumar escalares con vectores.

(c) La norma de un escalar es su valor absoluto, pero no suele emplearse la notacion
de norma en ese caso.

(d) Tiene sentido y es un vector de R™.

(e) Tiene sentido cuando el primer y tercer punto es el producto escalar, y el segundo
es un producto por escalares. Se obtiene como resultado un escalar.

r =2+t
y=—1+3t
Normal: (z —2,y+1)-(-3,1)=-3(z—-2)+y+1=0.

r—2 y+1
1 3

8. Paramétricas: } para todo t € R. Continua:

r=1+2a—p,
9. Paramétricas: y = 2q, para todo «, 3 € R.
z=14+a+p
Segmentaria: g + %/3 + g =1.

Seccion 1.4.4
1. (a) 13i.  (b) —i.

2. " = e*(cos3/2+isen3/2), €™ =e(cosl —isenl).

Seccion 1.5

1. AUB={zeR : -1<z<3}=[-1,3),
ANC=C={-1,0,1},
BNC={1}, Ax B=[-1,2) x (0,3),

Ax C={(x,-1),(z,0),(x,1) eR? : -1 <z <2} =
={(z,y) eR* : z € [-1,2], y € {~1,0,1}},



2.

10.

11.

12.

card A; X Ay X Az = ny - ny - na.
cardP(Al) X P(AQ) X ’P(A3> — gnitnatng
card 'P(Al X Ay X A3) — Qninam3

lp— 15/ < 0,9

A =[-1,00). Luego inf A = min A = —1, y no existen sup A y méx A.

B = (—00,—3) U (1,3). Luego sup B = 3, pero inf B, méx B y min B no existen.
C' = (—00,3). Luego sup C' = 3, pero max C, inf C' y min C' no existen.

D =[-2,5). Luego supD =5, inf D = min D = —2 y fméx D.

E =[-11/2,—4). Luego sup E = —4, méx F y min E = inf £ = —5,5.

F = (-21/5,13/5). Luego sup F' = 13/5, inf F' = —21/5, y max F' y min F’ no
existen.

G = (-23/7,-3) U (—3,—-19/7). Luego supG = —19/7, inf G = —23/7, y max G y

min G no existen.

H =]-1,1]U[3,00). Luego inf H = min H = —1, y sup H y méx H no existen.

. int A =0, ext A=R—A— {1}, ais A = A, A= {1},

A=0A=AuU{1}.
int B=(1,3), extB=R-Z-(1,3), aisB=Z-1{1,2,3}, B =]13],
B=ZU(1,3)=B, 0B=7Z-{2}.

Con la modificacion indicada en las erratas: intC' = (—3,—-1)U(1,2),

ext C' = (—o00, —3) U (—=1,0) U (2,00) U [U <n}rl%>]

. 1 P
a1sC'—{n+1 .nEN}, C"'=[-3,-1]U{0} UL,2],
_ 1

1

intD=extD=aisD=0 y D' =D=0D=R,

. int A=A, ais A = (), A’:ﬁ:U([n,n—i—l]x[n,n—i—l]),

ne’

ext A=R*— | J([n.n+1] x [n,n+1]) ¥

nez
0A={(n,y) :neZ,yen—1n+1]}u{(z,n) :ne€Z z€n—1n+1]}

(a) (3,-3,3).  (b) (=1/v/3,1/V3,-1/V/3).

( ) ( / 1/275/2)' (b) (47—173)'
%(1 3,-9).

u x v =(0,0,u309 — ugvy). Es un vector perpendicular al plano zy.

3



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

u X (v X w) esta en el plano que contiene a los vectores v y w.

(u X v) X w esta en el plano que contiene a los vectores u y v.

Vectorial: (z,y) = (1, —1) + ¢(1,4), para todo t € R.

r=1+t, r—1

_y+1

Paramétricas: Y= —1 4 4t } para todo t € R. Continua:

Normal: (z —1,y+1)-(-4,1)=—4(z—1)+y+1=0.
Normal: (z+2,y—1)-(1,3)=2+2+3(y—1)=0.
Vectorial: (z,y) = (—2,1) +t(—3, 1), para todo t € R.

T =5,
Paramétricas: y=1+1¢, para todo t € R.
z=14+2
r—5 y—1 z-1
Continua: = =
ontinua: —o ] 5

Vectorial: (z,y,z) = (5,1,1) +¢(0, 1, 2), para todo t € R.

T =5,
Reducidas: z+1

Y= 5
r=1-1t,
Paramétricas: y =7 —5t, , para todo t € R.
z=1+2t
-1 7 — 1
Continua: i - : 5
Vectorial: (:c Y,z 1 7,1) +t(— ,2), para todo t € R.
Reducidas: 7~ 596 +2,

z=—2x+ 3.

r=1+1,
Paramétricas: y = 2 — 3t,
z=3+1

z—

para todo t € R.

3

-
Conti : = =
ontinua 1 _3 .

Vectorial: (z,y,z) = (1,2,3) + t(1,—3,1), para todo t € R.

Reducidas: y=—dr+5, }

z=ux+ 2.
r=1+q,
Paramétricas: y=1-— 3, para todo a, 8 € R.
z=142«a

Normal: (z — 1,y —1,z2—1)-(2,0,—1) = 0. General: 2z — 2z = 1.

4

Normal: (z — 1,y — 0,2+ 2) - (1,2,3) = 0. General: z 4+ 2y + 32+ 5= 0.

xr=1+10a+ 153,
Paramétricas: y = —ba, para todo a, 8 € R.
z=—-2-50



23. (a) |z| = 3, lw| = 2v/3, arg z = 3m/2, argw = b7 /6.

(b) €* = cos3 — isen 3, e’ = e ®cos V3 +ie P sen /3, le?| =1,
le¥| = e3, arge® = 21 — 3, arge® = /3.
(c) 22=-9, 22=27i, w?=6-6v3i, w’=24/3i.
24. |z| = |w.

25. (a) Falsa. (b) Cierta.

CAPITULO 2

Seccion 2.1.4
1. (a) Si. (b) No. (c) Si.

2. (a) z =0si a#0, pero si @ = 0 todo nimero real es solucion de la ecuacion.

(b) (z,y) = (A —7/3, ) para todo A € R.

3. Si k # 6 las soluciones del sistema son la interseccion de dos rectas paralelas (sistema
incompatible); si & = 6 las soluciones del sistema son la interseccion de dos rectas

coincidentes (sistema compatible indeterminado).

Seccion 2.2.5

1 20 —11/8 0 1 100 23/8
L.A~[0 01 7/4 0], B~[0010 52

0 00 0 1 0001 1/8
2. rtanC = 3.
3. 1°' sistema: incompatible. 2° sistema: (z,y,z,w) = (0,0,0,0).

3 sistema: (z,y,2) = (2,—1,3). 4° sistema: (x,y, z,w) = (—y — 9,v,7,0).

5 sistema: (z,y, z,w) = (1,0,2,0). 6° sistema: incompatible.

4. 17 sistema: si a # +4, (z,y,2) = (8 — (hlL—4, 2+ ai—4, a+r4);
8

sia=4, (z,y,2) = (7 -z, 1—70 + 2z, z); si a = —4, es incompatible.
2° sistema: si a # 2y a # 4, (z,y) = (0,0);

sia=2, (z,y) = (y,9); sia =4, (z,y) = (—y,y).
5. Deben cumplir que ¢ = ba — 2b.

6. Es compatible determinado con solucion (x,y, z) = (—1,2,4).



Secciéon 2.3.5
1. (z,y,z,w) =(2,4,1,3).
2. (a) Falsa, salvo en el caso de que AB = BA.
(b) Falsa, salvo en el caso de que p = n.

3. Si a # 6, B solo puede ser la matriz nula 0y. Si a = 6, entonces B es cualquier

. T Yy
matriz de la forma (—:v/2 —y/Q)’ con z,y € R.

c+d 2c/3

4. Son todas las matrices de la forma B = ( c d

>, con ¢,d € R.

5. Tras resolver un sistema con 4 incognitas (los 4 coeficientes de la matriz inversa) se

2 _1
llega a que A~! = (I ;)
T 7

6. Se trata de obtener que A- A # 03y que A-A-A=0;3.

Seccion 2.4.4

63 84 —24 —24 -8 15 93 55
goqt_ L | 48 24 24 24 o 1 [ -90 63 —117 90
120 68 64 —64 —24 | 23| 17 21 -39 —64 |
15 60 0 0 -83 -3 66 —11
T -5 4 6
o 1| -7 5 -4 -3

3l -1 2 -1 -3
2 -1 2 0

4. Es més facil hacer las inversas de esas matrices por el método de los adjuntos. En
cualquier caso, se obtiene que la matriz A es inversible para todo a # —1, B es
inversible para todo a # 2y a # +v/2 y C lo es para todo a € R, y las inversas son:

a+1 1 1
1 —16 8 8 2—a? (a—2)(2—a?) 2—a?
A*1:81— 6a—6 2—4a 6 |, B! = 0 QTla 0 |,
Ata)\g_y 20-3 5 1 o

1 a—1
2—a?  (a—2)(2—a2?) 2—a?

cosa —sena O
C'=0C"= |sena cosa 0]
0 0 1

Seccion 2.5.4

a1 G12 a13 Ai4
1. G21 G22 (23 A4
a31 ag2 a3z a34
A41 Q42 Q43 Q44
(12023031044 + Q12024033041 + Q13021032044 + Q13022034041 + Q13024031042 +
(14021033042 + Q14022031043 + Q14023032041 — A11022034043 — Q11023032044 —

= (11022033044 + 011023034042 + Q11024032043 + 12021034043 +



(11024033042 — A12A21033044 — A12023034041 — Q12024031043 — A13021A34042 —
13022031044 — A130A24032041 — A14A21032043 — 14022033041 — A14A23031A42.

2. —18.

4. El valor del determinante es (x — 1)%. Luego la solucion de la ecuacion es x = 1.

Seccion 2.6.4

1. El rango es 3.

2. El rango es 3 si a # 2; el rango es 1 si a = 2.

2 0 0
4. B~ = 1—10 -4 10 0| y B?*B!'=B0B.
-1 -5 5
5. (a) El sistema es siempre compatible indeterminado: si a = —1/2 y b = 5/4, la
solucion depende de dos parametros; en cualquier otro caso depende de un solo
parametro.

Seccion 2.8

1. (a) Cuando las tres rectas coinciden.

(b) Cuando las tres rectas se cortan en un punto (bien siendo distintas las tres rectas
o bien siendo dos iguales y la otra las corta).

(c) Hay cuatro casos posibles: que las tres rectas sean distintas y paralelas; que dos
rectas coincidan y la tercera sea paralela; que dos rectas sean paralelas y la tercera
corte a ambas; que las tres rectas se corten dos a dos (formando un triangulo).

En el caso homogéneo, las tres rectas pasan por el origen, manteniéndose los casos
considerados en las respuestas (a) y (b) y siendo imposible cualquiera de los casos
contemplados en (c).

2. La solucion es: (z,y,z) = (az 4+ p,bz + ¢q,z) (una recta, interseccion de los dos
planos definidos por las ecuaciones). Observe que (z,y,2) = (az + p,bz + ¢,2) =
(p,q,0) + (a,b,1)z, y que por tanto las soluciones forma la recta que pasa por el
punto (p,q,0) con vector director (a,b,1).

3. Cada ecuacion corresponde a un plano. Observando los coeficientes de esas ecua-
ciones, es claro que los tres planos son paralelos o coincidentes. Luego el sistema
serd incompatible cuando al menos dos de los parametros a, b y ¢ sean distintos; y
sera compatible indeterminado (dependiendo la solucion de dos parametros) cuando

a=0b=c.

110 0 0 110 0 - 0
011 0 0 011 0 0

) 001 1 001 1

' 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1
100 0 1 000 - 0 14 (=1)"1!



10.

11.

(a) Se trata de un sistema lineal de 3 ecuaciones y 2 incognitas incompatible en el
que cada par de ecuaciones forman un sistema compatible determinado.

(b) Se trata de un sistema lineal de 4 ecuaciones y 3 incognitas incompatible en el que
cada par de ecuaciones forman un sistema compatible indeterminado dependiente de
un parametro y cada trio de ecuaciones forman un sistema compatible determinado.

Se responde aqui a la solucion de este ejercicio segin la modificacion indicada
en la seccion de erratas. Si el nimero de horas diarias que trabajan las cuatro
hormigoneras se denota respectivamente por z, y, 2z, w, entonces la respuesta a
la primera pregunta es: (x,y,z,w) = (3 — 50— 12,4 -z w) Y los nimeros de
horas maximo y minimo que puede trabajar la cuarta hormlgonera es de 11 y 1,
respectivamente.

a) Incompatible. (b) Incompatible. (¢) (z,y) = 2y +3,y).
d) (z,y,2,8,t) = (7T—2y — 3s,y,—1,5,2). (e) (z,v,2) = (3,1,2).

(

f) (x,y,z,w) = (3,5,-1,8).  (g) (,4,2) = (—4,2,7).
h) (z,y,z,w) = (w— 1,2z, 2z,w). (i) (z,y,z,w) = (—z/4, —2/4 —w, z,w).
j) (z,y,2) = (2/8,52/16, z). (k) (z,y,2) = (=32/7,—4z/7, z).

) (l‘,y, z) = (070’())'

a)Sil#a#b, (z,y,2)= (0,2, =2 ) si 1 # a = b, es incompatible; si 1 = a # b,
x,Y,< ):(1—%%0);511261_ ( ) (]—_y 2, Y,z )

b) Sia= 11(1)7 (JZ,y,Z) = (_%7_% ) sl a 7£ 11° (I7y7 Z) = (07070>
¢)Sia#0yb#2 (r,y2 = (L2 1);sia #0yb=2 (r,y,2) =
(2_2z 22z ) sia =0y b+# 2, esincompatible;sia =0y b= 2, (z,y,2) = (x,y, 1).
Q) (2,5) = (60 — b)/9, (~3a+26)/9).

(x,y,2) =(a—c¢/3,a—b/2,—a+b/2 + ¢/3).

Sia 7& 37_%a (C(],y,Z) = (07070)7 sl a =3, (l‘7y, Z) = (_5 —2z, Z) sia = _%7
x,y, z) = (282, —35z, 2).

g) Sia# —3,0,2, (x,y,2) = <ai+3, (afz“)sz) @ 42‘%%)); si a = —3, es incompati-
ble; sia =0, (x,y,2) = (2 — 22,1+ 2, 2); si a = 2, es incompatible.

(h) Sia# —24,2, (z,y,2) = (1?1(1;42)7 36(11_2421), —Q(Z(i;f)); si a = —24, es incompatible;

5z z

Sia:2<$y7) (67§7Z>'

Este ejercicio es complicado. Cuando n es un multiplo de 3, esto es, n = 3k
(k=1,2,...), el sistema es compatible determinado (su tnica solucién es la triv-
ial); lo mismo ocurre cuando n = 3k + 1 (k=1,2,...). Pero cuando n = 3k + 2
(k=1,2,...), entonces el sistema es compatible indeterminado, y la solucion es:

(131, X2, X3, T4, X5, L6, - Tp—14,Tp-3,Tp—-2,Tn—-1, In) -
= (—{En, L, 07 —Tn, Tn, 07 v T T,y T, Oa —Tn, In)a
es decir, x3; = 0 para todot=1,2,...k, 3,1 =z, paratodot=1,2,...k+ 1,y
T3i_9 = —x, para todoi=1,2,...k+ 1.
(a,b,¢c) = (7/2,7,0).

(a) El sistema es compatible (indeterminado dependiendo de dos parametros) si y
solo si b1 = b2 = —b3/2



12.

13.

14.

15.

16.

18.

19.

20.

21.

22.

(b) El sistema es compatible (indeterminado dependiendo de un parametro) si y
solo si by = by + bs.

(c) El sistema es compatible (determinado) para cualesquiera by, by, by € R.

(a) (z,y,2) = (16/3,—-4/3,—11/3). (b) (z,y,2) = (—5/3,5/3,10/3).
(¢) (z,y,2) = (3,0, —4). (d) (z,y,2) = (41/42,-5/6,25/21).

k=-1y k=12/11.

Observe que: los resultados de (¢) y (f) son el mismo, por lo que basta hacer uno de
estos apartados; una vez resueltos los apartados (g) y (h) se puede obtener facilmente
el resultado del apartado (i) ya que (AC)~! = C~1A~; (f) puede obtenerse a partir
de (e), pero (¢) no puede obtenerse a partir de (b).

Observe que en los tres apartados se puede despejar la matriz X de la siguiente
forma:

(a) X = A7Y(C — B) (A™! se ha calculado en el apartado (g) del ejercicio 14).
(b) X = BC~! (C7! se ha calculado en el apartado (h) del ejercicio 14).

(c) X = (AC)"'CA ((AC)™!' y CA se han calculado en los apartados (i) y (d),

respectivamente, del ejercicio 14).

Al resolver los sistemas se obtiene:
1 1
(a)A:Z(3C+5D)’B:Z(C+3D); (b) E=2G — H, F =2H — 3G.

Y solo resta sustituir C'; D, G y H por su valor.

Las matrices pueden ser de las tres formas siguientes: (8 8), (S 8) y (_622 _ba>,

b
donde a, b y ¢ son distintos de cero.

n n—1
(a) M"=3""'M y B"= (% nc;n > para todo n € N.
(b) Nunca ocurrird que B?> = B ni que B? = I; y B?> =0, si y solo si a = 0.

a® na™ !

(a) M" = <0 " b) para todo n € N.

1 2
(a) Ejemplos de matriz simétrica: |2 4
3 5

0 3 0o -1 2
Ejemplos de matriz antisimétrica: — o1, 10 =3
-5 0

(d) A=3(A+ A"+ 3(A— AY.

2 1 3 2 —3/2 2 0 5/2 1
—42 5 |=[-32 2 4 |+([-52 0 1
1 3 -2 2 4 -2 -1 -1 0



23. (a) Se llega a que A = (Z 2) (a,b,d e R) o A= (8 2) + (_Ob 8) (a,b € R).

o (L 3)

1 0 0 101
2. M=|1 -1 0|, N=[010
1 0 -2 00 1
25. Al—l:(_; _21> Aglz(:g :;) AATY,
15 —1,1 —1,2 1 -1
Bi'=| -1 1 1 |, #ByY, Byt=-[-1 1 1|
2
—05 0,7 04 1 1 -1
35 0 -3 1 -1 1 3 0 3
-1 -1 1 -1 1
Ci'=|-1 1 0] G'=-f0 0 2 Cit=c|-30 3
0 -1 1 1 1 -1 1 2 -1
1 0 -2 1 -1 0
pit=1{3 1 2| D21:\/7§ 11 0 |
1 -1 0 0 0 V2
8 0 0 0
1l-4 4 0 0
-1 _ -1
El —8 0 ) 2 0l ﬂEZ
0 0 -11
1 - 5+ /17 5+/17
2% At=—— (¢ 22 , sl a# . PA N sia= .
a? —5a+ 2 2 a—3 2 2
L [-b 13
B—lzz—b b —1 —b|,sib#0; AB'sib=0.
b 1 —b
. -2 b —b
= 3 —2 2 b—4|,sia#0yb#2, AC'sia=00b=2.
a(b—2) a —a a
@ 0 0 0
1| —-a® & 0
-1 _ - . . -1 - _
D = 0 —a® &0 ,sia#0; AD 'sia=0.
—1 a —a®> d®

27. (a) —21 (con la correccion —indicada en las erratas— de sustituir el 13 que aparece
en la matriz por 3). (b) 6.

28. (a) —120.  (b) 0.
29. det(A4;) = —1, det(Ay) =1, det(A3) =0,
(By) = —10, det(By) = 0, det(Bs) = —2,
det(Ch) = 2, det(Cy) = =2, det(C3) = —6,
det(D;) = 1/10, det(Dy) =1, det(E,) = 64, det(FEy) =0,
det(A) =a* —b5a+2, det(B)=2b, det(C)=a*b—2), det(D)=a’.

10



30.
31.

32.

33.
37.
39.

41.

42.

43.

45.

(a) 8. (b) z(z—a)(z—d)(x—f). (c) abc(b—a)(c—a)(c—D). (d) (b*—a?)*.
(a) v = +4. (b)x=1y z=2
§ 1

@135 Oz (@ @5 ©-5  @H5 (@5 (01l

Otra matriz que tiene esa propiedad es la matriz identidad.
(a) 0y 1.

(a) Basta fijarse en los resultados del ejercicio 29.
(b) Los resultados son obviamente los mismos que los de los ejercicios 25 y 26.

n(n—=1) —n(n—1)(n—2)

1111 1 —n "2 :
_ 0111 0 1 —n n(n=1)
. 1: - n _
W=7 =g 1 | ®u-a={ o T
00 01 0 0 0 1
1 -1 1 -1 1 2 2 2
o 1 -1 1 01 2 2
-1 _ o -1 _
0 0 O 1 0 0 01

(a) Elrangoes 3sia #2y a# 3; el rango es 2si « =2 0 o = 3.
(b) El rango es 4 si « # 3; el rango es 2 si a = 3.

A= (Z g)

(a) Si a # 2b, es compatible determinado; si a = 2b, es incompatible.

(b) Sia # —3,0,2, es compatible determinado; si a = 0, es compatible indetermina-
do (dependiendo la solucion de un parametro); si a = —3 6 a = 2, es incompatible.
Nota: el sistema es el mismo que el del apartado (g) del ejercicio 8 de esta seccion.

(c) Si a # 0, es compatible determinado; si @ = 0, es incompatible.

(d) Si a # =2y a # 1, es compatible determinado; si a = —2, es incompatible; si
a = 1, es compatible indeterminado (dependiendo la solucion de dos pardmetros).

(e) Si 1 # a # b, es compatible determinado; si 1 = a # b, es compatible indeter-
minado (dependiendo la solucién de un parametro); si 1 = a = b, es compatible
indeterminado (dependiendo la solucién de dos parametros); si 1 # a = b, es incom-
patible. Nota: el sistema es el mismo que el del apartado (a) del ejercicio 8 de esta
seccion.

(f) Si —1 # a # 0, es compatible determinado; si a = —1 y b = 0, es compatible
indeterminado (dependiendo la solucion de un parametro); si a = 0y b = 0, es

compatible indeterminado (dependiendo la soluciéon de un parametro); sia = —1y
b # 0, es incompatible; si a = 0 y b # 0, es incompatible.

(g) Si —1 # a # 1, es compatible determinado; si @ = 1, es compatible indeterminado
(dependiendo la solucion de dos parametros); si a = —1, es incompatible.

(h) Si a # —1, es incompatible; si a = —1, es compatible indeterminado (dependi-
endo la solucion de un parametro).
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(i) Si a # #@, es compatible determinado; si a = ’22‘/@, es compatible deter-
minado (dependiendo la solucion de un parametro).

(j) Si a # 2, es compatible determinado; si a = 2, es compatible determinado
(dependiendo la solucién de un parametro).

(k) Sia # —24 y a # 2, es compatible determinado; si @ = —24, es incompatible;
si a = 2, es compatible indeterminado (dependiendo la solucién de un parametro).
Nota: el sistema es el mismo que el del apartado (h) del ejercicio 8 de esta seccion.
(1) Si @ # —3, es compatible determinado; si @ = —3 y b = 0, es compatible
indeterminado (dependiendo la solucién de un parametro); si a = =3y b # 0, es
incompatible.

(m) Si 2 # a # b , es compatible determinado; si a = 2, es compatible inde-
terminado (dependlendo la solucion de un parametro); si a = HTl, es compatible
indeterminado (dependiendo la solucion de un parametro).

341

(n) Sia 3b+1 , es incompatible; si a = y b # 8, es compatible determinado; si

=8ya= 3b+1 = 5, es incompatible.

(n) Sil#a 7é 2, es incompatible; si a = 1, es compatible determinado; si a = 2, es
compatible determinado.

(0) Si a # 1, es compatible indeterminado (y la solucion depende de un parédmetro);
si a = 1, es compatible indeterminado (dependiendo la solucion de dos parametros).

46. (z,y,z,u) = (3u/8,u/4, —Tu/8, u).

CAPITULO 3

Seccion 3.1.4

1. Doma = [— 17 1] Domb = R. Dom ¢ = (—00,4).

Domd = (—1, Dome =R — (-1, 3]. Dom f =R — {-2,2}.
br—4 x <1, 2 -1)Bx—-2) z<1,
2. (f+9)(x 2r+5 1<x<3, (f-g9)(x) =< 14(x — 1) 1<x<3,
7T—22% >3 —1422 x> 3.
<1,
x> 1.
4. (a) f~1(x) x4 y Dom f=1 =

(b) g7 (x) = Vdxr — 22 — 3 y Dom g~ = [2, 00).

5. f no es inyectiva en (—oo,0). Si lo es en [0, 00), donde f~(z) = \/x.

6. Estrictamente creciente en {T + 2km, — —|— 21{;77] para todo k € Z, y estrictamente

3m
decreciente en [g + 2km, -

+ 2]{?71} para todo k € Z.
8. A los 2 + v/10 dias de aplicar el pesticida.
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Seccion 3.2.4

1.

El conjunto A es la superficie esférica centrada en (0,0,0) y radio 1.
El conjunto B es el cilindro de radio 1 cuyo eje de rotacion es el eje de y.

El conjunto D es el cubo cuyas caras se sittiian en los planos ¢ = —1, v = 1, y = —1,
y=1L,z2z2=—-1lyz=1.

. Doma = {(x,y) € R? : x # 0, y # 0}, es decir, el dominio es el plano R? menos los

ejes de coordenadas.
Domb = {(z,y) € R? : y > 0}, o sea, el semiplano superior (incluido el eje ).

Domc = {(z,y) € R? : 2y < 4}, es decir, se trata de la regién compuesta por los
cuadrantes segundo y cuarto, la parte del primer cuadrante que queda por debajo
de la grafica de la funcién y = 4/x y la parte del tercer cuadrante que queda por
encima de la grafica de dicha funcion, incluidos los ejes coordenados.

Las superficies de nivel k de la funcién f son 2?2+y?+2? = 1—k2, es decir, superficies
esféricas centradas en (0,0,0) y radio v/1 — k2. Observe que k debe pertenecer al
intervalo [0, 1]; y que si k& = 1, entonces la superficie es degenerada (se reduce al
origen).

Seccion 3.3

1

3.

(a)
()
(d) Domk = {(z,y,2) € R® : 2 > x — 3,2 # 0}, es decir, la parte de R? que queda
encima de la gréafica del plano z — z + 3 = 0 sin incluir los puntos del plano xy.

(a) (9o f)®)=0.  (b) (gof)(r,¢) ="

Dom f =R — {0}. (b) Domg =R —{§ + kr : k € Z}.

Domh = {(z,y) € R* : z > 0}, o sea, el semiplano derecho abierto.

Seccion 3.4.4

1.

(a) f es continua en R — {1,2} y en los puntos 1 y 2 presenta una discontinuidad
esencial.

(b) f es continua en R — (—1,1).
(c) f es continua en R — {2} y en el punto 2 presenta una discontinuidad evitable.

En los casos (d), (e) y (f) la funcion f es continua en R.

.m=>5yn=0.

. Observe primero que ambas composiciones tienen sentido, ya que Im f C Domg e

Im g C Dom f. Por otra parte, fogy go f son continuas en [0, 2] por ser composicion
de funciones continuas.
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Seccion 3.5

1.

2.

Los limites pedidos son, respectivamente: 0o, 0o, 1/2 e 0o.
Para f basta tomar las trayectorias t =0 e y = 0.
Para g, las trayectorias y = = e y = 2z (0, en general, y = mx).

Para h, las trayectorias t =0 e y = .

Seccion 3.7.4

. Si, basta aplicar el teorema de Bolzano a g en el intervalo [1,9].

La funcion f si es continua en (2, 4], sin embargo, no esté acotada en dicho intervalo
y posee un minimo absoluto en x = 4 cuyo valor es %

Basta aplicar el teorema de Bolzano a f(x) = x3 + xg(x) + 2 en el intervalo [—2,0].

15 veces.

Seccion 3.8

1.

w

4.

Doma=R. Domb=R-{0}. Domc= [e? c0).
Domd = [-1,1].  Dome = [-v2,v2].  Dom f = (0,00) — {1,2}.

Ima = (2, 00). Imb=R. Imec = [3, 00). Imd = [-1,00).

(a) Si. (b) Si. (c) Si se puede definir f o g pero no go f.

(a) St, a ™ (z) =4 — 5 para todo x € (2,00).

9
(z —2)

7
(b) Si, b '(x) = % para todo = € R.

1
i d! = S —
(¢) No. (d) Si, d'(z) 1 5 para todo = € [—1,0).

La vida media del uranio es IHTQ

Doma = R3, que es un conjunto abierto, cerrado, conexo y convexo.

Domb = BJ[(0,0), 1], es decir, el circulo de centro (0,0) y radio 1, que es un conjunto
cerrado, conexo y convexo.

Domec = {(z,y,2) € R? : x>0, y > 0}, es decir, los puntos de R? que se proyectan
verticalmente sobre el primer cuadrante abierto del plano xy; este dominio es abierto,
CONnexo y convexo.

Domd = {(z,y) € R? : 0 < xy < 2}, es decir, se trata de la region compuesta
por la parte del primer cuadrante que queda por debajo de la grafica de la funciéon
y = 2/x y la parte del tercer cuadrante que queda por encima de la grafica de dicha
funcion, incluyendo los puntos de la gréafica y los ejes coordenados; es un dominio
cerrado y conexo, pero no convexo.
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Dome = {(z,y) € R? : x >0, y # 0}, o sea, el semiplano derecho (a partir del eje
y sin incluir a éste) excepto el semieje positivo x, que es un dominio es abierto y
disconexo.

Dom f = R3 — {(z,y,2) : #+y — 2z = 0}, es decir, cualquier punto de R® que no
pertenezca al plano de ecuacion x + y — z = 0; es un dominio abierto y disconexo.

Domg = {(z,y,2) € R3 : y # 0, 2 # 0}, o sea, los puntos de R? que no estan en
los planos coordenados zz y xy; es un dominio abierto y disconexo.

Dom h = R3 — BJ[(0, 0, 0), 1], es decir, el conjunto complementario de la bola cerrada
centrada en (0,0,0) y radio 1, que es un dominio abierto y conexo, pero no convexo.

. Ima = (—o0,1). Imb=R - {0}. Ime=[—1,00). Imd = 1[0,1].

. Las curvas de nivel de f son todas las rectas de pendiente —2/3.

Las de g son todas las parabolas cuya ecuacion es de la forma y = 22/5 + ¢, con
ceR.

Las de h son todas las circunferencias con centro en el origen (incluida la curva
degenerada que se reduce a dicho punto).

Las de k son todas las hipérbolas equilateras cuya ecuacion es de la forma y = ¢/x,
con c € R.

Las de [ son todas las circunferencias con centro en el punto (1,—2) (incluida la
curva degenerada que se reduce a dicho punto).

Las de m son todas las elipses cuyos ejes se sitiian sobre los ejes coordenados de
manera que el eje vertical es v/2 veces mayor que el eje horizontal (incluida la elipse
degenerada que se reduce al origen de coordenadas).

. Las superficies de nivel de la funciéon a son todos los planos cuya ecuacion es de la
forma 2x + 3y + 5z = k, con k € R, es decir, todos los planos perpendiculares al
vector n = (2,3,5).

Las de b son las superficies de ecuacion 2%+ y? + 2% = k, con k € RT U {0}, es decir,
las superficies esféricas centradas en (0,0,0) y de radio cualquiera vk (incluida la
superficie degenerada que se reduce al origen).

Las de c son las superficies de ecuacion 22 + y? = k, con k € RT U {0}, es decir, las
superficies cilindricas (de longitud infinita) cuyo eje de revolucion es el eje z y de
radio cualquiera vk (incluida la superficie degenerada que se reduce al eje z).

Las de d son las superficies de ecuaciéon zz = k, con k € R: si k£ = 0, es una
superficie formada por dos planos coordenados —el xy y el yz—; si k # 0 es la
superficie formada por todos los puntos que se proyectan perpendicularmente sobre
el plano xz en la hipérbola de ecuacion z = k/z.

Las de e son las superficies de ecuacion (z—1)?+ (y+2)?+2? =k, con k € RTU{0},
es decir, las superficies esféricas centradas en (1,—2,0) y de radio cualquiera vk
(incluida la superficie degenerada que se reduce al dicho punto).

Las de f son las superficies de ecuacion (x —1)2+22 = k, con k € RTU{0}, es decir,
las superficies cilindricas (de longitud infinita) de radio cualquiera Vk cuyo eje de
revolucion pasa por el punto (1,0,0) y es paralelo al eje y, es decir, es el formado
por los puntos (1,y,0), para todo y € R.
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10.

11.

13.

14.

Dom f = R* U {0}. Domg =R" — {1}.

Domh = {(z,y) € R* : z > 0,y > 0}, es decir, el primer cuadrante excepto el
semieje positivo x.

Domj = {(z,y,2) € R® : z >y, 2 # 0}. Todas las funciones son continuas en su
dominio.

La funcion f es continua en R — {1} y en el punto 1 presenta una discontinuidad de
salto.

g es continua en R — {0} y en el punto 0 presenta una discontinuidad de salto.

h es continua en R.

i es continua en R — {0} y en el punto 0 presenta una discontinuidad de salto.

j es continua en R — {0, 1,2}, en el punto 0 presenta una discontinuidad de salto,
en el punto 1 presenta una discontinuidad esencial y en el punto 2 presenta una
discontinuidad evitable.

h es continua en R — {0} y en el punto 0 presenta una discontinuidad de salto.

Si llamamos (a), (b), (c), etc. a los distintos limites, empezando por los de la primera
linea y de izquierda a derecha, los resultados son:

(a) 1/2. (b) No existe, pues es 0si z — 0~ y es 3/2si x — 0%,

(c) 3/2 (compruebe que el limite cuando x — —o0 es, sin embargo, —3/2).

(d
(e) No existe en ninguno de los dos puntos: en ambos casos los limites por la izquierda
y por la derecha son 0 e 0o, respectivamente.

)

) En ambos casos el limite es 6/5.

f) No existen: el limite es oo cuando x — 0o, y es —oo cuando x — —oo0.

(

(g) No existen: el limite es co cuando z — 00, y es —oo cuando © — —o0.
(h) 1/2. (i) 1.

(j) No existen: el limite es oo cuando z — 0o, y es —oo cuando x — —00.
(k) En ambos casos el limite es 0. (1) No existe: el limite es oco.

(m) En ambos casos el limite es —5/7. (n) 12 (n) 6.

(0) No existen: el limite es oo cuando z — 00, y es —oo cuando © — —o0.
(p) 0. (q) No existen: en ambos casos el limite es oco.

(a) Dom f =R — {—1,1}. Domg =R —{-3,3}. Domh =R — {0}.
(b) Las funciones f, g y h son continuas en sus respectivos dominios.

La funcién f presenta una discontinuidad esencial (de salto infinito) en el punto
xr = —1, y una discontinuidad evitable en el punto x = 1.

La funcién ¢ presenta una discontinuidad esencial (de salto infinito) en el punto
x = —3, y una discontinuidad evitable en el punto x = 3.

La funcién h presenta una discontinuidad esencial (de salto infinito) en el punto
r=0.

(c) Si z — oo, entonces f tiende a 1, g tiende a 0o y h tiende a 0.

Si x — —o0, entonces f tiende a 1, g tiende a —oo y h tiende a 0.
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15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

27.
29.

30.

(a)Z:s. (b) a. (c)%. @0, ()1 ()1

b+ 2a = 2.

No es posible, pues el limite no existe porque f oscila (tomando valores comprendidos
entre —1 y 1) cuando = — 0.

Habra que definir f (g) =1.

Para a basta tomar las trayectorias x =1 e y = 1.
Para b las trayectorias x = —2 e y = 0.
Para c las trayectorias y =0 e y = x — 1 (o, en general, y = m(z — 1)).

Para d las trayectorias y = 0 e y = x.

No existe el limite de a(x,y): es co.

No existe el limite de b(z,y): es oo.

El limite de ¢(x,y) es 1/3.

No existe el limite de d(z,y): es oo.

No existe el limite de e(x,y, z) en los puntos indicados.

No existe ninguno de ellos. Para probar esto basta tomar, respectivamente, las
trayectorias siguientes:

(a) y=2xey=2x. (b)y=0ey=a—1 (o, en general, y = m(x — 1)).
(c)y=2ey=a+2. (d) y =2 ey =2z (o, en general, y = mz,m > 0).

2 -1
Basta aplicar el teorema de Bolzano a f(x) = ’ 11 + i 3 por ejemplo en el
x T —
intervalo [0, 5/2].
. 1 2 3 .
Basta aplicar el teorema de Bolzano a f(z) = + + , por ejemplo

r—1 x—-2 x-3
en los intervalos [6/5,7/5] y [12/5,13/5].

524
Basta aplicar el teorema de Bolzano a f(z) = 3?2 + 7302 Toods 420, por

ejemplo en el intervalo [1,2].
[1,2].
—0,59375 (aplicando el método de biseccion 5 veces a partir del intervalo [—1,0]).

1,3642578125 (aplicando el método de biseccion 10 veces a partir del intervalo [1, 2]).
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CAPITULO 4

Seccién 4.1.6

L f,(x):{ 1 siz>0,

-1 sixz <.

2z

2. d(z) = (Vo) (COS 2% (sen 2¢)(In x));

2
V() = 9 (sen 3x)> % (Cs(i ;xx — (sen 3z) In(sen 3x)>;

1 s+ 1\" /1 z+1 2z
(1) = ———:  d(z) = 2 - .
C(fl:) ma <I> (l’—l) (ZE n[E—]_ I2—1)

3. D(v; ) f(1,2) = (cos6 — 4cos 1)v; — (3sen6 + 4sen 1)v,.

4. D (s 40 f(0,0,1)=0.

[(—=2,—4,0)]

5. gy = Qyy = [2 +8(x — y)* tg ((:L‘ —y)? — 3)} . [1 + tg? ((35 —y)? - 3)]5

Apy = Qyz = —Qgg;

by = —sen(x + 2Y); by, = 2Y(In* 2) (cos(x + 2¥) — 2¥sen(z + 2¥));
b.. = y(y — 1)2Y "% cos(x + 2¥) — y*2% % sen(z + 2Y);

byy = by, = —2Y(In z) sen(z + 2Y); byr = by = —y2¥ ' sen(z + 2Y);
by: = by = 2" N1+ yInz)cos(x + 2¥) — y2*Y ' (In 2) sen(z + 2¥).

6 ( ) 1 2y 322
. Va(x Z) = )
i I+o+y?+28" Ttot+y? + 28 1+ +y2+23)

Vb(w,y,z):<( 2y 2 0).

r+y)? (x+y)*

da 9 (x,y,2)  Oa %(%%2) da 9 (x,y,2)
7._.7:, ,Z:u; —x) ’Z :y—7 _x7 ,Z :MJ
o D e 8y T e 2T ey
9y 2) =
aiL’ x,Y,z) =
of of

_ 2 f(.2 o 19,90 2 o _Y9 e _ -

= [1 +tg” f(z°,seny, z — x)] [237(% (x%,seny, z — x) o (x*,seny, z — x)|;
?(I,y,Z) = [1 +tg2 f(x27seny7z - "L‘)} (Cosy)g_f (mQ,seny, 2 J]),

Y Y

ob of
&(l‘,y,Z) = [1 +tg2 f($2aseny7z - I)} % (:EQ,Seny,z - l’),

d(z) = 3f*(z,senx,Inz)-

1
. g—i(x,senx,lnﬂv) + (Cosx)a—y(x,senx,lnx)JrEg—‘z(%senl’,lﬂx) .
1 — 3z%y3
r .
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S = 6zy® + 18z%y2%y + 623y(y')?

(v queda sustituir ¢’ por su valor).

1 — 3x3y?
A S S O S
vtgy Vot -1 tgy \© tgfy)  22-1
(c) y’:3—x2. //:3x_69(y/)2:6$—27$4y
6y2 -4’ 3y2 -9 2(3y2 — 2) .
_ —y+e)  —(zt2)
(a) zx(a:,y)—ery_ez, Zy(x’w_ery—eZ’
> (:B y): (ez—x—y)zx+(y+z)(1—zx62) _ (3/+2)[62(2—y—z)—2(g;+y)].
zx \4> (x+y_ez>2 ($+y—62)3
Zay(T,Y) = —Utz)ety—e)+ (y2+ 2)(1 — zy€?) _
(x+y—e?)
1
:m[622+262(2—x—y—2)—@Z($+y+xy)—2<x+y)z};
e (It z)(@+y—e) + (@ +2)(1 — ze)
yr 7y)— 3 —
(x +y—e?)
1
= Gy e Ry m ) — el by ey~ 2 +y):)
Zyy(T,Y) = (e —x —y)z, + (v + 2)(1 — z,€7) _ (x4 2)[e*(x+ 2 —2) + 2(x + y)]
yy\Ts (z+y— e7)2 Tty ) ,
e* cos(y + z) —e®sen(y + 2)
b) z(z,y) = ; Y) = ;
(b) ze(x,y) 1+ e®sen(y + z) zy(2,9y) 1+ e”sen(y + 2)
er ]_—62x coS y+Z —GICOSy+Z
) = SN y+2)

(1 + e®sen(y + z))3 ’

(1+e*sen(y + z))3’

—e”(e” 4+ sen(y + z))

ny(.f,y) = Zy;,;(.iE,y) =

Seccion 4.2.4

1.

No se puede aplicar el teorema de Rolle puesto que la funcién no es continua en el

intervalo propuesto.

. (a) 3 soluciones como maximo.

(14 e*sen(y + z))3 '

(b) Como méximo puede tener una solucion.

3. Se resuelve aplicando el teorema del valor medio a la funcion f(t) = cost en el
intervalo [y, x], y tomando posteriormente valores absolutos.

4. (a) Para todo a € (0,00) el resultado es 1/v/2a; para a = 0 el limite es oco.
(b) a/p. (c) —1. (d) oo.

5. Para que f sea continua en 0 se tendra que asignar f(0) = 1/2; de esta forma f sera
derivable en 0 pues existe el limite de su derivada en 0, y f/(0) = 0.
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6. La funcion f es continua en R — {1,2}. En el punto 1 la discontinuidad es de salto,
y en el punto 2 la discontinuidad es esencial (de salto infinito). La funcion f es
derivable en R — {0, 1,2}, siendo su expresion

cost+Lsenl sixz<0,
X X xr

R ! si0<z <1,
fiz) = (x —2)72 sil<z<2,
20+ 1 six > 2.

En los puntos 0 y 2 las discontinuidades de f’ son esenciales (oscilante en el primer
caso, de salto infinito en el segundo), y en el punto 1 la discontinuidad es evitable.

7. g(x) = Z ()" + (=1)am

O<ec<zdozr<ec<O.
2 2 (n+1)(c+1)”+1’con c<roxr<c

Seccion 4.3.4

1. f tiene un méaximo tanto local como global en —4/3 y un minimo global en 2;

h presenta maximos locales en —1/1/3 y 1/1/3, minimos locales en 0 y 1, maximo
global en 2, y minimos globales en 0,1 y —1;

J no tiene extremos locales en [—1/2, 1], aunque si un minimo global en 1 y un
méximo global en —1/2; en [—1, 1] no tiene extremos, ni locales ni globales.

2. Se resuelve aplicando el teorema del valor medio a la funcion f(t) = €' en el intervalo
[0, 2], y utilizando el hecho de que la funcion exponencial es creciente. Otro modo
maés sencillo: estudiando la monotonia de las funciones r(z) = e* —x — 1y s(x) =
1+ ze® —e”.

3. (a) No podemos asegurarlo pues no conocemos la monotonia de g. (b) No podemos
asegurarlo pues no conocemos la expresion de g. (¢) Por ser g continua en un intervalo
cerrado se puede asegurar que tiene un méaximo global y un minimo global, aunque
puede tener mas entre locales y globales.

4. x = 0,567143.

5. f es convexa en (—oo, —v/2) U (1,00) y concava en (—+/2,+1). El anico punto de
inflexion es — /2.

Seccion 4.4
1. Bastara con comprobar que solo existe un punto de corte entre las funciones y = 1/x

ey—1/a=—(1/a*)(z — a).

2. Una vez dibujada la grafica de f en toda la recta real sera facil ver que la funcién no
es derivable en los puntos del conjunto {km, k € Z}, por lo tanto no sera derivable
en los puntos 0 y 7 del intervalo [—, 27| (en —7 y 27 si es derivable al estar definida
la funcion solo a un lado de esos puntos).

3. (a) f(x) =1/(2va);  (b) fl(z) =—1/a%  (c) f(z) =22 +2.
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4. (a) f'(x) = g'(x +g(a));  (b) f'(2) = g(a)g'(zg(a));

(¢) f'(z) = (1 +g'(2)g'(x +g(x)); () ['(2) = g'(x)(z — a) + g(2);
(e) f'(x) =gla);  (f) f'(x) = g'(a® +2)(22 + 1).

o () = r(1+tg*(@*+1)) 2 _
tg(z2 + 1)y/In(tg(#2 + 1))  sen(222 4 2)/In(tg(z2 + 1))’
Vo) 2 — 42 = siz€ (-1, F)U(5 D),
xr) = = .
VI-)(1 -4+ %Y | i sirelgm vl
1 -1 r—1 1
/ = — : dl g g :
¢(a) o2y o (z) (z—=12Va+1l (1—-2)Va2-1
1 1
oy , o) — :
e(x)_a:—l—l’ J() cosz’
1
g (x) = Syt h'(z) = 2sen z cos z = sen 2z.
. f'(z) = |2z|. El producto de dos funciones puede ser derivable en un punto aun

cuando una de ellas no lo sea en dicho punto. Pero este resultado no es general.
Por ejemplo, r(z) = 2 es derivable en x = 0, g(x) = |z| no es derivable en z =0 y
(rg)(xz) = 2|z| tampoco lo es.

" 2 six >0, (n)
et et —_ >
f'(x) { 9 siz<0 f'"(z) =0, para todo z € R— {0}, n > 3.

: a’x($7y) :41:3_43/; ay(x,y) :43/3_4‘77;
1 1
by(z,y) = (1—?); by(x,y) =Tt

co(,y) = sen(z + y) + x cos(x + y); cy(z,y) = xcos(x + y);

d.(z,y) = yay L dy(z,y) =2¥Inx;
2

€x<x>y) = y—?,/QJ ey(a:,y) = _—xyg/Qv
(22 +9?) (2% +?)
—2x sen 2 — cos 12
f:}c(xay> = T; fy(:c,y) = yg
(s )_x2+4xy+y2' e (z )_—2(x2+:cy+y2)' eon(zy) = 6y?
T 7?/ - ($+2y)2 ) Y 7y - (x+2y)2 9 TT ,?J - (l’+2y)3,
62 —6zy
ny(x,y) = m; Cwy(%y) = ny(x,y) = m;

do(2,y) = 2zyg' (2Py + %) dy(z,y) = (2% + 29)g' (2°y + v*);
doo(,y) = 2yg (2%y + %) + (22y)°g" (2%y + v°);

dyy(,y) = 29'(z%y + y°) + (2° + 2y)°¢" (z°y + ¥°);

Aoy (2,y) = dyo(z,y) = 209 (2%y + ) + 20y(2® + 2y)g" (2%y + )
ol 2) = (g (alny + ) (a0, 2) = S (wly + 2

e.(.y.2) = 229/ (@ lny + 22);
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10.

11.

12.

13.

erz(T,y,2) = (1ny)2 "(xlny + 2 )
-z , 2 x2 " 2
eyy(T,y,2) = ?g (xlny+ 2°) + ?g (xlny + 2°);
ey, 2) = 2/ (wny + ) + 420" (2 Iny + )
1 zIn
ery(T,y,2) = eyu(z,y, 2) = ;g’(mlny +22)+ —= " k4 g (xIny + 2°%);
€z (2,Y,2) = e2a(7,y,2) = 22Inyg" (xIny + 2%);

2
ey=(2,y,2) = exy(z,y,2) = %g"(x Iny + 2%).

_ [(senz)(cosw) (seny)(cosy) (senz)(cosz))
W vutena) = (S S )

<b)w<x,y,z>=( L ! ,0).

rt+y x+vy

2 3,2 2

Y Q,Iy 2 Y
(z,y) = 20t — 1+t ;
folmy) =20 g(x2+y2> (:c2+y2)2( T (132*3/2))

2ty y?
we = s (1414 (%557))

Efectivamente, la relacion xf,(z,y) + yfy(z,y) = 2f(x,y) es cierta para cualquier
(xvy) S R? — {(Oa())}

D, f(0, O)—}llli%h—w—ioo si v1v9 # 0.

al(t) = ! ! ; V)= (1 ! L),
o 2t1/2’2<t+2)1/2 ) - 9 /—1_t271+t2 3

71 = (1n\t+1\—t/(t+1) tcost—sent71),t#0’_1’_2; 2(0) (%,071);

In® |t + 1] ’ 12
1 1 —r x
vy 1
33' Y, 2 (yz COS ZCyZ s >,
z x—y

w1

(x,y,2 ( xz cos(xyz), , );

—e™Y
(x,y, 2 ( cos(zyz), 5 ,0)'

z
ho(z,y) = (0,9,1);  hy(z,y) = (0,2,2).
Para obtener el resultado han de hacerse los siguientes calculos:
o(t)=(1=20)c(t)+ (t—t*) ) B(t)=b(t)-c(t) +bt) - (1);
v (t) = b'(t) x c(t) + b(t) x (t);
0o (2, y) = falw,y) - Wz, y) + f(2,y) - halz, y);
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14.

oy(z,y) = fy(z,y) - h(z,y) + f(z,y) - hy(2,);
ol y,2) = g(2,y,2) + (2 — yz) g2 (2, y, 2);
py(2,y,2) = —29(x,y,2) + (x — yz) gy (2,9, 2);
p:(2,y,2) = —yg(z,y,2) + (x — yz) g:(2,y, 2).

Los resultados para las tres primeras derivadas son:

—1 -2 4+8t—4
o (t) = (—1,t—2,—);

(t2 —4)°
B(t) = 1 _2arcsent+ 1 _ 2tarctgt
N t3 B+ —4)  (2-4)"
V() = <2arctgt_2tarcsent+ 1 B 1
t (12 -4  (R—4)V1-2 ({2 +1)
t2 44 1 arctgt —1 4 arcsent 1
<t2_4>2+t(t2—|—1)_ 2 12 _tM)'

Para simplificar la expresion de las soluciones, en las cuatro primeras funciones
denotaremos:

A= (2? =2zy,y* —3); B = (sen(x+2y),zy — z7);
C=(z*—y*z+2y+32); D= (x*>+z+1,2x—1);

Los resultados del ejercicio son los siguientes:

da dg da Jg

@(w, y) = (2 — 2y)a—x(fl); a—y(m, y) = —QxQ(A) + 2y8—y(A);

o 0.0) = costa 4 20) 5 (B) + (y — 20) 2B,

%(z,y)chos(x+2y)g—i(B)+ g—g(B),

s ) =2ZC) 4 Cr ) = ~25H(0) + 25O

oc dg

&(za 5 )_35(0)7

d(zr)=(2x+1) %(D) + 2g—z(D),

% i = 1 2 i s s — h? xXr @ s

5z Y) G T hE) {(g( 9) + 29z, 9)h(z,y) — W, y)) - (r,y) +
+ (*(z,y) + 29(z, y)h(z,y) — ¢*(z,9)) %(:v, y)] ;

% T = 1 2 T xr xr — h? xr @ xr

3y( Y) TR [(g( y) + 29(x, y)h(z, y) — h*(z,y)) ay< y) +

(o) + 20 )bl ) = o) G 0.0)]
O (o) = (sen g, ) 9 (2 ) + bl ) cos gl 1)) 52 )
of

a—y(x,y) = (Seng(z,y))g—Z(w,y) + h(x, y)(cos g(:v,y))g—z(:w)-
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15. Para simplificar la expresion de las soluciones denotaremos:
A= (22 —y,seny?® — z, xyz?); B = (ysenz,ycosx,y);
C=x+yx+zy+2); D = (senx,x,Inx).

Los resultados del ejercicio son los siguientes:

0 (0. 2) = 202 () 4 2% )

g—Z(x,y,Z) = —%(A) + 2y(cosy2)(;—‘£(z4) + zz gi( );

%(x, y,z) = —g—ch(A) + Qxyz%(fl);

S o) = yleosa)5LB) — y(sen) 3L (5

o) = (sena) 2L (8) + (cos) 5L (8) + EL )

oc of of oc af of

o LY 2) = a—x(CH@—y(C); a—y(w,y,Z) = 5-(C) + 5-(C);

0 0 0
S@02) = 5HO) + SO

of of 1of
37D )+8y( )+~ 52 (D).

16. (a) ' =—z/y; ' =—("+y")/y* = -16/y".
_cosz — (1+tgy)

d'(z) = (cosx)

z(l+tg’y)
= — senz —2(1+tg°y) (v +a ()"t y) (y se sustituye ' por su valor)
N z (1 + tg%y) .
(c) y = 213 + a:yg.
y - y - ny )
g Azyy +62° + 4" — (y)* (1—a%) _ (1+22%)y" + (62° — 20y’ — 4a®
vy = y(1—22) - (1 — 22)2y3 .
—1
(d) ¢ = gx +(y)f C())S Y ; y” tiene una expresion complicada.
— (z +y) zcoszy
(e) ¥ = " ]
2vy + 3z’
—y' (4y +6) — 48z — 2z (y)?
Y = y (4y + 2) n ; () (y se sustituye y’ por su valor).
Ty + 3w
(f) Similar al apartado (a).
(@) o = e’ cosy ) = (e* — e3%) cosy
1+evseny’ (1+ e*seny)®

(h) v =—tgy; ¢ =tgy(1+1tg’y).
La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcion y = f(x) del apartado
(a) en el punto (3,v/7) es g(x) = \_/—?%(x —3)+ VT

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion y = f(x) del apartado
(c) en el punto (1/v/2,1/v/2) es g(z) = 3(x — \%) + %
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17.

242 -3y — 2% 3z —2y2* C 24x — 2,22+ (v 4+ 9 2)

(a) z 2@ +y?)z 7 K (22 4+ 2y?)z’ Faw = (x4 y?)z ’
=22 — z,(dyz + (x + y*)z,) =3 — 222, — dyzz, — 2(x + y*) 222y
s = M Ty —
. (z+y?)z ’ ! 2(z +y?)z

(en las tres derivadas segundas hay que sustituir las derivadas primeras).

(b) 2. = —x/2; 2y = —y/2
a2 2 —y? - 22 — 7y
) Ryy = )

Zrx ) 3 Zry = Zyx = 3 .

23 23
(c) 22 = —tg(y +2); 2z,=—1;

Zaw = 88y +2) (1+1t8°(y+2)); 2y = 2y = 240 = 0.

2 VDD

18. ¢ =
3
19. No se contradice el teorema de Rolle, pues la funciéon no es derivable en el punto
—3/2 € (—1,—2). Por tanto, no puede aplicarse dicho teorema.
20. (a) 2 soluciones como maximo. (b) 2 soluciones como méximo.
: : 4 4
21. Hay dos soluciones posibles: ¢; =4/1 — < y co = —/1 — —.
s T
22. Se prueba considerando la funcion f(t) = sent en el intervalo [y, x].
1 1 —
23. lim G = 3 lim w; lim BT _ 1;
a—=1xr—1 Ilnx 2 z——00 T + senx =0
el/® ) Tr =2
, - ; T _ 1. ‘ Jx. . - e 2.
Mg g =T Mmet=1 Blimec™s il - Dt 5=
T 1 z—1 1 T senx
fm —— —o0:  Im(1—-=) =1 lim(14+— —1.
z—oox +Inzx z—1 T z—0 2
1 t
24, lfm W _ g i moer)
(z,y)—(0,0) TY (@y)—0,1) z(y —1)
25. La funcion f es continua en R — {—2}. En el punto z = —2 la discontinuidad es de
salto.
26. a(z) es continua y derivable en R; b(x) es continua en R — {0} (con discontinuidad

esencial en el punto x = 0) y derivable en R — {0, 1}; ¢(z) es continua y derivable en
R; d(x) es continua y derivable en R. Las funciones derivadas que pide el ejercicio
son las siguientes:

2x six <0,
d(z)=2z|,Vz eR; V(x)=¢ —1/2* si0<z<]l,
302 —2 six > 1;

{ 3z%sent —zcost six#0,
x T

/ —
@) =19 g si z = 0:

1 1 1
d'(x) = (635 - —) sen — — 4cos —, si z # 0, pero Ac”(0);
T

s s
2 -1/a% g 4 6
d(z) = { 836 :i i 7 8 d'(z) = <—6 - —4) e V" vz > 0.
= U x x

25



27 Dom f = {a e B : —1 <ala| ~3 <1} = [/3.,/1]

La funcién es derivable en (—\/g , \/§>, y su expresion es

( —2z 1
= si—\/;<x<0,
\/J1— (22 + 12
f/(fﬂ): (2 2) 3
* si0§$<\/;.
1—(w2—l)2

2

\

28. La funcion f es continua en R —{—1}. En el punto —1 la discontinuidad es esencial.
La funcion f es derivable en R — {1, —1}, y su expresion es

( 2
_C  siz<-—l,
(:U+21)2
f/(gj): m si —l<ax<l,
2 :
— sil<ux.
( (z+1)

La funcion f’ es continua y derivable en R — {1, —1}. f’ tiene una discontinuidad
esencial en el punto —1 y de salto en el punto 1. Las discontinuidades de f” coinciden
con las de f’.

29. La funcion f es continua en R, y derivable en R — {1, —1}, su expresion es

( 4x .
m siz < —1,
, —4x .
f(x): m Sl—1<$<1,
4o 1
k (x2+1)2 S1 <.

La funciéon f’ es continua en R — {1, —1}. f’ tiene en los puntos 1 y —1 discon-
tinuidades de salto.

30. La funcion f es continua en [—1,1)U(1, 3]. Para que sea continua en [—1, 3] se tendra
que definir f(1) =4/9, que es el limite de la funciéon en el punto 1.

31. La funcién f es continua en R — {0}. Para que sea continua en R se tendra que
definir f(0) = 0, que es el limite de la funcion en el punto 0.

32. l(z) =14z+ ; + $4ZS:CHC (sen’c + 6sen’c + 5sen’c — 5senc — 3), con 0 < c <z 6
r<c<0.
33. ( Zk;' T:_:?‘,con0<c<xéx<c<0.
(b) h(z) = i (_1)k+1lix — + (_(171)713;)_027?1’ conl<ec<zor<c<l.
k=1
(c) k(z) = zn:(—l)k(m — 1)+ %(m —1)" conl<ec<zdor<c<l.
k=0
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34.

35.

36.
37.
38.
42.

43.

La funcién a tiene un minimo tanto local como global en 0 y un maximo global en
—1/2.

La funcién b no tiene extremos locales, tiene un minimo global en —1 y un maximo
global en 1.

La funcién c en R tiene un minimo tanto local como global en —1 —+/2 y un maximo
tanto local como global en —1++/2; la funcion ¢ en [~2,1/2] no tiene minimo local,
tiene un minimo global en —2, y un maximo tanto local como global en —1 + /2.

La funcion d en [0,1) U (1, 5] no tiene extremos ni locales ni globales; la funcion d
en [2,4] no tiene extremos locales, tiene un méximo global en 2 y un minimo global
en 4.

La funcion e en R no tiene extremos globales, tiene un minimo local en 1 y un
méximo local en —1; la funcion e en [—3/2,3] tiene un méaximo global en 3, y un
minimo tanto local como global en 1.

La funciéon f en R no tiene minimos, y presenta un maximo tanto global como local
en 0; la funcion f en [—1, 2] presenta un maximo tanto global como local en 0, tiene
un minimo global en 2 y no tiene minimos locales.

La funcion g en R tiene dos minimos tanto locales como globales, en 1 y en —1, y un
méximo tanto local como global en 0; la funciéon g en [—2, 0o| presenta los mismos
extremos que en R; ¢ la funcion en (—1,2] presenta un méaximo tanto local como
global en 0, un minimo local en 1, y dos minimos globales, en 1 y en —1.

La funcion h en R — {—1} tiene un minimo tanto local como global en 1 y no tiene
méximos; la funcion h en [1,4] no tiene extremos locales, tiene un minimo global en
1, y un méximo global en 4.

La funcién 7 no tiene extremos locales, presenta un méaximo global en 2, y un minimo
global en —2.

La funcién j no tiene extremos locales, no tiene maximo global, y presenta un
minimo global en 0.

La funciéon k£ no tiene maximos, presenta un minimo global en 0, y un minimo local

en 1.

(a) La funcion estard acotada por su valor maximo y su valor minimo, si los tiene
(pero si no los tiene también podria ser acotada). Este apartado se respondera con
los resultados del siguiente. (b) Maximo global en v/2, minimo global en -v/2.

a=-1/2,b=3/2,c=d=0.
Solo se puede asegurar la afirmacion (b).
Solo se puede asegurar la afirmacion (c).

La capacidad maxima es de 0,5 m?. El método empleado consiste en tener en cuenta
las formulas del area y del volumen, y expresar esta ultima como funcion de una
sola variable para posteriormente obtener su maximo global.

(a) La empresa debe producir semanalmente 2000 kg para obtener beneficios méaxi-
mos (que seran de 1775255,13 euros).

(b) La empresa sufrira perdidas mayores en el caso de producir 30,33 kg, que supon-
dria unas pérdidas de 42893,22 euros.
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44.

45.
50.

ol.

52.

93.

54.

Las dimensiones en funcion del perimetro P son las siguientes: la base y el largo del
rectangulo son respectivamente 4P/(8 + 3w) y (4 4+ m)P/(16 + 67).

Hay un unico cero, que se encuentra en el intervalo (2, 3).

La funcion a tiene tres ceros, uno en (—2,—1), otro en (0,1) y otro en (1,2).

La funcion b solo tiene un cero y se encuentra en (0, 7/2).

La funcion c tiene dos ceros y se encuentran en los intervalos (0,1) y (3,4).

La funcién d tiene un cero en x = 0, otro en el intervalo (0, 7/2) y otro en (m, 37/2).

La ecuacion solo tiene una solucién que se encuentra en el intervalo (—1,0). La
solucion es x ~ —0,839286755.

(a) La ecuacion tiene una tnica solucion. (b) La solucion se encuentra en el intervalo
(—2,—1). La aproximacion a la solucion se obtiene tomando en primer lugar (por
biseccion) x; = —1,5, y las siguientes por el método de Newton-Raphson zo =
—1,52173, x5 = —1,5213798, x4, = —1,5213797068045.

(a) x = 0,34729635534. (b) x = 0,739085133.

(c) x1 = 0,15859433956, x5 = 3,14619322062.

(d) 21 = 0, x9 = 1,1655611852, x3 = 4,6042167772 (x3 no se pide pero es
interesante; se encuentra en el intervalo (7, 27)).

Para las ocho primeras funciones, el estudio de la concavidad y convexidad se hara
en el dominio mas amplio posible.

La funcion a es convexa en (—o0,1/3)U (1, 00), concava en (1/3,1), y sus puntos de
inflexion son 1/3 y 1.

La funcion b es convexa en (0, 00), concava en (—oo, 0), y su tnico punto de inflexion
es 0.

La funcién ¢ es convexa en los intervalos (—2 — /3, —2++/3) y (1, 00) y concava en
(=00, —2—1+/3) y (=24 /3, 1); por tanto sus puntos de inflexion son tres: —2 — /3,
—2++3y L.

La funcion d es convexa en (—1,0)U(1, 00), concava en (—oo, —1)U(0, 1), y su tinico
punto de inflexion es 0.

La funcion e es convexa en (0, 00), concava en (—oo, 0), y su unico punto de inflexion
es 0.

La funcion f es convexa en (—oo, —1/v/3) U (1/4/3,00), concava en (—1/v/3,1//3),
y sus puntos de inflexion son —1/\/§ y 1/\/§

La funcién g es convexa en los intervalos (—1,—1/v/3) y (1/v/3,1), y concava en
(=00, —1), (=1/v/3,1/v/3) y (1, 00), y sus puntos de inflexion son —1, —1/+/3, 1/+/3
y 1.

La funcion h es convexa en (—oo, —1)U(—1, 1), concava en (1, 00), y su inico punto
de inflexion es 1.

La funcién i es convexa en (0,2), concava en (—2,0), y su anico punto de inflexion
es 0.

La funcion j es convexa en (0, 00), concava en (—oo,0), y no tiene puntos de inflexion.

La funcion k es convexa en (—3,0) U (0,1) U (1,2), en ningiin intervalo es concava
y, por tanto, no tiene puntos de inflexion.
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CAPITULO 5

Para ahorrar espacio, en los ejercicios de este capitulo en los que se pida obtener la
integral indefinida de una funcion daremos como solucion sélo una de sus primitivas (la
integral indefinida se obtendria sumando una constante real a esa primitiva).

En muchos ejercicios llamaremos a sus distintos apartados (a), (b), (f), etc. cuando se
refieran, respectivamente, a las funciones a, b, f, etc. de dicho ejercicio.

Seccién 5.1.3

1. 744 euros.
2. 87,5 m.
3. Es posible ya que en 5 minutos podrian llenarse 14000 litros.
4. (a) In*z. (b) —e”(x + 1)(z — 3) = (3 + 2z — ?).

(c) ; 3x3 — 8. (d) % [3111(952 +4) —4ln|x + 3| —barctg g]
1

, 0 también — In

5

sen % + 3 cos

3senx —cosz + 1
senz + 3cosx — 3|

1 z
() cIn|— :
5 oS 5 —3S€H§

1 |1
(f) o 3[ In(37%* + )—3_m—ln3_’”+2arctg3_z}.

Seccion 5.2.3

LY !f(w>|dx=—fflf(w>dx+f02f( — [y f@)de + [ f(z) dr.
2. fo )] dz. O bien, mediante fo f dy dx.

Seccidn 5.3 (pag. 248)

2 1209
1. —(4v13 —1). b) ——.
(@) SAVTE 1), (b) o
61
2. 15 = 1,24 grados centigrados a las 13 — 1/37 horas (6:55:02).
3. Dom f =Ry f tiene un maximo local en x = —1 y un minimo local en z = 1.

4. No existe el limite: la funcion tiende a —oo cuando z — 17, y tiende a co cuando
x— 17,

Seccion 5.4.5

1. (a) —1 (observe que el dominio de integracion es una region de tipo 2).

(b) 0 (conviene realizar un cambio semejante al de coordenadas polares).
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2.

1
(a) G (b) % (conviene realizar un cambio a coordenadas cilindricas).

(c) 1—5(316 — 67v/2) (conviene realizar un cambio a coordenadas esféricas).

Seccién 5.5 (pag. 263)

1. (a) La demostracion se basa en que: (i) lim Inz = oo; (ii) lim “il:p =o00sip <1,
- T—00 x—00 p
y (iii) xh_)nolo " =0sip> 1. En este tltimo caso [ - dz =

(b) Aphcando el apartado (a) se obtiene que las tres mtegrales son convergentes y

10
sus valores son —— 5\/5, o107 Y 2

La igualdad no es cierta, pues el integrando es una funciéon no acotada en el intervalo
[0, 3] y sus integrales en los intervalos [0,2) y (2, 3] son divergentes hacia —oo y o0,
respectivamente.

Seccién 5.6.3

1.

En la primera integral con el método de los trapecios es necesario tomar, como
minimo, 164 intervalos; y con el método de Simpson, como minimo, 9 intervalos
(que equivale, al considerar los puntos medios, a tomar 18 intervalos o mas). En la
segunda integral con el método de los trapecios es necesario tomar, como minimo,
184 intervalos; y con el método de Simpson, como minimo, 11 intervalos (que equivale
a tomar 22 o mas intervalos).

12
1235 ~ 411,67 m?.
3
Aplicando los métodos de los trapecios y de Simpson se obtiene, respectivamente,
5323 152916620159
~ —— ~ 3131176471 ~ ————— ~ 3141592502.
1700 = SBLITOATL y e e ras0p = o HA159250

Nota: recuerde que 7 ~ 3,141592654.

Seccion 5.7.4

1.

La medida de dicho volumen es 7.

(5v5 — )7
e

El agua ejerce una fuerza de 98 newton sobre cada una de las dos paredes mayores
y una fuerza de 58,8 newtons sobre cada una de las dos paredes menores.

(eve—1)
3
aproximadamente un 60 % de los casos.

La medida del area es

La probabilidad pedida es ~ 0,6, es decir, el riesgo queda cubierto en

30



Seccion 5.8

1. (a) w (0) 2+ 1% (9 % arc tg % (@) VT
- n(z? z?/3
() In|lnz|.  (f) 2(33—_32)2 () w (h) - (2001 + 33).
CLADNIEE . = DVe=l o er— o () % (1) — cose®.
sen’ z —1In®*cosx 3 5 ) 2 3/
(m) 5 (n) — (0) In[32° — 227|. (0) g(lnm) 2,
2. (a) (z —1)e”. (b) senx — x cosx. (¢) —(32* — Tz + 6)e”
@ (3—2x2)cosix+2xsen2x‘ (&) 2(lnz — 1), (0 9:4(41111;3—1).
22y/2(3Inx — 2) 22(2In® —2Inx + 1) In®z

(@) = ) ; SNG

1 241 z — 3z ) 9
(j) zarctgz — M () e (sen x Cosx)‘ 0 e’ (3sen2x — 2 cos :v)
2 2 13
8 20 +1 V2 |z+vV2-1
3. (a) In(z® + .+ 1) — —=arct ) b) — In .
(a) In( - B L ) | VI

(c) In

r+1 1. 224 2+1 2 V3 20 + 1
(d) =In - - = -
6 (x —1)? 3(z—1) 9

x—1

1 1 2
(e) —arctgz + \/ﬁarctgi (f) gln|x+2| - Eln(x2 +1)+ garctgx.

7
5 5 1 1,

(g) —§1n|m—1|—|—11n(x —|—1)—§arctgm. (h) 21n |x| —§1n(x +1).

.3 (z —2)2

(i) R (ln 211 +arctg:v).

1
§) 4—0(101n|x| —5Injr +2|+3mnjr —2| —4In(z* + 1) — 16 arctg z).

1

(k) 3

(n)x—2arctgm. () In(z? +z+1) = 2In |z + 1].

In|z® —1]. (1) x — arctgz. (m) 2In|z — 3| —In|z — 2|.

2lnjz — 1| —In(z®*+2+1) 1 _ (z—1)? 1. |jz+1 x
= -ln—— 21 - .
(0) 3 sy Wil oD o
2 2r — 1 2
In|z| —2In |z — 1|. r) — arctg ———. s) x + — 4+ 2arctg x.
(a) In |z| | | ()\/g 875 (8) &+~ g
© 9z — 10 ﬁact\/§ W 3p°+br+2 3
I xI. u ———————— — — ar xI.
3032 15) | 10v5 O 8(z2+1)2 g8
2 |tgz+v2-1 tg 2 +1
4. (a) m‘tgf‘. (b) £1 fg5+v2-1) (c) m‘ 527 ),
2 1+vV2—tg2 tgy —1

1
Nota: In 4/ Stsenz y In ‘tg (f + E)‘ son otras dos soluciones de (c).
1 —senzx 2 4
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1 tgx
d) tgx — —. e) V2arctg == — 1.
(@ ter— (o) Vet

. 1 21 +1 2
(f)gx+gln|2+tga:\—1—01n(1+tg2:c), o tambien 22t nlsene + Zeosz|

5

(g) 2(2111 |tgx — 2| — In(1 + tg® z) + ).

5 5 -5
(h) TIH\tgq: — 1]+ Zln(l +tg® ) — g, o también Tln(l —sen2zr) — z

2
2
(i) COS2 - In|cosz|. (j) arctg(senx). (k) cosx — 2arctg(cos z).
3 1 1 1 1
(1) COZ T cosa. (m) 7 608 2r — 1—66088:5. (n) 5 SenT — 1—Osen5x.
() Ssen3s+ —sen7r.  (0) L+ - sen?
i) wsen3z + - sen7a. 0) 5 + ysen2a.
122 — 3 4 4sen® 2
(p) @[12x+3sen2x—3sen4x—sen6x], o también —— sen19m2+ en =r
@z—2mle—1. (1) arctg et (5) e + 267 + 2arctge”
r—2In|e” — 1. r) — arc s) e e arctge”.
q 3 g V3 g
arc tg 2 1 e’ —1
t =1 .
) s (“)2new+1‘

/95 _ 12
. (g) arcsen%. (h) 5lnw+\/25—w2.

]

2 2 322 +8
(i) Va2 —4— %arccos - () x15+ (22 — 4)%2,

V2 +4 r4+2+Va?+4 oxva?+4 x+Va2+4
(1) ——— +2In , o tambiétn —/—— +2In ———F——.
2 x—2—Va2+4 2 2

(m) %(azx/ﬁ—ln‘x—i—\/ﬂi—l‘). (n) %(x@—kﬁ)arcsen%).

1
. (a) §ln‘lnx2‘. (b) 21n|senz| — In|cos z|.

(c) \/Ti [arc tg(1 4+ V2z) — arctg(l — \/51_)} N \/?5 e ir 41

22 —2r+1
@ Z a9+ 24— (¢) S (3sen3 32)
— — 4z n|z ot ——(3sen 3z — cos 3x).
2 T+ 2 “ 10
1
() Eln(oc2 + 1)+ arctg . (g) —In|coszx|.

T 2 2z + 3
h) = +In|z| — 2In(2? + 32 +4) — —=arctg ———
(1) 5 +Infa] = 21 ) - —= mets =

1
(j)4—0[101n|tgx|+31n|tgx—2|—51n|tg:c+2|—41n(1+tg2g;)—16x}.
(k) zarcsenx + /1 — 22.

1 ? 2 2.3
1) — (1113”” L2 2In(3* + 3" +4) — ——arctg ﬂ)

5
(i) 5 arcsen 2x.

In3 2 VT VT
(m)%ln(2x+\/4a:2+1). (n) ——”255;"52. (n)%z_l)
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10.

11.

12.
13.

In | cos® z — 1 —(1 — 2232 T

O=—F— =5 @5
31,2 , 61‘2
()DOHIG—RY@() m (b)DOHIb—Ryb() 1+sen2x3
COS T

(¢) Domec=Ry d(z) =

1+ sen?(senz)
dt

COSs

d D d:R dl — a l4sen?t
(d) Dom y d(z) 14 sen?x
r dt
D =Ryeé(x)= _—
(e) Dome y () /8 1+ 12 +sen?t
—1
D =R
dt

b
D —Rydz)=[ ——— .
(g) Domg y g'(z) / ERTE——

(h) Domh =R y h'(z) = 2ze™"". (i) Domi =R e i'(z) = 32° cos 2° — 2 cos 2.
(j) Sia >0, Domj = R*; si a < 0, Domj = R™; y si @ = 0 la integral no estd
definida (ni siquiera como integral impropia). En cualquier caso,

. 1 v dt ,
j'(x) = ) —{—/a D) para todo x € Dom j.
—In(z? + 1)

1+<fjln(t2+1)dt>2.

(1) Dom! =R y I'(x) = (cos x) / eV dy. (m) Domm =R y m/(z) = 0.
0

(k) Domk =Ry k'(z) =

dt
t2 —sent’

5
(n) Domn =Ry n'(z) = /
2
(i) Dom7i = (s,00), donde s es la solucién de s*> = sen s que pertenece a (0,1), y
Tooodt x
~/ -
wiz) = /2 t2 —sent + 72 —senz’

(0) Domo =R* U {0} y o/(z) = 22 sen 2* — \/z sen .

arctgx

(a) Dom f = (—o0, 1). (b) Dom f’ = (—o0,1) y f'(x) = 1

Minimo global en (0,0) méaximo global en (1, fol e’ dt).

F'(z) = f(z) y G'(x) = g(x) para todo € R—{1}. En el punto = = 1 se tiene que
F(z) no es derivable; sin embargo, G'(1) =0 # 1 = g(1).

)
(a) f(x) es estrictamente creciente en RT.
(b) Aplicando la regla de la cadena se obtiene que G es primitiva de g.
(

¢) Aplique la Regla de Barrow a la funcion g(z) en el intervalo [1, b].
(a) f(t) =senty a=m/3. (b) f(t) =6ty a=1/32.

f(t) =2t +2y a = —1=++/5. Sin embargo, si f no fuese continua no podriamos
aplicar el teorema 5.23.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

()1/3. (D)2 (L ()12 (e)6-3/VZ  (f)4/15.
(g) 10/3.  (h) 4752/35.

(2) 0.  (b) 882_47T3+1n2

WL 0 p ©s @ @18 @, (. W0
Onl 0% wio0l I @l @
Wy O g @ @ @ e 1) gy

(g) 2r.  (h) —2m. (i)—15”(0082_6081). G)0. (k) 32r.  (1)0
m) 0. (). () 21— cosd).

/f(x)dx—ll \/% ;_ ctgzx\/glparatodoxeﬂ%—{l}.

La integral de f en el intervalo [0, 1] no existe (diverge a —o0). Sin embargo, en el

1
intervalo [2,00) si existe, y su valor es 6 In7 + V37 — 2v/3arc tg(5/\/§)].

a) — (b) oo. (c) 7r/2 en el caso (0,00), 7 en el caso (—o0, 00). (d) oc.

el) Integrando en (1,00): =% sir < —1, 0o sir > —1.

e2) Integrando en (0,1): —cosi 7 < =1, 5 si 7> —1.

(
(
(
(e3) Integrando en (0,00): —oo si r < —1, diverge si 7 = —1, co si r > —1.
(
(
(

f) 2. (g) —o0. (h) =155 en el caso (0,00), 0o en el caso (—oo, 00).

) fr=l2m2 ) ol (k) —oo. () —oo. (m)w ()2 (i) —oc.

0) 0. (p) 1 — 3. (q) —o0. (r) %g. (s) Diverge. (t) m/2.

(u) 5. (v) Oscila.

Porque la integral es impropia (la funcion del integrando no esta definida en z = 1).
Ademas, la integral es divergente.

w=1.

Para el intervalo [—1, 1] y el ejercicio 1: son propias las integrales de a(x), b(z), ¢(x),
f(x), g(x), j(z), k(x), l(x), m(z) y n(z); es impropia la de n(x); no tienen sentido
las de d(z), e(x), h(z), i(x) y o(z).

Para el intervalo [0, 2] y el ejercicio 1: son propias las integrales de a(x), b(x), ¢(x),
g(x), k(x), [(z) y m(x); son impropias las de e(z), f(x), h(x), j(z) y 7(z); no tienen
sentido las de d(x), i(x), n(x) y o(x).

Para el intervalo [7/4,7/2] y el ejercicio 1: son propias las integrales de a(z), b(

c(x), f(x), g(z), h(x), k(x), l(x), m(x) y n(x); son impropias las de e(z), j(z)
n(x); no tienen sentido las de d(z), i(z) y o(x).

)7

(a) 4. (b) oo. (c) 4m. (d) oo. (e) 2.

34



27.

30.

31.

32.

33.

34.
35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

46.

48.

49.

0.

1 > 3 3 1 10 1 0 7 8758

La aproximacién de la integral es 2,041957. La cota del error es 0,00646117.
Zona gris claro: ['(f — g)(z) dx + fab(g — )(z)dz + fbﬁ(f —g)(z) d.
Zona gris oscuro: [ (g—h)(z) dz+ [ (f—h)(z) dm—l—fj(h—g)(x) dx—i—ff(h—f)(x) dx.

[°(f = g)(@)da = [° (2% + 22) da

() d—ec+el.  (b) g (@8 (d) ? (e) @ (0 15
(g) ; (% — 1). (h) % (i) g + lng + arctg% —arctg 2. (j) .
2mr.

62—e+e*1—e

(a) In(e* + 1) — 2. (c)

g(gz\/@— 1).

473

Area: 47r2. Volumen:

Area: mr/r2 + h2 = 7rg, donde g es la longitud de la generatriz del cono.

Volumen: mrh

?.

S(UTVIT - 5V5)

3; + 47T(1n2 2 —1n2).

(a) - ; S (b) . (c) —In(cos1).

@D B @5 @G @ gh
167
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CAPITULO 6

Seccion 6.1
1. (a) No. (b) No.

3. No es un espacio vectorial por varios motivos: Por ejemplo, porque la suma de dos
polinomios de grado n puede ser un polinomio de grado menor que n.

Seccion 6.2.4

1. La uni6on de dos subespacios no tiene que ser un subespacio. Por ejemplo, la union
de dos rectas vectoriales de R (n =2,3,...0 R3) no son subespacios.

2. (a) Ay y Aj son sistemas de generadores de Ps[z], pero As no lo es.

(b) By y B3 son sistemas de generadores de R?, pero By no lo es.

Seccion 6.3

1. (a) V. (b) F. (c) F.
(d) V (pero la pregunta no tiene mucho sentido; mejor eliminarla). (e) V.
(f) F: hay un caso en el que es linealmente dependiente, cuando el vector es el
elemento neutro (o vector cero).

2. (a) Linealmente dependientes. (b) Linealmente independientes.

Seccién 6.4.6
1. Base de Wi: {(=1,3,-2),(1,2,2)}. Base de R?®: {(—1,3,-2),(1,2,2),(L,0,0)}.

2. Base de Wy: B = {1,senz,cosz}. Coordenadas de sen® £ respecto de B: (%, 0, —%);

2z 1

coordenadas de cos® £ respecto de B: (1,0, 3).

Secciéon 6.5
1. ran A = 2. Base de Cy: {(—3,-1,1,3),(0,1,2,3)}.

2. Son los valores de a,b € R tales que 24 + 24a + 45b — 3ab # 0: para cualquier b € R
15b + 8

b—8

debe elegirse a # (para b = 8 se puede elegir cualquier valor de a).

Secciéon 6.8.3

1. A es diagonalizable y B no lo es.

2. C' tiene por valores propios a 147y 1—1, que son distintos: luego C es diagonalizable.
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Seccion 6.9

3. Solo son subespacios: Wy, Wy, Wg, W7 (solo en el caso a = 0), Wig, Wi, Wia, Wiy
(solo en el caso a = 0), Wig, Wig, Wig, Wag y Way.

4. Las dos afirmaciones son correctas.
(a) m =
(9,2,7) y (0,0,0)
9. (a) No. (b) Si. (c) Si. (d) No. (e) No. (f) Si. (g) No.
(h) S

h) Si. (i) No. (j) Si. (k) No.
r =0+ 2a, z=0-q,
10. (a) y=0—"Taq, y y=0+aq, para todo a € R.
z=0+4q, z =0+ 3a,
=04+ a+ 28, r=0+a—20,
(b) y=0+a+3p5, y y=0-—aq, para todo a, 5 € R.
z2=0—a+ 50, z =0+ 30,

11. (a) No: (2,1,3) = (1,1,2) + (1,0,1).  (b) St.  (c) Si.

(d) No: (7,-1,5,8) = 3(2,—1,0,3) + (1,2,5,—1).  (e) No.

(f) No: 5+ 4z — 22 = 3(1 + 2z — %) — (=2 + 2z — 22?).

(g) No: 5+ 3z — 222 = 3(1 — z) + 2(1 + 3z — 2?). (h) Si. (i) Si. (j) Si.
(

k) No: la matriz cero es la combinacion lineal nula de las otras dos matrices.
13. Son linealmente independientes.

14. (a) No forman base. (b) Si forman base. (c) Si. (d) No. (e) No.
f) N (g) No. (h) Si. (i) No. (j) Si. (k) No.
a) Las coordenadas son (1,—1,2). (b) v = (11,31, 7).

16. ). (b) v(z) =2 — 8z + 1022,

—-2).

18. (a) No son linealmente independientes. Si lo fueran, generarfan un subespacio de
dimensién 8; lo que es imposible, ya que las matrices de orden 3 X 2 son un espacio
vectorial de dimension 6.

\II@

17. (b) Las coordenadas son

(
(
15. (
(
(

) (
a) Las coordenadas son (—2,1,
) (4,

(b) Podrian generar o no dicho espacio vectorial: depende de las 8 matrices que
se tomen. Es posible que lo generen puesto que los sistemas de generadores de un
espacio vectorial de dimension 6 tienen al menos 6 vectores.

19. (a) Una base es, por ejemplo, {(1,1,0),(1,1,1)}: su dimension es 2.
(b) Una base es {(1,—1,—1),(2,3,0)}: su dimension es 2.
(c) Base: {(2,—1,4)} (dimension 1). (d) Base: {(1,1,1)} (dimensioén 1).
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20.

22.

26.

27.

28.
29.

30.

31.

33.

34.

37.

(a) {(~2,1,0,0,0), (—4,0,~1,1,0), (3,0,1,0,1)} (dimension 3).

(b) Base: {(1,2,0),(—3,0,2)} (dimension 2).

(c) Base: {(1,1,—4,0),(0,—1,0,1)} (dim 2). (d) Base: {(0,—3,1)} (dim 1).

(e) Base: {(3,4,—7)} (dim 1). (f) Base: {(—1,1,0,0,0),(1,0,1,0,—1)} (dim 2).

Las dimensiones son 2, 0 y 1, respectivamente.

1,-2,0,0,3),(0,1,3,2,0),(0,0,1,1,0)}.
1,-3,2,2,1),(0,3,6,0,—2),(0,0,—3,0,1)}. () {(1,0,1,1),(0,1,1,3)}.

a

)
b)

a

b

C

1,2,0,2),(0,—1,5,10), (0,0,0,1)} (rango 3).

(
(
(1,
(1,0,0,1,1),(0,1,0,1,2),(0,0,1,1,2)} (rango 3).

{
{
) {
) {
) {(2,3,1,-3), (0, —4,2,1)} (rango 2).

a) Es base de R? para todo a # —1.

a) La dimension es: 4sia# —4dya#1;3sia=—-46a=1.

b) La dimension es: 3sia# 1;2sia=1yb#1;1sia=b=1.

¢) La dimension es: 3 si a # 4; 2 si a = 4.

d) La dimension es: 3sia # 0y b#2;2sia#0yb=2;1sia=0.

Debesera # 1,a # 2y b # 0. (b) Wy = R%, por el teorema 6.24: (i) < (vii).
Si a # 1 la base de W5 es {1,0,1,0),(0,1,0,1),(0,0,a — 1,0)}.

Si a =1 la base de W5 es {1,0,1,0),(0,1,0,1)}.

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(a)
(c)
(a) No, porque dimCy =ran A < 3.

(b) Si A € Myxp, dim Fy = dim Cy =ran A < min(m,n) < max(m,n).

Son lineales las aplicaciones de los apartados (a), (b), (c), (d), (g), (h), (i), () v (k).
No lo son las de los apartados (e), (f) y (1).

(a) T(z,y) = (32, 225 para todo (z,y) € R,
(b) T(z,y,2) = (z,y) para todo (z,y,z) € R®.

(¢) T(az® + bx + ¢) = az® + bx® + cx para todo ax? + bx + ¢ € Pylx].

Apartados del ejercicio 34:

(a) KerT'={(0,0)} (que no tiene base). ImT = R?.
(b) KerT = ((0,0,1)). Im T = R2.

(c) KerT'= {0} (el polinomio cero). ImT = (2?3, 2, ).
Apartados del ejercicio 33:

(a) Ker T son todas las funciones constantes definidas en [a, b]; una de sus bases la
forma la funcion constantemente igual a 1. Im 7" son todas las funciones continuas
en [a, b]; no conocemos una base de Im 7" (lo que si sabemos es que es de dimension
infinita).

(b) Ker T son todas las funciones integrables en [a, b] cuya integral en este intervalo
es 0; no conocemos una base de KerT. Im7T = R; una de sus bases la forma el
namero 1. Por el teorema de la dimension podemos asegurar que dim(KerT") = oc.
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38.

39.

¢) Ker T = {(0,0)}. InT = R%

d) KerT = {(0,0)}. ImT = R2

g) KerT = {(0,0)}. ImT = ((3,0,1),(0,1,0)).
h) Ker T = {(0,1,0)). ImT = R”.

KerT = ((1,1,-2)). Im T = R2.

Ker T = {0}. Por el teorema de la dimension podemos asegurar que Im 7" = Py[z].

(
(
(
(
(i)
()
(k) KerT = {0}. Im T = Py[z].

Denotaremos por p(A), A y V) al polinomio caracteristico, al conjunto de valores
propios y al subespacio propio asociado al valor propio A, respectivamente, de cada
matriz. La ecuacion caracteristica es, en cada caso, p(A) = 0; y V) se introducira
como el subespacio generado por una de sus bases. Asi, basta dar p(\), A y los V),
—Ilos dos 1ltimos, s6lo cuando sea posible obtenerlos a mano, es decir, sin el uso de
métodos numéricos— para dar respuesta a los dos apartados de este ejercicio.

A: p(/\):)‘Z_6)‘_1a A:{3_\/1_073+\/E}7 ‘/3_@:«2,2—@))}7
Vaivio = (2,24 \/1_0)>

B: p(A) = N+ TA+1, A = {F35 STsey oy 1o = = (2,-1—-V5) y
Vorias = (2, -1+ V5)).

p(A )—V—HA A=A{0,11}, Vo =((3,4))y Viu =((2,-1)).

p(A) =

— A%+ 29X\ — 10 (y compruebe que no tiene raices enteras).

p(\) = —)\3+2>\2+)\ 2, A={-1,1,2}, Voi=((11,-2)),Vi=((1,-10)
y Vz ((1,1,1)).
F: p(A) = =X3=2X\2435\, A ={-7,0,5}, V_,={((1,0,-2)), Vo= ((—19,7,10))
y Vs = <(17270>>'
G: p(A) = =N+ (1+2cosa)\* — (1+2cosa)\+1, A= {1,cosa+i|senal,cosa—
il|senal} (en particular, A = {1} si cosa =1y A = {—1,1} si cosa = —1; en el
primer caso la multiplicidad algebraica de A = 1 es 3, y en el segundo la multiplicidad
algebraica de A = —1 es 2). Caso cosa = 1: V; = ((1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)). Caso
cosa=—1:V_1 =((1,0,0),(0,1,0)) y V1 = ((0,0,1)). Caso cosa # —1 y cosa # 1:
Vi= <(0707 1)>7 Veosatisena = <(1ai70)> Y Veosa—isena = <(17 _i70)>'

H: p(\) = =X+ 2)\? — 2 (y compruebe que no tiene raices enteras).

J: p()\) = (1 — )\)(2 — )\)(4 — )\)(8 — )\), A= {1,2,4,8}, Vi = ((—21,21, -7, 1)),
Vo = <(0737 —3, 1))7 Vy= <(0707 —1, 1>> y Vg = <(O?0707 1))

K: p(/\) = M — 4N\ — TA? 4 34\ — 24, A = {—3, 1,2,4}, V_ g = <(0,0,—1, 1)>,
Vi = <(0707 L, 1)>a Vo= <(_17 1’070» y Vi= <(17 170’0»'

En todos los casos se puede afirmar que las matrices son diagonalizables, como se
explica a continuacion. Las matrices A, B, C, E, F', G (para el caso cosa # £1),
J y K son diagonalizables porque en el ejercicio anterior mostramos que todos sus
valores propios son distintos (su multiplicidad algebraica es 1). Estudiando los ceros
de sus polinomios caracteristicos, es facil probar que los valores propios de D y H
también son distintos (los de D son reales y los de H son uno real y dos complejos
conjugados). La matriz G también es diagonalizable si cosa = +1, puesto que las
multiplicidades algebraica y geométrica de sus valores propios coinciden (este es el
tinico caso del ejercicio 38 en el que aparecen valores propios que no son simples).
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40. A no es diagonalizable: su valor propio A = —1 tiene multiplicidad algebraica 2 y

41.

multiplicidad geométrica 1.

0 1 5 0 01
o=(0)-(05) (o)

3 4 20 -5 4
(i) (1) (7 %)

2 2 3 200 3 —6 -5
D=1 0 -1 0 20 -1 3 2
01 3 0 01 -1 2 2

E no es diagonalizable: su valor propio A = 2 tiene multiplicidad algebraica 2 y
multiplicidad geométrica 1.

01 0 2 00 0 1/2 1/2
F=110 -1 01 0)-11 O 0
10 1 0 00 0 —1/2 1/2
1 1=y 148 0 -3/7 13/7 -1/7
G=|1 5=38i 5+3v3i O —1+\/§7, 0 | 27+11v8i  —117+13v3i  15-4/3i
26 26 42 42 21
3 1 1 —1-v/3i 27—11v3i —117-13v/3i 154431
2 42 42 21
-2 01 300 0 0 1
H=10 10 030 010
1 00 00 2 1 0 2

(a) 5° 13—15-2% —10+12-22\  /—49151959375 39321568750
18 —20-2% —14+16-2%)  \ —65535943750 52428756250 )

378 —378 —4496
(b) | =63 8926 8866
189 8358 8426

CAPITULO 7

En las soluciones de este tema donde aparezca una integral indefinida, se supondra
que se refiere a solo una primitiva (cualquiera) de la funcion del integrando.

Seccion 7.2.4

1.

(a) Si. (b) Si. (c) Si. (d) Si. (e) No. (f) No.

t—k)?
.(a)y:—u VkeR y VteR.

27

2t .. .
a)y=—r el dominio de la solucion depende de k).
() y=g75— VkER(ld de la solucion depende de k)

. (a) Es igual al apartado (b) del ejercicio 18 de la seccion 7.5.

2

)Y =155

VieR y VteR.
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5. (a) No es exacta, sino de Bernoulli.

(b) No es exacta ni de ningtn tipo de los estudiados.

© y:i\/\/Sk—st‘l—t

VEk > 0 (el dominio depende de k).

VOt — 413 + 4k — 3t?
(d) y = i\/ ) 2+ 37 Wk € R (el dominio depende de &),

Seccion 7.3.7
1. (a)y:ae%—i-ﬁe’% Vo, € R y VteR.
(b)y=ea+pt) Vo, €R y VteR.

t t t
2. 3/26623((303£+i sen£> vVt € R.

3 5 3
t
4.y:2+§+ae(3+‘ﬁ)t+ﬂe(3_ﬁ)t Va, € R y Vit e R.
14+t —2e'sent
5.y = i €5 +e*(a+Bt) Va,BER y VteR.

4

Seccion 7.5

1. (a) (yl,yQ) = (klezt + 2]€263t, ]{7162t + k263t) Vkl, kQ eR y vVt € R.

(b) En este sistema se ha corregido una errata: la segunda ecuacion debe ser la

siguiente: y, = —2y; + 5ys + y3. Entonces la solucion del sistema es (y1, yo, y3) =
(—klet + k’262t — k?3€6t, —k:let + 4k3€6t, 2k16t + 2k3262t + 2]{336&) Vk’l, kQ, k’g e R y
vVt € R.

2. y1(t) = 10e™ + 80e’ e yo(t) = —10e* + 160e!  Vt € R.

Seccion 7.6

1. (a)y=ke™® VkeR y VteR, (b)y=k/9+12 VkeR y VteR;

(c) 8Inly| —y* + et =k (en el caso en el que la solucién quede implicita, no se
especificaran los posibles valores de k£ ni el dominio de la solucién cuando éstos no
puedan determinarse facilmente);

kt
d)y=—"——
Wy =T m
(e) y = -1+ /1 —In(2+cos?t) —k (k no puede tomar todos los valores reales,
y el dominio de la solucion dependera de k);

(f) y = tg(k +¢€") Vk € R (el dominio depende de k).

VEeR y ‘v’t#ljr—lk;

t2
2. (a)y=ez? VteER, (b) y =V9+12 VteR,; (c) Inyd —y2+ et = 0;
(d)y=—t VteR,
() y=—-1++/1—In(2+cos?t) +In2 Vte [arccos %7 arc cos <_ %)},

m —OoT s
(f) y = tg (et—l—z—l) vt e (111473, ln%).
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10.

12.

13.

14.

15.

mpoeat

.p(t) = YVt > 0. Como lim p(t) = m, esto quiere decir que la
m — po(1l — e%t) t—00
poblacién tiende a crecer hasta la poblaciéon méaxima m.
k k k
. x(t) = Asen <\/—t—|—arcsen@> = /A2 — a3 sen\/ —t+xzgcosy/—t Vt>0.
m A m m
9,8
S 4,
k 15 0,078
25,59 dias.

La concentracion de azucar no alterado sera del 0,125% 6 horas después, y del
0,0078125 % 12 horas después.

Habia 108 moscas en la hora 0, y habria aproximadamente 1389 a los 10 dias del

expe

rimento.

3001n 3 = 329,584 segundos.

2504/2 ~ 354 Acaros.

(a) y=k+Vk®>+ kt Vk € R (el dominio depende de k);
(b) y =t VEeR y VtER,;

(c) In

t 2(2¢2 — ¢ 2 AVA 2y —t
(t+9)%( y+y?) . famg y—t .

3] 7 VTt

1 k
(d) y = £/ 37 3.0 VEk € R (el dominio depende de k).
T

1+ /143t
(a) y = % Vi> L (b)y =12 VieR;
(t+y)2@2t —ty+y?)  2V7 2y —t 63
c) In + arctg —=— = In —;
(c) 23] 7 & VTt 8
(d)y==x 1+§ Vo € (—00,0) o Vo € (0,00)
O VU T ! o

(a) P=2+ke!"™) VEecR y VteR,;

(b) y= {/e_w”costdtvtk}e““ VEER y VtER,

(c) y

= {/(1+t)e€tdt—l—k}eet VkeR y Vt eR,;

2t

(d)y:t2+l€6_75 VEeR y VteR, (e)y:(%—i—k)et VkeR y VteR,

(f) v

=kt+20vVt VkeR y Vt>0.

(a) P=2—¢1"Y VteR;

t
(b) y = e [26‘“’51 + / e cosudU} vt e R;
1

(c)y

t
= {eez +/ (1+u)e du} VteR;, () y=t" VtER;
2
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16.

17.

18.

19.

21.

22.

23.

24.

25.

1
(e)y25(63t—et) vVt e R; (f) y =t+2tVt vt >0.
E E
(a) I(t) = EO + (1 - EO) e Tt V> 0;
EyRsenwt — EyLw coswt EyLw _R,
(b) 1(1) = 2R (s ) et vezo

(a)y=e" —t—1 VteR

b) y(t) = — gt
(b) v(®) 2T

[k
(a) y = 4/t2 + 7 Vk € R (el dominio depende de k);

(b) y = ++v/2e 1t + ke 2 VkeR (el dominio depende de k);

, con cen (0,t) o (¢,0), y Vt>0.

%4 ..
(c)y== S Vk € R (el dominio depende de k);
1
d) y= —————= Vk € R (el dominio depende de k).
(d) y=- R ( p )
af 1 oL . .
(a) y = £/ 12 — 2 Vt > 1 (este problema de valores iniciales tiene dos soluciones);
2 5%
b)y=+v2e 1 VteR; = -2 Vo > 0;
b)y=vV2e T VteR, (c)y s
1
d)y= —— Vzel(0,2).
W= =y O
1
(a) y = 3 <t2 + Vit — 413 + 4k> Vk € R (el dominio depende de k);
(b)y=1—2++v222+8x+k Vk€R (el dominio depende de k);

k
()y=4/— VEeER y VreR; (d) e'seny + 2y cost = k.
T

1
(a) y = 3 (t2 — Vit — 43 + 4) Vit <to (to es la raiz de la ecuacion t* — 4¢3 +4 =10
situada en el intervalo (1,2));
b)y=1—z—+v222+8x+12 VreR;
4
€ y=—{—5 Vrek, (d) e'seny + 2y cost = 0.
T

(a) y=m+ke** —3t Vk,meR y VieR,; (b)

t
V2
Si denotamos L(y) = y” — 2y'/x + 2y/x?, es inmediato que L(y;) = L(y2) = 0.
Ademas, W (y1,y2)(z) = W(z,2?)(z) = 2? para todo x € R. Sin embargo, los

coeficientes de la ecuacion lineal considerada son las funciones a(z) = =2/ y b(z) =
2/22, que pueden estar definidas en (—o0,0) o (0, 00). Luego el mencionado teorema

() y=x+4+1 VreR; (b) y = V2 arctg vt € R.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

solo es aplicable en estos intervalos (o subintervalos suyos). Por tanto el dato de que
W (z,z%)(0) = 0 no contradice al teorema, que solo exige que W (x,z?)(z) # 0 si

x # 0.

La ecuacion dada puede escribirse asi: " — = xzy "+ I2y = 0. Las soluciones estaran
definidas, por lo general, en uno de los siguientes intervalos: (—oo, —1), (—1,1) y
(1,00). La segunda solucién buscada puede ser, por ejemplo, Yo=—1+3In 1”!

Otro resultado posible es 7, = 1+ 5 In ’ 1+m| = —

La ecuacion dada puede escribirse asi: y” + %y' — :C%y = 0. Las soluciones estaran
definidas, por lo general, en el intervalo (—oo, 0) o en el intervalo (0, oo) La segunda

solucion buscada puede ser, por ejemplo, y2(z) = %. u(z) = 3z + = para todo

3z
x € (—00,0). v(z) = 5x 4 para todo z € (0, 00).

(a) y = e’ + e Va,BeR y VieR;

(b) y = ael’? + et/ Va,B€R y VtER

()y=(a+pt)e ™ Va,BeR y VteR

(d) y=(a+pt)e!® Va,FE€R y VtER

(e) y = (asen\/7§If+ﬁcos*/7§t)e_t/2 Va,B €R y Vt e R;

(f) y = (asen3t+ Beos3t)e’/? Vo, €R y Vt€R.

(a) y=3(e'—e ) VteR; (b)yz%(e%—e%> vVt € R;
(¢)y=(T+5t)e 22 VteR; (d)y=0 VteR;
(e)y:(\/%sen‘?t—cos*@t)e_t/2 vVt e R; (f)y—% 2 cosdt VteR.
(a) y = (t+a)sent + (6 +1n(cost)) cost Va,f € R y Vt e (0,%);

) y=(a+pt—Inlt]))e ™ Va,B€R y Vit e (—00,0) oVt € (0,00);

() y=(a+ Bt +1t*(2Int —3)) e Vo, €R y Vt € (0,00);

(d) y = (a— 5t) cos3t + (B + 3 In(sen3t)) sen3t Vo, €R y Vi€ (0,%).
(a) y= (t — ) sent +In(v2cost)cost V¢t € (0,%);

(b) y= (=242t —Int)e ? Vte (0,00);
(c)y=3(-1+4+*2Int—3))e" Vte (0,00);

(d) y = 2 ((m — 6t) cos 3t + 2In(sen 3t) sen 3t) V¢ € (0,%).

Z/:&nt(a—i—;) C?/S_t <5——) Va,8 € R y Vt € (0,00).

y = e?’t/c(t)e_?’t dt — th/c(t)e_Qt dt vtel.

3 5
(a)y:ﬁcost—ﬁsent+ae4t+ﬁe Va,8 €R y Vt € R;
2 3 ]‘3 4t —t
(b) y = —t +5t— g tac+ 87 Vo, fER y VEER;

1
(c)y= —gteft—l—oéeélt—i-ﬁe*t Va,8 € R y Vt € R;
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3 5 3. 13 t
(d)y_ﬁcost—l—?sent t2+2t—§+ —|—<B—g>e_t Va,8 € R y Vt € R;

6t

(e)y = 20 —((2—10t) cos 2t + (11 —5t) sen 2t) + cvcost+ fsent Vo, 3 € R y Vt € R;

t

(f) y = 25(4sent+3008t) +(a+Bt)e Va,BER y VtER;
21 5t t2
(g)y:3—2—§+4+a6_t+56 % VYa,BER y VtER,;
20 2 5t
b y=a+ e —ge+p+0e™ Yo BERy VEER
2t
(i) y = 324(18t2—18t+7)+ae + Be™ VYa,fER y VtER;

t3
(j)y:e_Qt(a+5t+€) Va, € R y Vt €R,

(k) y = (a+t)cos2t + (B +2t%)sen2t Va,B €R y Vt € R;

2t + 2t + 3
(l)y:%—l—acos%—kﬂsen% Vo, € R y Vt € R;

(m)y:(z+a>cost+<ﬁ+ﬁ)sent Va,BeR vy Vt € R;
4 4 ’ ’
(n) y =e '(4sent —tcost + a+ Bt) Va,B €R y VteR;

(

=

t
Jy=75 —t+a+fe’ Vo, feR y VIER;

t3
(0)y:€7t(€—t2+ﬁt—|—a) Va, € R y Vt € R;
—3t ) L 115,
P)y=—— o5 — (B +5t°) +ae 2 = b4 Be 2 Va,8 € R y Vit € R;
€2t
(q)y=7(a—2t—t2+ﬁet) Va,B€R v Vt e R.
1
(a) y = g5 (19¢¥ = 34e™ + 15cost — 25sent) Vi €R;
3 13 49 47
b t2 t_ _ _ 42578_ _ 27t Vt R,
(b)y=—t"+ot-F+q° 20°¢ €K
1 —t 15+e 4t+4 35_66 7t71
(c) y 5te + o5 ¢ + T vVt e R;
3 5 3 13 301 34 — 5t
(d) y = {7 cost = 7 sen Tl T 00 T € €%
1
(e) y = 50( e'[(2 — 10t) cos 2t + (11 — 5¢) sen 2t] — 52cost + 136sent) Vi € R;
t
f) y = 265(4sent+3cost—|-26 )Vt eR;
21 5t t?  del™t  pet
===+ Vt € R;
®yv=5-35T7t 3 "% €%
2377 2t t2 3 197el5
hy=-—"-—+-—-—=+—+—— VteR,
Wy == "5 BT o €
2t
(i) y = 324(18752—18t+7)—|—6406_t—3236_4t Vt € R;

45



36.

3

t
(G)y= e’2t<t + €> vVt € R;
1
t —1)cos2t + (2152 - 5) sen2t Vt e R,

(1) y == (2> + 2t + 34 (cos2 —sen2) cos 2t + (cos2 — sen2) sen2t) V¢ € R;
2

(m) y = (4_1+2> cost + (%—1—1) sent VteR;

(n) y =e '(4sent —tcost +7) VteR,;
2

t
3

t
(o)y:e’t(g—tz—t—i-l) vVt e R;

)y = 510 <2€_3t(3 +52) — (135 + 3)e !+ (13v5 — 3) e

2\/gt> vVt € R;

€2t

(a) y =52~ 2¢74 — 2t — 12 4 672+ 270 Wt R

El dominio no lo especifica el problema, salvo en el apartado (c¢), por lo que no se
indicard en las respuestas. Matematicamente las soluciones tienen sentido en todo
R en los cinco apartados.

t
(a) La ecuacion es LQ"(t)%—% = 0, y su solucion general es la funcion @), definida
por

+ [ cos Va, 5 € R.

Qn(t) = asen b !

" VIC VIC
Como Qp(t) = Qn(t + 2V LC) para todo t € R, Q(t) es una funcion periddica de
periodo 27V LC.

t
(b) La ecuacion es LQ"(t) + % = Fycoswt, y su solucion general es la funcion
Q). definida por
EyC
coswt + asen —— + [ cos ——

1
1= 0L ¢— ¢— “7 Tre
1

@l = <a+EO\/6t)sen ! + B cos ! W= —
2VL VLC VLC VLC'

para cualesquiera «, 5 € R. En el segundo caso Q.(t) no es una funcion acotada
porque a medida que ¢ crece, el primer sumando de Q(t) va alcanzando valores cada
vez mayores (positivos y negativos).

t
(¢) La ecuacion es LQ"(t) + RQ'(t) + % = 0, y su soluciéon general es la funcion
Qg definida por
PR = I = o> i
Qrnu(t) = ¢ (a+ Btyesr! R*C = 4L,

_R2 _
(acos v R+4L/Ct+5se v R2£L4L/Ct>e?ft R2C < 4L,

para cualesquiera «, € R.
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t
(d) La ecuacion es LQ"(t) + RQ'(t) + %) = Ejcoswt, y su solucion general es la

funcion Qg definida por
EyC

(1) =
Qr.(t) (1 —w?LC)? + (wRC)
donde Qg es la solucion general del apartado (c).

t
(e) La ecuacion es LQ"(t) + @) = E(t), y su solucion general es la funcion Q).

C

5 ((1 —w?LC) cos wt +wRC sen wt) +Qrua(t),

definida por

Q.(t) = (a + \/%/E(t) cos \/Z_C’ dt) sen \/2_0-1—
t

—l—(ﬁ—\/g/E(t)sen\/Z_cdt) cos NiTek

para cualesquiera o, § € R.

42. (yh Yo, yg) = (—19k1 + k265t + ]{3367”7 7]{71 + 2k2€5t, 101{31 — 21{3367”) \V/kl, ]{72, ]{73 eR
y Vt € R (primer sistema).
(Y1, Y2, y3) = (koe " +2kse, —2(ky +ko)e ™ +kye®, 2kie™"+2k3e®)  Vki, ko, ks € R
y Vt € R (segundo sistema).

43. Al cabo de 6 meses, segiin el modelo, habra 11395 individuos de la poblacion E; y
16623 individuos de la poblacion Es. Y a los 10 meses habrd 31662 individuos de la
poblacion Fy y 44210 de la poblacion Fs.

CAPITULO 8

Seccion 8.1.3

1. (a) r1(f#) = (1 +3cosf,—2+ 3send) VO € [0, 2x].
(b) 79(0) = (14 3cosf, —2 4 3senf, 14 + 6 cosf — 12senf) VO € [0, 27].

2. Parametrizamos la frontera en cuatro trozos mediante las siguientes parametriza-
ciones (podrian elegirse otras):

ri(t) = (t,d) Vte[a,b];  ro(t) = (byd+ (c—d)t) Vtel0,1];
r3(t) = (b+ (a —b)t,c) Vt e 0,1]; ry(t) = (a,t) Vt e lc,d].

3. Nota: En el enunciado debe decir que x € [0,3] (en vez de = € [—3, 3]).
La representacion de la curva parametrizada coincide con la de la gréfica de la
funcion f(u) = (u® + 2u + 1)(u? 4+ 2u +2) en el dominio [—~1,v/3 — 1]. Pruebe que f
es estrictamente creciente y convexa en dicho dominio. Luego, basta considerar que
f(=1)=0, f(0) =2y f(v/3—1) = 12 para representar de manera suficientemente
adecuada la curva.
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Seccién 8.2

1. Las dos curvas del ejercicio 1 son regulares para las parametrizaciones 11 y ro.
También es regular la curva del ejercicio 2 para la parametrizacion dada.

5

V2

Recta normal: las cuentas son complicadas.

2. Recta tangente: (z,y,z2) = (3 — ,—10t,4> vVt € R.

5}
Plano osculador: (z,y,2) = <3 — E + (10v/2 — 3)s, —10t,4 — 43) Vt,s € R.

10
3. Velocidad: 7'(t) = <_E sen 2t + 3 cost, 10 cos 2t, 4 cos t) vt € [0, 7).
Rapidez: ||7”(t)]| = /50 4 50 cos? 2t + 25 cos? t — 30v/2cost Vit € [0, 7).

Aceleracion: 7 (t) = (—10y/2cos 2t — 3sent, —20sen 2t, —4sent) V¢ € [0, 7).

Seccion 8.3

1. 2+ 1n3.

Seccion 8.4.3
1. s(6,¢) = (po cosfsen ¢, posendsen d, pocos ) V(0,¢) € [, 2] x [0,7].
2. 5(0,¢) = (a+ pocosBhsen g, b+ pysenfsen ¢, c+ pgcosd) V(0,¢) € [0,27] x [0, 7]

3. r(f) = (2v/3cos0,2v/3sen,2) VO € [0, 27].

Seccion 8.5

5:4).

Recta normal: (z,y,z) = (3,5 + \%t, 4) VteR. Plano tangente: y = 5.

1. S no tiene puntos singulares. Debe probarse que (3,5,4) = s(

3. (a) Los puntos singulares son s(%ﬁ,%) = (1_‘;\/5, 1+§‘/§, 3”2\/5) y s(‘/Ti,%“) =

<1+4\/§ 1-4v2 77r+\/§)
8 7 8 1 4 :

(b) La superficie S no es suave, ya que los dos puntos singulares son imégenes
de puntos del interior del dominio de la parametrizacion s. S es suave a trozos
puesto que el dominio de s puede descomponerse en trozos de manera que los puntos
(#, %T’T) y (‘/Ti, %”) se sittien en la frontera de dichos trozos: por ejemplo, esos trozos

podrian ser [—1,#} x [0, 2], [#,%] x [0,27] y [‘/75, 1] x [0, 27].

Seccion 8.6

1. El area es 2mpo(po — /p2 — p?). Si p — py el area tiende a ser 27wp3.

2. 2m.
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Seccion 8.7.4

2.

3.

Punto seleccionado: (—1,1,0) € S. Plano tangente: = — 2y + z+ 3 = 0.
Recta normal: (z,y,2) = (—=1+¢,1—2t,t) VteR.

-1
3t—1’

Parametrizacion de la trayectoria: r(t) = ( 6_2t> vt e [0, 3).

k(z) = €5 Ve [0,00).

Seccion 8.8

10.

11.

. 7(0) = (cosf, senf, 1 — cosf —senf) VO € |0,27].
. 1r(0) = (acosf, bsenf) VO € [0, 27].

. (a) Es simple. (b) No es simple, ya que s(—t) = s(t) para todo t € R.

Se puede restringir el dominio a [0,00) 0 a (—o0, 0].
(a) Los puntos de corte son 7(3 — 2v/5) = s(—=2 + v/5) = (9 — 2v/5,5 — 2v/5) y
r(3+2v5) = s(—2 —V5) = (94 2V5,5 + 2V/5).

(b) El tnico punto de corte es r(t1) = s(4t; + 3) ~ (0,1938374, —0,8061636), donde
t1 ~ —0,70154065 es el unico cero de la funcion f(t) = sennt — 4t — 2 en R (que se
ha obtenido aplicando el método de Newton-Raphson).

Un vector tangente es b. No existen vectores normales a esa curva.

. Colocamos la circunferencia de radio o € (0,00) con centro en (0,0). Entonces se

parametriza, por ejemplo, por 7(t) = (acost,asent) (¢t € [0,27]). Basta comprobar
r'(t) - r(t) = 0 para todo t € [0, 27].

El tnico punto que cumple lo solicitado es 7(1) = (—1,1,2). Una parametrizacion
de la recta tangente en este punto es: u(t) = (=1 — 2¢,1 + 2t,2 + 4t), para todo
teR.

(a) El tnico punto es 7(0) = (0, 1); (b) El tnico punto es r(1) = (1,2);

(c) El tnico punto es r(—1) = (—1,2).

El tnico punto de corte es 7(0) = s(1) = (1,2,—2), y el angulo que forman las

curvas al cortarse en este punto es de arc cos — =~ 1,10715 radianes.

V5
r(t) = (1—-3t2—2t,3—2t) Vte|0,1].

La imagen de f or es la parametrizacion de una curva en R2.

of of

/ — _ _ _ _ _ _ _

(for)(t) = 3—295(1 3t,2 — 2t,3 — 2t) 2_8y(1 3t,2 — 2t,3 — 2t)
- 2a—£(1 —3t,2—2t,3-2t) Vte[o,1].

Si existe y es no nulo, (f or)’(t) es el vector tangente a la curva parametrizada por
foren el punto (f or)(t).
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(a) Vector tangente unitario: 7'(2) = (2,1,6).

—_

Vector normal principal: no existe.

s 1
b) Vector tangente unitario: T(—) = —(1,0,3).
) : 1) = =009
Vector normal principal: N(g) =(0,1,0).
Para cada t € R, los vectores tangente unitario y normal principal en el punto r(t)
de la hélice, son respectivamente

1
T(t) = m(—47rsent,47rcost,3) y N(t) = (—cost,—sent,0).
Y la ecuacion vectorial del plano osculador en dicho punto es:
t
(x,y,2) = <ZCost—2asent—Bcost,QSent+2acost—ﬁsent,3—+3—a> Va, B € R.
2T 2w
T(t) = (—sen?3t, cos 3t,sen 3t cos 3t) Vt € (0,7/3);
1
N(t) = m(—? sen 3t cos 3t, — sen 3t, cos® 3t — sen?3t) Vt € (0,7/3).
—9'(1)g" (1) g9'(t)
T'(t) = 1.
Se deduce de que T"(t) ((1 () T (g (1) vt €
1 oh oh
(a) T(1) = (521 +222,1).
H@(z 1+ 1)H v Py
ox "’ oy’
oh 0?h 0%h 0%h
b) §"(t) = 2—(2¢,t%) + 4 (2t, %) + 8¢ 2t,t%) + 42— (2t,¢*) Vvt €0,2].
(b) (1) = 25 (24, 2) + 455 (1) 4 8L (00, 8) +4LTZCLE) Ve e 0.2

Al cabo de 2 segundos, la particula esta en el punto (4,5, 6).

100
Vector de posicion: e(t) = (t + 2,t + 3, —4,9t> + 100t). Tiempo: 9 ~ 20,41 seg.

Y

Coordenadas aproximadas: (22,41, 23,41, 0).

V5
g
(a) Puntos singulares: s(x,y) = (z,y,0) para todo (z,y) € R? tal que 2% + y* = p*.

@ VT +VD: () 4B (0 o (13VTE-8); ()

Vectores normales:

N(z,y :( , ,1)Vac,y € R? tal que 224192 < p?.
(z,y) \/p2—x2—y2 \/p2—x2—y2 (z.) P

(b) Unico punto singular: s(0,60) = (0,0, 0) para todo 6 € [0, 27]. Vectores normales:
N(p,0) = —psen¢ - (cos pcosh,cospsent, —sen¢p) Y(p,0) € (0,00) x [0, 27].

(c) No tiene puntos singulares. Vectores normales:

N(u,v) = (ab+ b*cosu) - (cosusenv,cosucosv,senu) V(u,v) € [0, 272
(d) Unico punto singular: s(0,0) = (0,0, 0). Vectores normales:

N(u,v) = (2usenv — 2u? cosv, —2u?senv — 2vcosv,u) V(u,v) € R? —{(0,0)}.
(e) Unico punto singular: s(2, —2) = (0,0, —4). Vectores normales:

N(u,v) = (4 — 2u, —4uv — 8u,2u + 2v) V(u,v) € R? — {(2,-2)}.
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21.

22.
23.
24.

25.

27.

28.

29.

30.

(a) Punto seleccionado: s(0,0) = (0,0, —p). Vector normal: N(0,0) = (0,0, 1).
Plano tangente: z = —p.
Recta normal (z,y,2) = (0,0,—p+1t) Vt € R, que coincide con el eje z.
(b) Punto seleccionado: s(1,0) = (sen ¢, 0, cos ¢).
Vector normal: N(1,0) = (— sen ¢ cos ¢, 0, sen? ¢).
Plano tangente: (— cos ¢)z + (sen ¢)z = 0.
Recta normal (z,y,2) = (sen ¢ — tsen ¢ cos ¢, 0, cos ¢ + tsen? ¢) Vt € R.
(e) Punto seleccionado: s(0,0) = (0,0,0). Vector normal: N(0,0) = (4,0,0).
Plano tangente: (z,y,2) = (0,t + s,4s) Vt,s € R.
Recta normal (z,y,z) = (4¢,0,0) Vt € R.
(a) mrg; (b)) 27rh; (c) 4mab.
TT.
4m(2 — V/3).
(a) Parametrizaciones s; de S'y sy de S”:
s1(u,v) = (u, f(u)senv, f(u) cosv) Y(u,v) € [a,b] x [0,27];
So(u,v) = (ucosv,usenv, f(u)) ¥(u,v) € [a,b] x [0,27].
(b) S es regular respecto de s; y S es regular respecto de sy porque
Ni(u,v) = f(u)(—f'(u),senv,cosv) # (0,0,0) V(u,v) € [a,b] x [0,27] y
No(u,v) = u(—f'(u) cosv, — f'(u) senwv, 1) # (0,0,0) VY(u,v) € [a,b] x [0, 27]

(c) Area(S) = 27r/ f)v/1+ (f'(w)2du y Area(S') = 27r/ uy/1 4 (f'(u))? du.

Direccion de maximo crecimiento y tasa de variacion en esta direccion:
VT(0,0) = (1,1) y |[VT(0,0)|| = V2, respectivamente.
Direccion de maximo decrecimiento y tasa de variacion en esta direccion:

—VT(0,0) = (—1,—-1) y —||VT(0,0)|| = —/2, respectivamente.

. ., , . . . (2 2 2
Direcciéon de maximo crecimiento: V.D(xg, yo, 20) = —2ke=@0+%0+20) (2, 90, 20), es
decir, hacia el centro de la bola.

- PN _ Qke-@i+R) | /2 4 2 22
Tasa de variacion en esa direccion: ||V D (zo, yo, z0)|| = 2ke~@0t%0+20) | /22 4 42 + 22.

Direccion de méximo decrecimiento y tasa de variacion en esta direccion: se obtienen
cambiando el signo, como en el ejercicio 27.

Direccion de maxima pendiente (para todo (z,y) € R? tal que 22 + y* < 1):

Vir,y) = !

V1 —ax2—y?

: o z? 4y
Y la pendiente en esa direccion es: ||V f(z,y)| = T2

2t
(x,y) = (1+§,1+t> vVt € R.

(—x,—y) (que apunta al (0,0)).
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31.

32.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Recta tangente en el punto (zo, f(x¢)), para cada zo € I (I, intervalo abierto):
(x,y) = (xo + t, f(zo) + f'(x0) - t) VEteER.

Recta normal en el punto (zo, f(x¢)), para cada zq € I:
(x,y) = (2o — f'(xo) - t, f(xo) +t) VteER.

Si f(z) = 32% — x + 1 para todo = € R, las ecuaciones anteriores quedan respecti-
vamente como sigue. Para cada z¢p € R

(z,y) = (zo +t, 322 — g+ 1+ (639 — 1)t) VtER, y
(2,y) = (@ + (1 — 6xo)t, 3zf —xo+1+1) VieR.

Unico punto de la grafica de f(r) = 322 — 2 + 1 (z € R) con recta normal vertical:

(1 13)
6" 12/°

Recta normal: (z,y) = (3—t,—1+43t) VteR.

Recta tangente: y = g —2 VxeR.
La elipse E es una curva de nivel de f: f(x,y) = 2a. Como V f(z,y) es un vector
normal a E para todo (z,y) € E, entonces V f(z,y) es perpendicular al vector

T(x,y) (que es tangente a E en (x,y) € E).

—1
(Oa 27 _1)

i(0,2, -1 vy ﬁ

V5
Plano tangente: 5z 4 4y + 3z = 22.
Recta normal: (z,y,z2) = (14 5t,2+4t,3+3t) Vit eR.

Hay dos posibles vectores:

Punto seleccionado: (1,1,0) € S. Plano tangente: x + 2z = 1.
Recta normal: (z,y,z) = (1+1¢,1,2t) VteR.

T =1,
Plano tangente: x + 6y + 2z = 9. Recta normal: y =14 6¢ vVt e R.
z=3+t

Un punto de dicha superficie es el (0,0, 0).
Plano tangente en el punto (0,0,0): z+y+ z = 0.
Recta normal en el punto (0,0,0): (z,y,2) = (t,t,t) VteR (o z=y=2).

Plano tangente en el punto (o, Yo, f(Zo, %)), para cada (zo,yo) en el dominio de f:

%(‘T()ay(]) (z — o) + Z—g(%,yo) (¥ — o) — 2+ f(z0,50) = 0.

Recta normal en el punto (zo, yo, f(Zo,%0)), para cada (xg, yo) en el dominio de f:

0 0
(IM%Z) = <$0 + a—i(fco,yo) 1, Y0 + 8_£(x0’y0) -1, f(%,yo) - t> vt € R.

Si f(x,y) = 3wy — 23 — y> para todo (z,y) € R?, las ecuaciones anteriores quedan
respectivamente como sigue. Para cada (zo,yo) € R?

3(yo — x3)x + 3(wo — ¥3)y — 2 = 3oy — 223 — 245 v
($7 Y, Z) = (l'() + 3(?/0 - ‘T(Q))ta Yo + 3(1‘0 - y(2))ta 31’090 - x% - yg - t) vt € R.

Puntos de la grafica de f(z,y) = 3xy — 2® — y® ((x,y) € R?) con plano tangente
horizontal: (0,0,0) y (1,1,1).
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

Vector normal obtenido a partir del ejemplo 8.24: v; = —% -(3,V/3,-2).

Vector normal obtenido a partir del ejemplo 8.27: vy, = —2v/3 - (3, V3, —2).
Vector normal obtenido a partir de la seccion 8.7.2: v3 = 2 - (3,/3, —2).

(a) Basta comprobar que F(r(t)) = —26 y que (0,/5,6) = r(2).
(b) Vector normal a S en (0,/5,6): (0,4v/5, —12).
() T'(2) = 5055 (=27, —18V/5,27).

(d) T"(2) no es normal a S en (0,+/5,6), aunque si lo sea a la curva C (contenida en
Sy que también pasa por ese punto). T7(2) es ortogonal al vector tangente a C' en
(0, V5, 5,6), que pertenece al plano tangente a S en dicho punto, pero no tiene que ser
ortogonal a todo vector de ese plano tangente (si lo fuera, entonces si seria normal

as).

La trayectoria puede parametrizarse mediante la funcion r(t) = (—2e2, e=%), defini-
da en [0, % In g] Su representacion equivale a la de la funcion y = —% en el intervalo
[—5, 2]: se muestra en la figura 1 dentro de la representacion de la placa.

6

Figura 1: Ejercicio 43

La trayectoria puede parametrizarse mediante la funcion r(t) = (2¢*, 4e*'), definida
n [0, 1“75} La trayectoria termina en el punto (10,4+/5). Su representacion equivale
a la de la funcion y = v/8x en el intervalo [2, 10].

(a) Parametrizacion de la trayectoria: r(t) = (e72f, —2e7% e~ +12¢712) Vit > 0.

(b) Parametrizacion de la trayectoria: r(t) = (e, e % e™4 + 3e71%) Vit > 0.

La trayectoria puede parametrizarse mediante la funcion r(t) = (tg(3t + 7),2 — t),

definida en el intervalo [0, {5]. La trayectoria coincide con la grafica de la funcion

g(z) = 2+ 75 — 5 arctg z, definida en [1,00). La asintota de la trayectoria de maximo

crecimiento es la recta y =2 — 5.

CAPITULO 9

Seccion 9.1

1.

Dom f =R x [0,00). Curvas de nivel: y =k —42? Vk € [0,00).
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2. Para cada (ky, ks, k3) € R? hay dos lineas de flujo cuya parametrizacion es
—1
t) = ( k k3t K )
r(t) P +e 3

una con dominio (—oo, —k;) y otra con dominio (—ky,00). Las lineas de flujo con-
tenidas en el plano z = 0 son las parametrizadas por

r(t) = <t4:11<517k2+t’0)

(con los dos posibles dominios mencionados), para cualesquiera ky, ks € R.

Seccion 9.2

1. (a) Aa(x,y,2) =0 V(x,y,2) € R
(b) Ab(z,y, 2) = 2¢y° + 62°y + 62 V(z,vy,2) € R?;
9 /22 4 02 4 o2
(c) Ac(z,y,z) = cos\/x? + y? + 22 — seny @ty e .
Va2 +y? + 22
2. (a) rot A(z,y,2) = (0,0,0) y div A(z,y,2) =2z + 2y + 22 V(z,y,2) € R
(b) rot B(z,y,2) = (1,1,0) y divB(z,y,2) = —xseny V(x,y,2) € R?
() rot Oz, y,2) =

(0, 2%sen(z2?%), —ysenxy — ze™) y

divC(z,y,2) = ye™ — xsenxy — 2zzsen(z2?) V(z,y, z) € R3;
d) rot D(z,y,2) = (0,0,0) y divD(x,y,2) = f'(z) + ¢ (y) + W(z) Y(z,y,z2) € I?
e) rot E(z,y) = (0,0, —ysen xy—ze™) y div E(z,y) = ye™—zsenzy V(z,y) € R?;
f) rot F'(z,y) = (0,0,0) y div F(z,y) =0 V(z,y) € R* — {(0,0)}.

a) Son irrotacionales los campos A, Dy F

(
(
(
(
(b

)
) Es incompresible el campo F' (y el campo D, cuando es constante).

Seccién 9.3.3

1. 247,

4
2. 1—5(9\/3 —8v/2+ 1) ~ 1,4066.

Seccion 9.4.3
1. 20v/2 — 50m.

T
2. 5 orientando S hacia arriba.
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Seccion 9.5.5
1. (a) A(z,y) = (2(cos2z)(cos 5y), —5(sen 2z)(senby))  V(z,y) € R?;

z 2z 1 2uz Y 1 2z
b B IR :<_ Ty 6. T 9T 59 T _> \V/ y I € R+ 3;

xry 3
m) V(.’L’,y, Z) € R,

Yz
(c) C(z,y,2) = (m,arctgxz,

93
2. (a) sen2cos 15 ~ —0,690782; (b) 5 = —4,4167, (c) 10arctg2 ~ 11,0715.

3. F es conservativo en R?.
La funcién potencial pedida es f(z,y,2) = (22 — 2z +cos2)y — 1 V(z,y,z) € R,

4. F' es un campo conservativo en cualquier subconjunto abierto y conexo en el que
pueda definirse. Los dominios més amplios en que es conservativo es en cada uno
de los cuatro cuadrantes abiertos del plano.

Seccion 9.6.4

1. 9%3 = 192,6.

Seccién 9.7
1. Las curvas de nivel son todas las circunferencias con centro en (0,0).
2. Las curvas de nivel son todas las superficies esféricas con centro en (0,0, 0).

3. (a) Parametrizacion de todas las lineas de flujo:
2,2t

r(t) = (Ket,

Si K = 0 la linea de flujo se reduce a un punto. Si K # 0 la linea de flujo coincide
con la grafica de la funciéon y = %2 + M, con dominio [K,00) si K > 0, o con dominio
(—o0, K] si K < 0.

(b) Parametrizacion de todas las lineas de flujo:

+M) VEK,M e Ry Vi € R.

-1
r(t) = (t + K, t-I——M> VK,M € R (el dominio dependera de M).

El modo de resolver el ejercicio ha hecho que se pierda una linea de flujo en la expre-

sion anterior: el eje x recorrido de izquierda a derecha, que se puede parametrizar

por 1o(t) = (t,0) para todo t € R. Fuera de este caso, la parametrizacion de la linea

de flujo que pasa por un punto (a,b) (b # 0) es

r(t) = <t+a,t__—11) = <t+a’1—bbt>’

b
cuyo dominio es el intervalo que contenga al 0 entre los dos posibles (—o0,1/b) o
(1/b,00); es decir, (—o0,1/b) sib > 0,y (1/b,00) si b < 0. Asi, las parametrizaciones
de las lineas de flujo pedidas son, respectivamente:
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10.

11.

14.

15.

16.

17.
18.

nt) = (12 2#_25) Vi e (—00,2) (caso (a,b) = (—=2,1/2));
ra(t) = (t+1, t%) Ve (=2,00) (caso (a,b) = (1,—1/2);
ro(t) = <t+ 1, %) Vi€ (—o00,1) (caso (a,b) = (1,1));

ra(t) = <t _9, t_+_11> Vi e (—1,00) (caso (a,b) = (=2, —1));

r5(t) =1o(t) = (¢,0) Vte R (caso (a,b) = (—3,0)).

La representacion de la linea de flujo parametrizada por 75 es trivial. Las lineas de
flujo parametrizadas por ry, ra, 3 y 74 coinciden respectivamente con las graficas
de las siguientes funciones:

1 1
yi(x) = s Vz € (—o0,0); yo(x) = ] Va € (—1,00);

1 1
y3(x) = R Vo € (—00,2); w(z) = 773 V€ (—3,00).

(c) Las lineas de flujo son semirrectas que terminan en el origen (0, 0).

1

(@) 1+v2;  (b) 3xlal’s (o) @7 +4n")al*;  (d) 5[(2+t3)% — 23];

5V -1 1 (VI+e2)?\ 11v2+5v5
(&) —5— () 5(2\/_—6—3>= (g)4+T-
om.
216 — /3.

: 2T ) ) 4r® | 57
@ ) 2T+ ) (o) 4 T
@: (o) ﬂg_l; (£) 36 + 127
g
3

14 , 1
(A) =3 (B) =2ma’ (C) oz5 (D) 40; (E) —2m (F) O
8.
4 AT 1 1 3m 7

167 . . . . .
=5 Atraviesa la superficie de abajo hacia arriba.

17 17 17 59
(a) Ea (b) _Ea (C) _Ea (d) E
1.
(A) a(z,y) = (22 + 1)y; (B) no conservativo; (C) c(z,y) = g;

z® + 2y + 32%

(D) no conservativo; (E) e(z,y) = e” cosy; (F) f(z,y,2) =
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.
32.

33.

34.

36.

(327 4 % 4 32%)
3 ’

(G) g(z,y, z) = zye*; (H) no conservativo; (D) i(x,y,z) = Y

In(x? 2 2
(J)j(xay,Z)ZZer; (K) k(x,y,z):x2y—%+cosz.

(27_3)
Por cjemplo, [ Alw.y) dr = a(2,-3)  a(1,1) = ~17

(1L1)
Se debe elegir una curva cerrada que rodee, es decir, que tenga en su interior al punto
que no estd en el dominio de F' (el (0,0)): por ejemplo, si r(t) = (cost,sent), con
t € [0, 27], la integral de F sobre la circunferencia parametrizada por r es 27 # 0.
(a) Es conservativo porque su rotacional es nulo y su dominio es convexo.
(b) f(x,y,2) = xsenz — yz. (c) 3 —sen?2.

(d) La integral vuelve a salir 3—sen 2 en todo caso (por ejemplo, tomese el segmento
que une los dos puntos, con la orientacion indicada).

(A) 1 (B) =55 ()5 D)0 (B)5: ()56 (G) 10w (H)

Es seguro ninguno de los campos del ejercicio 22 —excepto quizas el D— es conser-
vativo, puesto que se ha mostrado que la integral de esos campos sobre una curva
cerrada regular a trozos es distinta de cero.

Hay dos formas de hacer el ejercicio 22, aplicando o no el teorema de Green.

El area encerrada por la elipse es mwab.
3
2 )
(@) 0; (b)) —m;  (c) =4

(A) (B) —2m;  (C)4m; (D)

87 si la orientacion de la curva se corresponde con el sentido antihorario en su
proyeccion sobre el plano xy.

Si se proyecta la curva C' de cada apartado sobre el plano zy, el sentido con que
se recorre la curva C' se corresponde con el siguiente sentido de su proyeccion: (a)
horario; (b) antihorario; (c) horario.

(a) 31,5; (b) 127.

El resultado de la integral es 0.

(a) 144m; (b) —167; (c) 128 (d) 128x.

—56m.
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