Teoria de Medidas

TEORIA DE MEDIDAS

INTRODUCCION

Las ciencias experimentales operan con valores numéricos que se obtienen como
resultado de efectuar medidas de variables, por ejemplo una temperatura, una longitud o una
diferencia de potencial eléctrico. Sin embargo, estas medidas nos proporcionan valores
aproximados de dichas variables ya que en el proceso intervienen tanto las imperfecciones de los
instrumentos de medida, las limitaciones de nuestros sentidos o causas incontrolables. Puede
también suceder que, en algunas ocasiones, el mismo proceso de la medida puede tener
influencia sobre la magnitud que deseamos medir.

Admitiremos como postulado que es imposible llegar a conocer el valor exacto de
cualquier magnitud. Esto no significa que no exista dicho valor verdadero, sino que es imposible
determinarlo sin un margen de indeterminacion o incertidumbre. El objetivo de la teoria de
medidas consiste precisamente en acotar dichas incertidumbres, denominadas también errores
experimentales. La importancia de esta acotacion radica en que, en muchas situaciones, obtener
una conclusion o tomar una decision dependera del grado de incertidumbre que se haya obtenido
en el proceso de medida.

Para evitar malentendidos dejaremos establecido que el término error, que vamos a
utilizar extensamente, es sindnimo de indeterminacion y no de equivocacion.

Por otra parte, muchas magnitudes no se miden, sino que se obtienen indirectamente
como resultado de operar con medidas que si se realizan directamente (por ejemplo, determinar
el volumen de una esfera a partir de la medida de su didmetro) o a partir de datos que vienen en
tablas. De esta forma, las indeterminaciones que se cometen en las medidas directas se propagan
a la magnitud indirecta a través de los célculos.

EL PROCESO DE MEDIDA

Medir una magnitud (medir la longitud de un objeto, por ejemplo) es un proceso o un
conjunto de actividades que se lleva a cabo utilizando un instrumento. El resultado final de este
proceso, que denominamos medicion o proceso de medida es el numero de veces que la
magnitud contiene a un patrén de referencia (a sus multiplos y submultiplos); decimos que ese es
el valor de la magnitud (por ejemplo, longitud = 3.27 m). Es habitual utilizar la palabra medida
para denominar tanto la accion de medir como el resultado de dicha accion.

En todo lo dicho hay implicitos una serie de elementos que intervienen en el proceso: el

"objeto" que se intenta medir, el instrumento de medida, el patron de referencia y el
observador.

CLASIFICACION DE LOS ERRORES

Definimos error de una magnitud como la diferencia entre su valor exacto
(desconocido) y el obtenido experimentalmente. Como ya hemos citado, este error no lo
consideramos como consecuencia de una equivocacion al llevar a cabo la medida, sino como una
incertidumbre inherente a cualquier proceso y, por ello, seria mas adecuado darle el nombre de
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incertidumbre de la magnitud. Sin embargo, seguiremos la nomenclatura tradicional, sin perder
de vista su verdadero significado.

Atendiendo a las causas que los originan, clasificaremos los errores en dos grandes
grupos: sistematicos y accidentales.
Errores sistematicos. Se denomina asi a aquel error que se mantiene constante a lo largo de
todo el proceso de medida y por tanto, afecta de igual manera a todas las medidas. Ademas, es el
mismo para todas ellas. Estos errores tienen un signo definido y sus causas mas probables son:

e Defecto del instrumento (error de cero, por ejemplo).

e Error del observador, ya sea debido a una mala realizacién de la medida o a una limitacién
fisica.

e Error en la eleccion del método.

Evidentemente, los errores sistematicos se ponen de manifiesto al cambiar el instrumento
de medida, el observador o el método empleado.

Ya que un error sistematico afectard a todas las medidas en la misma forma, permite
detectarlo y corregirlo a través de un calibrado. Por ejemplo, un error sistematico seria el
cometido al medir con un termémetro defectuoso. Comparando las medidas con las
llevadas a cabo con un termometro bien calibrado que proporciona datos correctos, se
podria, de forma sencilla, proceder a la correccidon de las medidas.

Error_accidental o aleatorio es aquel que sucede cuando medidas sucesivas realizadas por el
mismo observador, en condiciones idénticas (con la reproduccion integra del proceso de
medida), proporcionan valores diferentes, y que sélo por azar son iguales. Son de valor muy
pequefio comparados con la magnitud a medir y ademas, supondremos que es igualmente
probable obtener un valor superior o inferior al valor verdadero.

Tienen su origen en fendmenos aleatorios y, por tanto, son incontrolables. Debido a este
caracter incontrolable, no se pueden corregir (como sucedia en el caso de los errores
sistematicos); sin embargo, el empleo de métodos estadisticos nos permitird llegar a algunas
conclusiones sobre el margen de incertidumbre con el cual se determina una magnitud.

EXACTITUD, PRECISION Y SENSIBILIDAD

Conceptos importantes en el proceso de medida, relativos al instrumento con el que se
opera:

Exactitud se define como la concordancia entre el valor exacto y el obtenido
experimentalmente. Un instrumento serd muy exacto si las medidas realizadas con €l son todas
muy préximas al valor exacto.

Precision se refiere al acuerdo entre las sucesivas medidas de una magnitud, llevadas a cabo en
las mismas condiciones de trabajo. De este modo, un instrumento sera muy preciso si las
medidas realizadas con ¢l de una cierta magnitud se encuentran muy préximas entre si. Exactitud
implica normalmente precision, pero la afirmacion inversa no es cierta, ya que un aparato puede
ser preciso y a la vez poco exacto (pensar en el caso de una persona que siempre llega cinco
minutos tarde). En general, se puede decir que es mas facil conocer la precision de un aparato
que su exactitud.

Sensibilidad de un instrumento se define como el valor minimo de la magnitud que puede
apreciar. Por ejemplo, que la sensibilidad de una balanza sea de 5 mg significa que para masas
inferiores a 5 mg, la balanza no experimentara ninguna variaciéon. Normalmente se admite como
sensibilidad el equivalente a la divisiéon mas pequefia de la escala de medida. No obstante, con
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demasiada frecuencia se toma media division como sensibilidad, si dichas divisiones son lo
suficientemente amplias. Este ultimo criterio no es demasiado correcto pues, aunque el
observador sea capaz de distinguir posiciones intermedias, el limite lo impone el propio
instrumento (escala suministrada por el fabricante).

Ejercicio. {Cual es el valor mas pequeio que se puede apreciar con...
a) una regla milimetrada

b) una bascula de bafio

c) tu reloj

d) el cuentakilometros de un coche

e) el velocimetro de un coche

ERRORES ABSOLUTO Y RELATIVO

Se define el error absoluto de una medida como la diferencia entre el valor medido x y
el valor exacto xg:

Ax:|x—x0| (1)

El error absoluto representa la desviacion, en términos absolutos, de la medida respecto al
valor exacto. Ya que no conocemos este valor exacto, deberemos establecer un procedimiento
para calcular este error (por ejemplo y como se verd mas adelante, definir el valor exacto como
el valor medio de las medidas realizadas).

Se define el error relativo de una medida como el cociente entre el error absoluto y el
valor exacto de la magnitud y se suele dar también en forma de porcentaje:

g =— )

ORDEN DE MAGNITUD es la potencia de diez mas proxima al valor medido.

1150 km  Es del orden de 1000 km = 10’ km
7650 km  Es del orden de 10000 km = 10" km
335m Es del orden de 100 m = 10° m

850 m Es del orden de 1000m = 10° m
025m  Esdel orden de 0,01 =10%m
0,2m Es del orden de 0,1 = 10'm

CIFRAS SIGNIFICATIVAS, son aquellos digitos realmente representativos de un proceso de
medida. Dado el valor de una medida:

e La cifra mas a la izquierda y diferente de 0 es la cifra mas significativa.

e Para un numero entero, la cifra mas a la derecha y diferente de 0 es la cifra menos
significativa.

e Con punto decimal, el nimero mas a la derecha es la cifra significativa, aunque sea 0

e Todos los digitos comprendidos entre éstas, son cifras significativas.

Ejemplo: Los numeros 7.452, 0.7452 y 0.0007452 tienen todos ellos 4 cifras significativas; el 7
es la cifra mas significativa y el 2 final es la menos significativa.
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Ejemplo:

3.0 m supone que hemos medido hasta los dm. Tenemos 2 cifras significativas.
3.332 m supone que hemos medido hasta los mm. Tenemos 4 cifras significativas.
3.33 m supone que hemos medido hasta ................ Tenemos .........

Sin embargo, si se trata de un numero como el 7200 tenemos un problema de
interpretacion; aparentemente tiene cuatro cifras significativas, pero debemos distinguir el caso
en que todos los ceros finales son representativos o si se han puesto para rellenar. Para resolver
este dilema se utiliza la notacion de mantisa y exponente; por ejemplo, si solamente fuesen
cogrectas las dos primeras cifras el nimero deberia escribirse como 72 x 10° o, mejor aun, 7.2 x
10°.

Ejemplo: Una medida de longitud de 2.3 m tiene 2 cifras_significativas, igual que 0.0023 km.
Podemos escribir por tanto: 2.3 m = 2.3 x10%cm = 2.3 x 10~ km.

Ejercicio: ;Cual es la incorreccion en esta expresion? 2.3 m = 230 cm

ERRORES EN MEDIDAS DIRECTAS.

Intentemos ahora determinar el valor de una magnitud por medida directa con un
instrumento, asi como su error absoluto asociado, expresandolo con las cifras necesarias.

Nuimero de medidas

En multitud de casos, la determinacion de una magnitud muestra valores sensiblemente
diferentes en sucesivas tomas de datos (por su propia naturaleza, por la sensibilidad del
instrumento de medida, etc.). Es conveniente en estos casos tener en cuenta criterios
estadisticos que validen el resultado final. Para ello deben realizarse un numero
determinado de medidas individuales, que dependera del grado de dispersion de las
mismas. El procedimiento (basado en criterios estadisticos) para determinar este nimero
es el siguiente:

Se realizan tres medidas de la magnitud y se calcula su valor medio x como:

1 N
X=— )X 3
v Z (3)
donde x; es cada una de las N medidas.

Se calcula la dispersion o rango D de las medidas, es decir la diferencia entre el valor
maximo y el minimo obtenidos. Finalmente se calcula el porcentaje de dispersion 7:

r=2100 (%) )

X

FEl valor de T determinara el nimero total de medidas necesarias:

T de las 3 primeras N° total de medidas
medidas necesarias
T<2% 3

2% <T<8% 6
8% <T<15% 15
T>15% al menos 50
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Una vez realizadas las medidas necesarias, se toma como:

Valor exacto de la magnitud: X, el valor medio de todas las medidas
Error absoluto de la magnitud: a partir de la expresion:
v 12

> (x, - x)
iy ©

Esta ultima es una expresion laboriosa de aplicar si no se dispone de una hoja de célculo
o calculadora programable, de forma que se suelen utilizar aproximaciones mas sencillas para el
caso de que el nimero de datos no sea grande:

Si se han realizado hasta 3 medidas: el error absoluto es el valor de la sensibilidad del
aparato, S.

Si se han realizado entre 4 y 12 medidas: el error absoluto es el maximo valor entre la
sensibilidad del aparato y el rango D dividido por el nimero de medidas:

Ax =max { S, D/ N} (6)

EXPRESION DEL RESULTADO DEL PROCESO DE MEDIDA

Una vez realizado un proceso de medida, sea ésta directa o indirecta (que se vera a
continuacion), el resultado se expresara de la siguiente forma:

X+ Ax (7

donde x es el valor "verdadero" de la magnitud y esta determinado con una incertidumbre Ax. Lo
que esto significa es que el valor de la magnitud x estd comprendida, con una elevada
probabilidad, en el intervalo:

X—-Ax<x<Xx+Ax

Pero ;con cuantas cifras se debe expresar el resultado? Para la correcta expresion de una
medida y de su error, seguiremos las siguientes normas o convenciones.

Se acepta que el error absoluto con el que se exprese el resultado puede tener como
maximo dos cifras significativas:

e Puede darse con dos cifras significativas si la primera de ellas es un 1, o si siendo la primera
un 2, la segunda no llega a 5.

e En todos los demés casos debe darse un valor con una sola cifra significativa, aplicando el
proceso de redondeo que se explica a continuacion.

No tiene sentido, por lo tanto, expresar el valor de la magnitud obtenida con mds precision:
debe tener solo las cifras necesarias para que su cifra menos significativa sea del mismo orden
decimal que la ultima cifra significativa del error absoluto.
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Procedimiento de redondeo o de eliminacioén de cifras sobrantes. Suponemos en este ejemplo
que debemos quedarnos s6lo con dos cifras decimales:

e i la cifra a eliminar es menor que 5, la eliminamos directamente (4.722 pasa a ser 4.72).
e i es mayor o igual que 5, la ultima cifra se aumenta en una unidad (4.728 se convierte en
4.73).

Ejemplo. Una cierta longitud es L = 12.432 c¢cm y su error absoluto es AL = 0.254 cm. En primer
lugar aplicaremos los criterios mencionados al error absoluto: aunque la primera cifra
significativa es un 2, no podemos mantener la segunda por ser > 5, de modo que redondearemos
a la primera cifra significativa, resultando 0.3. Por lo tanto el valor de la longitud serd L = (12.4
+0.3) cm.

Ejemplo. La distancia media de la tierra al sol es D = (149500000 + 5000) km. Segtin las normas,
debemos escribirla en potencias de 10, de modo que todas las cifras que aparezcan sean
significativas. De esta forma, la distancia de la tierra al sol es (149500 + 5)-10° km.

Mas ejemplos.

Valores incorrectos | Valores correctos
3.4128 +0.123 34+0.12
6.3 £0.091 (630 £ 9)-10°
46288 + 1540 (463 £ 15)'10
428.351 £0.27 428.4+0.3
3432.23 +£99.2 (34 £ 1)-10°

En el caso de un valor que se obtiene de leerlo en una tabla en la que no figura el error
absoluto, se toma para ¢ste el correspondiente a una unidad de la Wltima cifra significativa
incluida en la tabla. Por ejemplo, si en una tabla aparece para la densidad del agua el valor
0.99823 g/cm’, tomaremos como error absoluto 0.00001 g/cm’.

Asimismo, para los numeros irracionales tendremos que fijar un nimero de cifras en su
aproximacion real de modo que no afecte al resultado final. En caso de no saber cudl seria el
numero de cifras que no afectan a dicho calculo, es posible asociar a un numero irracional un
error absoluto igual a la unidad del orden de la ultima cifra que se tiene en cuenta. Por ejemplo
se puede tomar un valor adecuado de = 3.142 + 0.001.

DETERMINACION DE MAGNITUDES INDIRECTAS

Muchas magnitudes no se miden directamente, sino que se obtienen a través de aplicar
una expresion matemadtica en la que intervienen variables que son medibles directamente o se
obtienen de tablas (por ejemplo, deseamos determinar el area de un circulo midiendo su
diametro: S = 7 (d/4)°). Las magnitudes de partida tienen un error inherente y estos errores se
propagaran a las magnitudes indirectas sucesivas, en el proceso que se denomina propagacion
de errores.

Sea F una magnitud que depende de otras magnitudes (x, y, z,...) que hemos medido. De éstas,

por lo tanto, conocemos su valor exacto y su error absoluto. Expresamos esta dependencia
como:

F=F(x,y,z,..) (8)

El valor de la magnitud F sera el resultado de sustituir en la expresion anterior los valores
de las magnitudes (x, y, z,...) de las que depende.
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Para conocer el error absoluto de F', procederemos al céalculo de la diferencial total, que se
expresa mediante la siguiente ecuacion:

dF:ﬁdx%rﬁderﬁdz#.. )
o 2% 124

La diferencial se interpreta como la variacion que sufre la funcién F al cambiar el valor
de las variables de las que depende. Asi, el error absoluto Ax en la determinacion de la variable x,
se sustituira en dx, hallandose como afecta a la funcion F. Tendremos una féormula que nos
permitird evaluar el error absoluto asociado a una magnitud indirecta, siempre que conozcamos
los valores y los errores de las magnitudes directas de las que depende. Es decir:

AF:‘E‘A)H
a

EA)/+ E‘Az+... (10)
%% 124

Se han puesto los valores absolutos de las derivadas porque los errores siempre se suman
y nunca se compensan.

La determinacion de los errores de una magnitud indirecta se simplifica notablemente
para el caso de funciones de la forma:

F=x"y"z (11)
siendo a, b, y ¢ constantes positivas o negativas. Si tomamos logaritmos, se cumple que:
InF=alnx+blny+clnz+... (12)
y al hacer la diferencial de /n(F) sera:
dInF=adlnx+bdInx+cdInz+... (13)
y teniendo en cuenta que
dnu= % (14)

se reduce a

d—F:aﬁ+bd—y+c£+...
F X y z

(15)

en la que, si sustituimos las diferenciales por los errores absolutos, llegaremos a la expresion:

Az
c_
z

Ay
y

+ +

£:|a£ +... (16)
F X

La siguiente tabla resume algunos de los casos mas habituales de la propagacion de
errores:
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Relacion Error
zZz=X+ty

Az = Ax + Ay
Z=X-Y

z=x%y AZ/|Z‘=fX/|X|+Ay

z=x/y /1y

z=x" AZ/‘Z'ZI’IAX/‘Xl
z=Inx Az=Ax/]x|
z = exp(x) Az/lz| = Ax

Ejemplo: Se quiere determinar el volumen de un cilindro (V' = 7z R’ h ) a partir de medidas
geométricas. La altura se mide con una regla (sensibilidad 1 mm) y el radio de la base con un

calibre (sensibilidad 0.05 mm). Los resultados de las medidas han sido 2 = 15.8 cm y R = 45.25
mm. Determine el volumen y su error.

La altura y el radio se han medido en unidades diferentes (cm y mm respectivamente). Las
expresaremos en la mas pequefia, en este caso a mm; 2= 158 £ 1 mm; R =45.25 £ 0.05 mm

Se toma un valor para 1 suficientemente preciso, para evitar que tenga repercusiones en el
resultado final: ©=3.141592.

Calculo del volumen. ¥ = 886054.2151 mm’

Calculo del error que se comete: AV = Ié’VI % IAh Th2RAR+ 7 R* Ah

AV = 7(667.55 + 89.25) = 2452.61 mm’
Aplicando las reglas de redondeo y de la expresion de cifras significativas, llegamos a:
V=(886+3)- 10’ mm’

El error relativo de esta determinacion: AV / V= 0.00339, es decir, inferior a 0.4 %

Ejemplo: Determinacion de la resistencia eléctrica de un material

Para ello medimos con un amperimetro la intensidad que atraviesa el material y con un
voltimetro la diferencia de potencial entre sus extremos. Ambos valores resultan ser en este caso:
I1=32+0.1mAyV=2.1%0.1 voltios. El valor de la resistencia de dicho material se calculara
aplicando la expresion de la ley de Ohm: R = V' /1= 656.25 Q.

Su error podemos calcularlo aplicando la regla de diferenciacion a la ley de Ohm:

AR AV N _O1 01 s

ROV T 721327

UJ
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por lo tanto, AR = R * 0.07885 =51.745 Q

El resultado sera: R = 656.25 + 51.745 Q. Pero debemos aplicar ahora el criterio de cifras
significativas, con lo cual, el resultado final sera: R = (6.6 + 0.5) x 10> Q.
Ejercicios propuestos.

1. Con un termometro que mide en grados centigrados se determina una temperatura y resulta ser
de 23.7 °C. Calcular la temperatura en grados Kelvin, junto con su error.

2. En una tabla de datos encontramos que la longitud de una determinada pieza es de 15.1
pulgadas. Calcular su longitud en centimetros junto con su error.

3. Teniendo en cuenta que los nimeros que intervienen en las expresiones tienen todas sus cifras
exactas, calcular el resultado y el error de las siguientes operaciones matematicas:

a)S=1732+3.14+0.007-2.718
b) P =1.73205/1.41

4. Se han medido las aristas de un cubo y ha resultado un valor de 1.34 ¢cm, con un error absoluto
de 0.05 cm. Calcular el volumen del cubo junto con su error.

5. Se ha medido un angulo y ha resultado ser de 82°.4. En instrumento de medida tiene un error
de 0°.2. Calcular el valor del seno del angulo junto con su error.

TOMA DE DATOS Y ELABORACION DE TABLAS DE DATOS

Previamente a la toma de datos de un ensayo, hemos de tener claro cuales son los datos
que se van a medir, en que unidades se van a medir y qué sensibilidad tiene el instrumento de
medida.

e Latabla que se elabore ha de tener un nombre representativo.

e Deberd estar confeccionada en columnas, porque son mas faciles de anotar y de leer.

e (ada columna debe tener el nombre de la variable y en qué unidades se esta midiendo.

e En la columna se anotara el dato medido tal y como se lee del instrumento de medida. Si es
necesario transformar este dato para hacer calculos posteriores, se hara en otra columna
diferente. Por ejemplo, si se esta midiendo una intensidad en miliamperios, pero para los
calculos posteriores se necesita en amperios, se anadira otra columna con estos valores.

e (Cuando se comete un error en la anotacion de un dato, no corregirlo encima; se tacha y se
escribe bien al lado o debajo.

Recordar

Guardar la tabla en la que figuren los datos originales. Es un seguro para poder hacer
verificaciones.

Conseguir un dato cuesta tiempo (v a veces, en vida real, muchos recursos). Tomarlo bien
cuesta poco.
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REPRESENTACIONES GRAFICAS

Ademas de disponer de una tabla de resultados experimentales, es conveniente expresar

dichos resultados en forma grafica. Esta forma de presentacion tiene las siguientes ventajas:

Permite una visualizacion global del comportamiento del fendémeno en todo el intervalo en
que se han obtenido medidas experimentales.

Es posible deducir el valor de datos que no se han medido, por interpolacion entre los valores
que se han medido en el intervalo representado. (Cuidado con las extrapolaciones, que son
siempre arriesgadas).

Pone de relieve si alguna medida que se ha determinado incorrectamente ya que se puede ver
si se dispone de forma anormal respecto del resto de datos.

Las representaciones graficas deben ajustarse a una serie de normas que facilitan que se

obtengan de ellas la méxima informacion posible. Por ejemplo:

La grafica debe realizarse en papel milimetrado. Los ejes deben estar bien trazados y en sus
extremos se indicara la magnitud que se representa en dicho eje asi como las unidades de la
misma.

La gréfica llevara un titulo en la parte superior que sea suficientemente explicito.
En general, la variable independiente ird en abscisas y la dependiente en ordenadas.

Las escalas han de escogerse de forma que comprendan solamente los intervalos dentro de
los cuales existen datos a representar. Es conveniente utilizar escalas sencillas con el objeto
de facilitar la lectura de los datos.

Sobre los ejes solo se indican los valores correspondientes a las divisiones, uniformemente
espaciadas. No se marcaran los valores de los datos medidos.

Los valores se representaran mediante un punto correspondiente al dato medido, rodeado de
un rectangulo de error. Este rectangulo esta centrado en el punto experimental (x,)) su base
abarca desde x-Ax hasta x+Ax y su altura desde y-Ay hasta y+A4y. En el caso en que
cualquiera de los errores sea despreciable en comparacion con la escala utilizada, el
rectangulo de error se reduce a un segmento vertical u horizontal. En caso de que ambos
errores sean despreciables el rectdngulo de error se reduce a un punto.

Una vez representados los valores, puede trazarse una grafica mediante una linea fina y
continua, nunca quebrada, que ajuste lo mejor posible el mayor nimero de datos.

Si, una vez representada la grafica, se observa algun punto claramente desplazado de la linea

que ajustar el fendémeno, habra que rechazarlo y, si es posible, repetir la medida. Este punto
erroneo no se debe incluir en los analisis posteriores.
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AJUSTE LINEAL POR EL METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

Muchas veces las variables representativas de un fenomeno fisico estdn relacionadas de
forma lineal. Es decir, la variable y depende la variable x en la forma:

y=ax+b (17)

a es la pendiente de la recta que las relaciona y b es la ordenada en el origen.

Ejemplos de comportamiento lineal:

1. La relacion entre la fuerza deformadora sobre un muelle y el alargamiento del mismo en la
zona elastica

Determinacion de la resistencia eléctrica
aplicando la Ley de Ohm (Ensayo 1)

2.3 ; - -
: | z :
2 S S R R
SN ? 5
Sasd B T
g | o i
= f ol f
g T e
B o :
5 | |
< D :
e T
0 T T T I T
0 2 { i g 10 12
Intensidad {mA)
F=-KAl (18)

En este caso, la pendiente de la relacion, a, es la constante eldstica del muelle K y la ordenada en
el origen, b, es cero.

2. La relacion entre la diferencia de potencial aplicada a un material conductor 6hmico y la
intensidad que lo atraviesa (ley de Ohm):
V=RI (19)

En este caso la pendiente es la resistencia eléctrica R y la ordenada en el origen sera cero.

La aplicacion del método de los minimos cuadrados permite conocer si los datos (x; ,y;)
describen un comportamiento lineal y ademas determinar la ecuacion de la recta (y = ax + b) que
mejor se ajusta al conjunto de los N pares de datos.

11
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Pendiente de la recta

a=—! ' (20)

Ordenada en el origen

b — i=l] i=1 i=] i=1 (21)

Logicamente, los errores implicitos en cualquier medida hacen que los puntos medidos no
se dispongan sobre una recta sino que, a lo sumo, se situen en una zona cercana a la misma. El
analisis por minimos cuadrados nos permite calcular los errores de la pendiente y de la ordenada
en el origen:

1/2

Aa =|—=! (22)

1/2

Ab =

1
— =l 23
N+i(x _)7)2 (N—2) @)

i=1

El método también proporciona un coeficiente de correlacion lineal, r, que da cuenta del
grado de adecuacion de los puntos a una recta. La expresion del coeficiente de correlacion es:

N N N
Nzxiyi _zxizyi
i=1 =1 i=l
N N 2 N N 2
N —[in] NV —[Zyij
im1 inl in1 iml

(24)

En valor absoluto, » puede tomar valores comprendidos entre 0 y 1:

e Abs(r) =1 => los puntos se ajustan perfectamente a una linea recta

o Abs(r) = 0 =» los puntos se encuentran dispersos y no existe una correlacion entre
ambos conjuntos de datos.

e >0 Existe una correlacion positiva entre ambas variables (a > 0)

e <0 Indica que una variable crece mientras que la otra decrece (a <0) .

Si no se dispone de una calculadora programable o un paquete informatico adecuado, se
pueden obtener los valores del ajuste por minimos cuadrados a una tabla de datos, generando una

12
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tabla como la siguiente, en la que aparecen todas las variables que intervienen en las formulas
para determinar a y b:

X; (unid) yi (unid) x Xy y
0.200 106 0.04 21.2 11236
0.229 124 0.0524 28.396 15376
0.251 135 0.0630 33.885 18225
0.278 150 0.0773 41.7 22500
0.318 169 0.1011 53.742 28561
2 1.276 684 0.3338 178.923 95898
) 1.6282 | 467856
Media 0.2552 136.8
(Media)’ | 0.06513

(utilizaremos el término x,, 0 X , para representar el valor medio de la variable x):

Una vez que se conocen a y b, se construye una segunda tabla a partir de la que se
determinan los errores de los pardmetros y el coeficiente de correlacion:

X; (unid) | y; (unid) XXy (x-Xm)” y-a-x-b (yv-a-x-b)’
0.200 106 -0.0552 3.05e-3 -1.46 2.1316
0.229 124 -0.0262 6.86¢e-4 1.1265 1.2690
0.251 135 -0.0042 1.764¢e-5 0.4335 0.1879
0.278 150 0.0228 5.20e-4 1.083 1.1729
0.318 169 0.0628 3.94e-3 -1.177 1.3853

2=0 x=28.21e-3 2=0 2 =06.1467

Otro método alternativo: Una vez construida la primera de las tablas, es posible también
resolver el problema utilizando los siguientes valores intermedios:

D=>x'-Nx’
G=Zyi2—N)72
E:inyi—)_CZyi
F=> -y

con ellos calculamos E _ _
a b=

Los errores de los parametros y el coeficiente de correlacion se calculan como:

i DF —E?

(Aa =20
(Ab) = (Aa)z[%ﬂ‘ﬂ)

Transformaciones para intentar linealizar una dependencia no lineal.

r=E[JDG

Es posible que la apariencia en la representacion de la variable y frente a x no sea lineal
pero que mediante una transformacion apropiada pueda quedar con aspecto lineal. Veamos

algunas de estas transformaciones:
13
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e Si la relacion es del tipo: y = a / x + b, utilizando la transformacion z = I/x, puede quedar
con aspecto lineal.

e Si es una relacion de la forma, y2 = a x + b. Para linealizar utilizamos la transformacion z =
2.

e Si es una relaciéon en forma potencial, y = b x4. Tomando logaritmos se consigue una
apariencia lineal: Iny =Inb + a ln x.

Una vez realizadas las transformaciones de las variables, representaremos graficamente la
nueva relacion para verificar si hemos obtenido una relacion lineal.

INTERPOLACION

En una tabla se puede presentar una magnitud y, en funciéon de una variable
independiente x, es decir y = f{x); o en funcion de dos variables independientes x y z, es
decir, y = f(x,z). En el primer caso, la tabla se denomina de entrada simple y en el
segundo la tabla es de entrada doble.

Con frecuencia se precisan datos que no se encuentran disponibles en las tablas, sino que
se encuentran entre dos valores dados; tendremos entonces que realizar una interpolacion
entre dichos valores de la tabla.

Interpolacion en tablas de entrada simple

Queremos conocer el valor de la variable y para un valor de x que no estd tabulado. El
primer paso consiste en localizar los dos valores x; y x, de la tabla entre los cuales se encuentra
el dato x. Si a estos valores corresponden las variables independientes y; e y, respectivamente, el
valor y correspondiente al valor x se obtiene suponiendo que entre x; y X, la variacion de y con x
es de tipo lineal. Por tanto:

PR LT (25)
(xz _xl)
El error de y sera:
Ay:yz_yle (26)
Xy =X

Ejercicio. En una tabla aparece la temperatura que adquiere un determinado compuesto en
funcion de la presion a la que se le somete:

Presion Temperatura

(bares) (°C)
0.50 81.35
0.60 85.95
0.70 89.96
0.80 93.51

Obtener la temperatura para una presion de 0.55 bares junto con su error.
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Interpolacion en tablas de doble entrada

En las tablas de doble entrada cada pareja de valores x, z proporciona un valor de y. En
este caso hay que determinar los valores entre los que se encuentra el punto x, z. Expuesto en
forma de tabla:

X7 X2
Z] [ Y11 | Y2
Z2 | Y21 | Y22

La relacion aproximada que permite el célculo de y es:

y:y11+y21_y11(x_x1)+y12_yll(z_zl) (27)

2 T X Z, =%

y su error puede calcularse a través de:

Ay:|y21_y“|Ax+|y12_y“|AZ (28)

Xy =X Z, =4
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