Tema 1. Teoria de Campos

1.1  Magnitudes escalares y vectoriales.
1.2 Vectores unitarios y descomposicion de vectores.
1.3  Tipos de vectores.
1.4  Operaciones con vectores
1.4.1 Suma y diferencia analitica de vectores.
1.4.2 Producto de un vector por un escalar.
1.4.3 Productos escalar.
1.4.4. Producto vectorial.
1.4.5. Producto mixto.
1.5 Momento de un vector.
1.5.1 Respecto a un punto. Teorema de Varignon.
1.5.2 Respecto de un eje.
1.6  Derivada de un vector respecto de un escalar
1.7 Integral de un vector a lo largo de una linea. Circulacion.
1.8 Integral de un vector sobre una superficie. Flujo.
1.9 Concepto de campo. Campos escalares y vectoriales.
1.10 Gradiente de un campo escalar.
1.11 Divergencia de un campo vectorial.
1.12 Rotacional de un campo vectorial.
1.13 Laplaciano de una funcion escalar.
1.14 Teorema de Stokes.
1.15 Teorema de Gauss.

Nota: El contenido de estos apuntes pretende ser un resumen de la materia
desarrollada en e curso. Por elo, e alumno debe de completarlo con las
explicaciones y discusiones llevadas a cabo en clase y con la bibliografia
recomendada.

1.1 Magnitudesescalaresy vectoriales

Magnitud escalar (o escalar), es toda magnitud que esta definida mediante un numero
y su unidad de medida.

Los escalares dependen unicamente de la unidad de medida y no del sistema de
referencia.

Son ejemplos de magnitudes escalares: la masa, la carga, la temperatura, la energia, etc.



Magnitud vectorial es aquella que esta representada mediante un vector, el cual es un
segmento orientado en el espacio.

Para que una magnitud vectorial pueda estar perfectamente definida es necesario dar
ademads de su valor numérico (mddulo) y unidad de medida correspondiente, su punto
de aplicacion (coincide con el origen del vector), su direccion y sentido. Depende por
tanto del sistema de referencia, y tiene tantas componentes (o coordenadas) como
dimensiones tenga el espacio o sistema de referencia en el que se representa.

La direccion es una linea orientada en el espacio que se determina en funcion de los
angulos que forma con los ejes del sistema de referencia.

El sentido del vector viene definido por la posicion relativa del extremo respecto del
origen.

Son ejemplos de magnitudes vectoriales: la velocidad, la aceleracion, la fuerza, el
campo gravitatorio, etc.

1.2 Vectoresunitariosy descomposicion de vector es.
Un vector a se representa en un sistema de ejes cartesianos X, y, Z como:
a=(a,,a,,a,)= ai+ ayj +a k

donde (ay, ay, a,) son las componentes escalares del vector (o proyecciones del vector
sobre los ejes x, y, z), (1, j, k) son los vectores unitarios en las direcciones de los ejes

X, ¥, z respectivamente y se denominan versores, y (ax1, ay j, a,k ) son las componentes
vectoriales.

Los vectores (1, ], k) forman una base ortonormal en el espacio vectorial R’.



Modulo de un vector aes el valor absoluto de dicha magnitud y se corresponde con la
longitud del vector.

Si a = AB, el modulo del vector se expresa como:
|§| =a=d(A,B)=,/a’ +a§ +a’

Dado un vector cualquiera a, se puede obtener un vector unitario de la misma
direccion y sentido dividiendo dicho vector por su modulo:
__a
u=—
d

Los angulos directores de un vector son cada uno de los dngulos o, By y que forma el
vector con los ejes coordenados X, Y, Z.

ay=acosdl ay=acosp  a,=acosy

Los cosenos directores (cosa, cosf, cosy) se obtienen en funcion de las componentes
ax, ay a, y de el modulo del vector:

X

a a,
coso. =—= , cosp=-—= , cosy =
g 4l

Los cosenos directores verifican que:

z

&

cos’a +cos’p +cos’y =1

1.3 Tiposdevectores.

Vector nulo: Vector cuyo moédulo es cero. Es un vector especial, pues carece de
direccion y sentido.

0=(0,0,0)

Vector unitario: Vector cuyo médulo es uno. Vector unitario a de otro dado a es el
que tiene la misma direccidn y sentido que a pero con mddulo igual a 1:
._da
a=r
d

Vectoresiguales: Aquellos cuyos médulo, direccion y sentido son iguales.

Vectores opuestos: Aquellos cuyos modulo y direccion son iguales y sus sentidos son
opuestos.

El vector opuesto de un vector tiene las mismas componentes cambiadas de signo y la
suma de un vector y su opuesto es siempre el vector nulo.



- 5 = (_ax7ay’az)
Vectoreslibres: Aquellos que pueden trasladarse paralelos a si mismos sin que varie su
efecto. Vienen definidos por sus componentes y carecen de punto de aplicacion y de

linea de accion.

Vectores equipolentes: Aquellos que vienen definidos por sus componentes y linea de
accion pero carecen de punto de aplicacion.

Vectores fijos: Aquellos que vienen definidos por sus componentes, linea de accion y
punto de aplicacion. No se pueden trasladar sin que varie su efecto, p.e. el peso de un
cuerpo.

Vectoresiguales: Aquellos cuyas coordenadas son iguales.

5=5:ax=b ,a,=b ,a_=b

1.4 Operaciones con vectores
141 Sumay diferencia analitica de vectores.

La suma de varios vectores es también otro vector cuyas componentes es la suma de las
componentes de dichos vectores.

Si: a=aitaj+ak b=bi+b j+bk
La suma de los vectores a y b es:

S=a+b=(a, +b,)i+(a, +b)j+(a, +b )k

La suma es una ley de composicion interna y dota al conjunto de los vectores de
estructura de Grupo Conmutativo.

Si dos vectores a y b forman un angulo a,

S=‘Zz+l§‘=a2+b2+2abcosa

La restadedosvectores ay b se realiza suméandole al vector @ el inverso de b
a-b=(a, ~b,)i+(a, ~b,)j+(a, ~b )k

Si se restan dos vectores iguales su resultado es el vector nulo o cero: a—a =0



Suma gréfica de vectores:

Regla del paralelogramo Regla del poligono
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1.4.2 Producto de un vector por un escalar.

El producto de un vector a por un escalar n da como resultado un nuevo vector A de la
misma direccioén y cuyo modulo es n veces el vector original.

—

A=na

El sentido de A coincide con el sentido de a sin[OJR ™.
Analiticamente:

A=nd=n(a,i +ay3 +ak)=A, 1 +Ay} +Ak

Si el escalar n es adimensional, los vectores ay A tienen las mismas dimensiones, en
caso contrario sus ecuaciones de dimensiones son diferentes y por tanto sus unidades.

Propiedades:
OeypOR y OaybOR?®

e (at+pP)a=aa+fPa
. a(ﬁ+5)=aﬁ+a5
* (@p)a=aPa)

* Sio=l,aa=a

1.4.3 Producto escalar.

El producto escalar de dos vectores libres a y b es un escalar que es igual al producto
de los modulos de cada uno de los vectores por el coseno del angulo 0 que forman:

a [b = abcosd

La expresion analitica del producto escalar de dos vectores, en funcion de sus
componentes es:



alb=ab, + ab, +ab,
Propiedades del producto escalar:

+ Esconmutativo: a2 .b=>b . a
« Es nulo si alguno de los dos vectores es el vector nulo o si los dos vectores son

perpendiculares.
- Distributiva: 3 . (b+¢)=a b + 4 ¢
+ Para cualquier escalar n: (n a )-B =n(a -B)

La interpretacion geométrica del producto escalar es que el valor absoluto de (a‘b) es
igual al modulo de uno de ellos por la proyeccion del otro vector sobre él.

La proyeccion de un vector b sobre otro vector a se calcula:

El angulo que forman los dos vectores se puede determinar a partir de la expresion:

al _ ab, +a b, +ab,

Tzl 2 2 2 2 2 2
|a”b‘ \/ax+ay+az \/bx+by+bz

cos(a)

1.4.4 Producto vectorial.

El producto vectorial de dos vectores a y b se expresa de la forma axb. Es otro
vector perpendicular tanto a a como a b, cuyo modulo es (absena), siendo o el
angulo entre ellos,

‘5XB‘ =absena



su sentido esta dado por la regla del tornillo (del sacacorchos o de la mano derecha),
entendiendo como el sentido de avance de un tornillo que girase desde el primer vector
al segundo.

El modulo del producto vectorial de dos vectores equivale al area del paralelogramo
definido por ambos.

La expresion analitica del producto vectorial @xb es lo mismo que hallar las
componentes de dicho vector a x b, por lo que si:

~ A A

d=ai+aj+ak b=bi+b j+bk

entonces, a X b se puede expresar como un determinante de tercer orden:

I
axb=[a, a, a,|=(ab,—ab )i+(ab, —ab)i+(@b, —ab )k

b

X y z

Propiedades:
+  No es conmutativo axb # bxa
e a(dxb)=caxb=axab

e Si aesperpendicular a b, entonces ‘éxﬁ‘ =ab

e Si aesparaleloa b, entonces ‘ﬁxﬁ‘ =0

1.45 Producto mixto de tres vectores.

El Producto mixto de tres vectores es un escalar que se representa de la forma (5, b, E) y
se obtiene a partir de:

a, a, a,
(ﬁ,B,E)=§.(BxE)=bX b, b,
Ck C ¢

Graficamente, el producto mixto de los tres vectores representa el volumen del
paralelepipedo de aristas dichos vectores.

1.5 Momento de un vector
1.5.1 Momento deun vector respecto a un punto. Teorema de Varignon.

El momento de un vectora = AB respecto de un punto O es un vector 1\7[0 que cumple:

MO:kaﬁ



Se trata del producto vectorial de dos vectores, por lo que si las coordenadas de los
puntos son O(X,,V0,20) V A(X4,y4,24), €] vector momento tiene la expresion:

i j k
Mo =Xa Ya 2Za
a, a, a,

Teorema de Varignon.

El momento respecto a un punto de un vector que es suma de varios vectores
concurrentes es igual a la suma de los momentos de cada vector componente respecto
al mismo punto.

n n
—
M

p

a,=rLxA

I
oY
>
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I
.Y
>

i=1 i=1

Si el punto p pertenece a la linea de accion de la resultante de varios vectores
concurrentes, el momento del sistema de vectores respecto de dicho punto es cero.

1.5.2 Momento deun vector respecto deun ge.

El momento de un vector v=AB respecto a un eje E es la proyeccion sobre el eje del
momento del vector respecto a un punto cualquiera del eje.

M; =M, .u=M,ucosa
siendo U un vector cualquiera contenido en el eje.

Si los vectores de la formula anterior se expresan en funcion de sus componentes
cartesianas, podremos escribir:
ME = MOxux + MOyuy + MOZuZ

1.6 Derivada deun vector respecto a un escalar.

Si a es una funcion vectorial que depende de un escalar ¢, siendo:



d(t)=a (t)i+a () j+a, Ok

la derivada del vector a respecto del tiempo t es, por definicion:

da() _ da, (): da (1) Te da,(t) o
dt dt dt dt

ya que la derivada de los vectores unitarios es cero por ser estos constantes (en
modulo, direccion y sentido).

Derivada parcial de un vector respecto de un escalar

Supongamos que la funcion vectorial a depende de mas de un escalar a =a(x,y,z). La
. . _ da da Oa
derivada parcial de a respecto a cada escalar lo representamos por —,—,—
0x 0y 0z

respectivamente y se determina a partir de:

@_aai 0a, . Qa

La diferencial total de la funcion vectorial a se representa por da y expresa la variacion
total de vector respecto a los escalares X, y, z:

da =%dx +%dy +%dz
ox dy 0z

1.7 Integral deun vector respecto a un escalar. Circulacion.

La integral deun vector F respecto a un pardmetro t se realiza integrando componente
a componente el vector:

[Fdt=[Fdti+[Edtj+[Edtk

Se denomina circulacion C del vector F(x,y,z) a lo largo de una curva cualquiera entre
los puntos A y B a:



(x,y,2z).dr

a
Il

> —w
gof!

y comodr =dx i+ dy 3 +dzk, la circulacién del vector Fa lo largo de la curva C entre
los puntos A y B se puede expresar de la forma:

B
C= j (a,dx +a dy +a,dz)
A

1.8 Integral deun vector sobre una superficie. Flujo.
El flujo de un vector Ea través de una superficie S viene dado por:

o= [[F.ds = [[(F.ds, + F,ds, + F.ds.)
S S

donde dS, dS, y dS. son las proyecciones del vector superficie en los planos
perpendicular a x (el plano yz), perpendicular a y ( el plano xz) y perpendicular a z ( el

plano xy) respectivamente.

ds

F . . .
/«/_" ds = dydzi +dxdz j+dxdy k

© = [[F @5 = [[(F,dydz + F,dvdz + F.dxdy)
S S

1.9 Concepto de campo. Campos escalaresy vectoriales.

Un campo, en sentido fisico, es una magnitud definida en un cierto espacio y que se
puede expresar analiticamente como una funcion de las coordenadas espaciales y del
tiempo. Si la magnitud es escalar, tendremos un campo escalar, y si la magnitud es
vectorial, tendremos un campo vectorial.

Los campos pueden ser:

10



Campos estacionarios, cuando unicamente dependen de las coordenadas espaciales y
no dependen del tiempo.

Campos no estacionarios, cuando dependen del tiempo.
Ademas, los campos pueden ser uniformes, si no dependen de las coordenadas
espaciales, es decir, si su valor (mddulo, direccion y sentido) es el mismo en todos los

puntos y no uniformes.

Las lineas que en cada punto son tangentes al vector campo se denominan lineas de
campo y cumplen la ecuacion:

& _dy _d
F, F, F,

1.10 Gradiente deun campo escalar.

Sea un campo escalar estacionario U(x,y,z), y queremos saber con qué rapidez varia
dicho campo cuando nos desplazamos en la direccion de la recta definida por los puntos
AyB.

El campo U, al ir de punto A a B experimenta una variacion AU en un desplazamiento
Ar.

La rapidez media en dicho trayecto es: AU/ A r, y la rapidez puntual en A es
evidentemente el limite de AU/ Ar, cuando Ar tiende a cero.

Derivada de U en el punto A y en la direccion AB, dU, es el limite de AU cuando Ar
tiende a cero.

En un sistema de coordenadas cartesianas:

dU =a—UdX +a—Udy+a—Udz
0x 4]

y 0z
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que puede expresarse como:

dqu=| 0974+ 995, U g
ox Oy~ 0z
luego
d_U = a_UT+6_Uj+ an( EEAB
dr ox Ody 0z
siendo U, un vector unitario en la direccion de la recta AB.
El vector {(Z—UI + Z—U} + %—UIA(} se denomina gradiente de la funcion escalar U(x,y,z).
X y Z

gradU = g—Uf+a—Uj+a—Uﬁ:DU
X

dy~ 0z

donde el operador [Jviene definido por:

La derivada de U en la direccion AB es igual a la proyeccion del gradiente de U sobre

esa direccion.

Si a es el angulo que forman grad U y la recta AB, la direccion en la que U varia mds
rapidamente (mayor derivada direccional) es precisamente la direccion del gradiente y

su valor es precisamente el modulo de grad U.

[d_Uj = [grad U] EEAB = |grad U| cosa
dr J,p

Superficies equipotenciales son aquellas cuyos puntos tienen un mismo valor del campo

u.

Propiedades:

* La magnitud del gradiente de U es igual a la maxima variacion del incremento

de U por unidad de longitud.

* Ladireccion del gradiente de U en un punto es la direccion de méxima variacion

del incremento de U por unidad de longitud.

* La componente del gradiente de una funcion U en cualquier direccion da la

, . dU ) ) .,
raz6n del cambio d_ en dicha direccion.
T
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1.11 Divergencia de un campo vectorial.

Sea un espacio en el que existe un campo vectorial F y sea P un punto dentro de un
pequeno volumen Av limitado a su vez por una superficie As.

En coordenadas cartesianas, el volumen Av de un prisma recto de aristas Ax, Ay, Az,
(paralelas a los ejes X, y, y z, respectivamente) es:

Av =Ax Ay Az
El flujo del campo F a través de la superficie As que delimita el volumen es:

punte P en el

Z centro del cubo
C
iz T
N B Q= j F (WS
S
O Q
¥
X —_
[[F ras
El flujo por unidad de volumen es: 8 A
v

Divergencia de F es el limite, cuando Av tiende a cero, del flujo por unidad de
volumen:

[[F as
divE=0OF = lim S
-0  Av

La expresion de la divergencia de F en coordenadas cartesianas es:

A A~ A A A A aF
OF = i‘+ij+ik [([in+F j+FZk):ai+_y+E
ox 0y~ 0z Y ox 0y 0z

La divergencia de un campo vectorial relaciona dicho campo con la funcién escalar
origen del campo. Un ejemplo es la relacion entre la densidad de carga p y el campo

eléctrico creado por ella (ley de Gauss):

divE=+~
&
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1.12 Rotacional.

Sea un espacio en el que estd definido un campo vectorial F, y sea un punto P
alrededor del cual suponemos una curva cerrada y plana C, que limita una superficie

pequenia S que incluye al punto P, la circulacion de F alrededor de la curva C
dependera de la orientacion de esta y escogemos la orientacion en la que el valor de
dicha circulacion es maximo.

Rotacional de F en el punto P es el valor de un vector perpendicular a la superficie S,

: , N S p— : .
cuando As tiende a cero, cuyo modulo es llmoA—ffF Ldr y cuyo sentido viene
As - S
C

determinado por la regla del sacacorchos o de la mano derecha.

As -0 As

rot F = lim i{an §F Ei?}

max
donde #, es un vector unitario en la direccion perpendicular a la superficie As.

El rotacional de un campo vectorial indica la variacion en el giro del vector por unidad
de longitud.

Su expresion en coordenadas cartesianas es:

i ik
= = oF, . . (OF .
rotF:DXF:i i i: E__y i+(an_aFij+ )’_an t
ox Oy 0z dy 0z 0z O0x ox Oy
F, F, F

Si el rotacional de una campo vectorial F es nulo, implica la existencia de un campo

escalar U, potencial de F | ta] que F=UU . Por ello, la condicién necesaria y suficiente

para que un campo vectorial sea gradiente de un campo escalar es que su rotacional sea
0.
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El rotacional de un campo vectorial relaciona dicho campo con la funcién vectorial
origen del campo. Un ejemplo es la relacion entre la densidad de corriente T y el campo
magnético B creado por ella (ley de Ampere):

DX]§=MOT

1.13 Operador Laplaciano.

El Laplaciano de una funcién escalar U(x,y,z) se define como la divergencia del
gradiente de dicha funcion:

2 2 2
AUGx.y.z)=0mMU =020 =2 ’j+f’ lf i ‘j
Ox oy 0z

Para una funcion vectorial F, el Laplaciano de dicha funcién se define como:
AF = grad (div F) - rot (rot F)

El operador Laplaciano sera de gran importancia en cursos superiores.

1.14 Teorema de Stokes.

Consideremos una linea cerrada C que limita una superficie S.

El flujo del rotacional de un vector F sobre una cara de un casquete de superficie es
igual a la circulacién de F a lo largo del contorno de dicho casquete.

jjmxfruﬂg:ﬁmf
S C

1.15 Teoremade Gauss

Sea una superficie S que delimita un volumen V.

El flujo de un vector ¥ a través de la superficie cerrada es igual a la divergencia del
vector a través del volumen que delimita dicha superficie.

ffFds = [[[OFav
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