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Resumen

Los modelos depredador-presa han desempe~nado un papel muy importante

en el estudio de muchas poblaciones donde aparece una determinada relaci�on

entre ellas. Con todo ello podemos decir que forman uno de los temas m�as

interesantes y dominantes dentro de la ecolog��a.

Uno de los primeros trabajos sobre la din�amica de poblaciones lo podemos

encontrar en " Essay on the principle of population " de Thomas Malthus

(1798), donde argumenta que mientras las poblaciones crecen logar��tmica-

mente, los recursos de los que dependen son constantes o s�olo crecen arit-

m�eticamente, de esta manera la demanda de recursos debe de exceder al sumi-

nistro y el crecimiento poblacional, dependiente de la fuente de suministro,

debe entonces cesar. As��, Thomas Malthus se puede considerar como uno

de los pioneros de la ecolog��a, aunque su modelo sobre el crecimiento de las

poblaciones, no sea realista ya que un crecimiento ilimitado no se produce en la

naturaleza, debido a la existencia de m�ultiples limitaciones: f��sicas, biol�ogicas,

etc.

Cuarenta a~nos m�as tarde, Verhulst (1838) en su trabajo " Principle of

1



2 . Resumen

Population ", formula un modelo en el que trata de corregir el crecimiento

Malthusiano con un factor freno en el modelo, y que se puede considerar como

el germen de todos los modelos conocidos como log��sticos,

dN

dt
= aN

�
1�

N

K

�
;

donde N es la densidad de la poblaci�on, a la tasa percapita de cambio o la

tasa de aumento intr��nseco y K la densidad de equilibrio a menudo llamada

la capacidad de carga del entorno.

Posteriormente, y a partir del auge que estaban adquiriendo todos estos

temas, Lotka (1925) y Volterra (1928) realizan uno de los grandes avances en

la din�amica de poblaciones, donde proponen el primer modelo depredador-

presa que en lugar de ser obtenido por extensi�on de la ley log��stica a dos

especies, adoptan el principio qu��mico de acci�on de masas. En otras palabras,

en dichos trabajos se asume que la respuesta de la poblaci�on ser�a proporcional

al producto de sus biomasas. A partir de aqu�� son m�ultiples los avances que

en torno a este tema y en general sobre la din�amica de poblaciones se han

llevado a cabo. En consecuencia, en esta memoria realizamos un estudio de

los Sistemas de Kolmogorov,

x0i = xifi(t; x); x = (x1; : : : ; xn) 2 IRn
+
; 1 � i � n

donde f = (f1; : : : ; fn) : IR�IRn
+
! IRn es una funci�on continua, y T-peri�odica

en t. Obteniendo una serie de resultados , para un caso particular de ellos, que

posteriormente utilizamos para analizar un determinado modelo depredador-

presa. Por ultimo como aplicaci�on, tratamos de modelizar algunos datos reales

de campo.
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En el Cap��tulo 1 se presentan los resultados b�asicos sobre ecuaciones dife-

renciales ordinarias resaltando los teoremas sobre la dependencia continua de

las condiciones iniciales y par�ametros, as�� como una serie de proposiciones y

corolarios que tratan de adecuar diferentes situaciones del Teorema de Kamke

a las condiciones en las que posteriormente nos vamos a desenvolver. Por

�ultimo se presentan dos secciones relativas a un peque~no estudio sobre los

sistemas peri�odicos y la conocida ecuaci�on de tipo log��stico.

El Cap��tulo 2 pretende formalizar el concepto de "atractor global" de un

sistema de ecuaciones diferenciales sobre el qu�e nos planteamos bajo qu�e condi-

ciones tenemos garantizada su existencia, igualmente de�nimos las condiciones

que identi�car�an a los que llamaremos "sistemas cooperativos", en torno a

los cuales se desarrolla gran parte de este trabajo, y donde concretamente

conseguimos comprobar como las condiciones para la existencia del atractor

global, se reducen para este tipo de sistemas.

El Cap��tulo 3 constituye el bloque fundamental de este trabajo y sin duda

en �el se encuentran los resultados que han generado un mayor grado de di-

�cultad para su obtenci�on, de manera m�as precisa probamos un teorema de

continuidad para el atractor global del sistema diferencial en el cual general-

izamos para el caso cooperativo un resultado planteado por el prof A. Tineo

en "X Escuela Venezolana"[63]. De igual forma, aprovechando esta informa-

ci�on, en el Corolario 3.3.2 conseguimos dar una caracterizaci�on para el atractor

global.

En el Cap��tulo 4 realizamos un estudio sobre un modelo depredador-presa

con n-presas y un depredador donde, para poder utilizar los resultados de los



4 . Resumen

cap��tulos anteriores, consideramos que las presas en ausencia del depredador

se desarrollan bajo un sistema cooperativo. Tambi�en en �el, siguiendo la idea

planteada por L�opez-G�omez, Ortega y A. Tineo en [48], establecemos un es-

quema iterativo para este modelo, encontrando bajo determinadas condiciones

un atractor global del sistema.

En el Cap��tulo 5, exponemos de manera precisa las condiciones nece-

sarias para que los resultados obtenidos se veri�quen en el caso particular

de Lotka-Volterra aut�onomo. Tambi�en se estudia la aplicaci�on de los modelos

depredador-presa a la din�amica de poblaciones de especies plagas en cultivos

hort��colas, en concreto se han elegido dos cultivos: pimiento y tomate, as��

como tres importantes grupos de especies plaga: la "heliothis de tomate", la

"mosca blanca" y el "trips occidental", tratando de modelizar su desarrollo con

un depredador por medio de un modelo depredador-presa con reproducci�on en

el depredador.

Para �nalizar el presente resumen, hacemos notar que el esquema iterativo

desarrollado en esta memoria, es perfectamente v�alido para obtener de manera

colateral el resultado sobre la persistencia en media para un sistema competi-

tivo conseguido en [25], lo cual lo hemos desarrollado en un cap��tulo intermedio

que hemos llamado " Resultado Colateral ".



Cap��tulo 1

Preliminares

1.1 Introducci�on

Es objetivo de este cap��tulo, proporcionar de una manera r�apida las principales

nociones y conceptos iniciales b�asicos sobre ecuaciones diferenciales ordinarias

que ser�an necesarios en el desarrollo de esta memoria. La mayor��a de ellos

son resultados muy conocidos y por tanto los podemos encontrar en cualquier

manual de E.D.O., pero que nosotros hemos adecuado a la notaci�on empleada

para la elaboraci�on de este trabajo. Tambi�en presentamos algunos resultados

que se obtienen a partir del conocido Teorema de Kamke, pero igualmente

tratamos de adaptarlos a nuestras condiciones para facilitar las referencias

que sobre ellos haremos en las demostraciones. Por �ultimo se estudian algunas

propiedades de inter�es para el caso de sistemas peri�odicos y de la ecuaci�on de

log��stica.

Recordamos que para f : W ! IRn una funci�on de�nida en un abierto no

vac��o W � IR�IRn, y (t0; x0) 2 W , se denomina Problema de Valores Iniciales

5



6 1. Preliminares

(P.V.I.) o de Cauchy, al problema mediante el cual se determina una funci�on

x : I � IR! IRn tal que,

x0(t) = f(t; x(t)); x(t0) = x0 8t 2 I:

Este es un problema que se encuentra fuertemente ligado con los conocidos

teoremas del punto �jo ya que en muchos casos la existencia de una soluci�on,

se reduce a la determinaci�on de puntos �jos para un cierto operador.

Para poder obtener estos teoremas de puntos �jos es fundamental que la

funci�on que determina dichos operadores veri�que una serie de propiedades.

As��, si f es continua, el Teorema de Cauchy-Peano permitir�a garantizar la

existencia de soluciones, mientras que si f es continua y lipschitziana respecto

de x, se obtiene un operador contractivo que nos llevar�a al Teorema de Picard-

Lindelof para la existencia y unicidad de las soluciones.

As��, seg�un lo expuesto anteriormente ser�a b�asico la hip�otesis de lipschitzia-

nidad, la cual como en principio es bastante restrictiva, lo llevaremos a la

de "localmente lipschitziana" que l�ogicamente es m�as d�ebil que la de "glo-

balmente lipschitziana", pero que ser�a su�ciente para aplicar los teoremas de

existencia y unicidad de soluciones.

Por tanto, podr��a ser interesante realizar una secci�on sobre el Espacio de

las Funciones Continuas recordando alguno de los teoremas referentes a las

mismas, sin embargo hemos decidido omitirla ya que la podemos encontrar

en cualquier manual de an�alisis matem�atico. En cambio, s�� hemos querido

expresar un resultado importante para cuando la convergencia de las funciones

es uniforme, el cual ser�a utilizado en muchas de las demostraciones y que



1.2. Teoremas Generales sobre Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 7

presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.1. (Teorema de Intercambio de L��mites con Derivadas)

Sea fn : I � IR! IRn una sucesi�on de funciones diferenciables tales que,

fn ! f y f 0n ! F uniformemente en subconjuntos compactos de I,

para ciertas funciones f; F : I ! IRn.

Entonces f es diferenciable y adem�as se veri�ca que f 0 = F .

1.2 Teoremas Generales sobre Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias

En esta secci�on enunciamos algunos resultados generales sobre ecuaciones

diferenciales ordinarias (E.D.O.) relativos a la existencia y unicidad de las solu-

ciones, dependencia continua de las condiciones iniciales... que, como hemos

dicho en la introducci�on, podemos encontrar en cualquier libro de E.D.O., pero

que hemos optado por incluirlos en este cap��tulo para facilitar la lectura y la

adecuaci�on a la notaci�on de este trabajo. En particular hemos usado Hale

(1980), Hartman (1982), Coddington-Levinson (1984), Amann (1990) y Novo

(1995).

De�nici�on 1.2.1. Dado W � IR � IRn conjunto abierto y f : W !

IRn (t; x) 7! f(t; x), diremos que es localmente lipschitziana en x si para

cada (t0; x0) 2 W existen constantes positivas � y L tales que,

kf(t; x)� f(t; y)k � Lkx� yk;
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si

(t; x); (t; y) 2 W ; jt� t0j < �; kx� x0k < �; ky � x0k < �:

Proposici�on 1.2.2. Sea f : W � IRn+1 ! IRn. Supongamos que f admite

todas las derivadas parciales
@fi

@xj
: W ! IR i; j = 1; : : : ; n continuas en W .

Entonces f es localmente lipschitziana respecto de x = (x1; : : : ; xn):

Sea (t0; x0) 2 W , se dice que u : I � IR! IRn; t0 2 I es una soluci�on del

P.V.I.

x0 = f(t; x); x(t0) = x0; (1.1)

si veri�ca:

i) u es una funci�on diferenciable.

ii) u(t0) = x0.

iii) (t; u(t)) 2 W 8t 2 I.

iv) u0(t) = f(t; u(t)) 8t 2 I.

Para funciones localmente lipschitzianas, como es el caso de las que funda-

mentalmente estudiaremos, se tiene el siguiente resultado sobre la existencia

y unicidad de la soluci�on para el problema (1.1).

Teorema 1.2.3. (Picard-Lindel�of) Supongamos que f(t; x) es continua y lo-

calmente lipschitziana en x. Entonces (1.1) posee una soluci�on, adem�as, si

u : I ! IRn y v : J ! IRn son soluciones de (1.1), entonces u(t) = v(t) para

todo t 2 I \ J:

Del teorema anterior se sigue que el P.V.I. (1.1) posee una soluci�on u de

dominio m�aximo, es decir, el dom u contiene al dominio de cualquier otra
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soluci�on de (1.1), entonces se dice que u es soluci�on maximal. Adem�as para

ella podemos tener los siguientes resultados.

Teorema 1.2.4. Sea u : I ! IRn una soluci�on de (1.1). Si I = (�;w) tal

que w < +1 y suponemos que,

i) Existe x� := limt!w�u(t)

ii) (w; x�) 2 W

Entonces existe una soluci�on v : J ! IRn de (1.1), tal que (�;w + �) � J

para alg�un � > 0. Es decir, v es una prolongaci�on estricta de u a la derecha.

Corolario 1.2.5. Sea u : I ! IRn una soluci�on de (1.1) y supongamos que

existe un compacto K � W tal que (t; u(t)) 2 K 8t 2 I. Entonces u posee

una extensi�on estricta a la derecha.

Con todo lo ya expuesto, podemos decir que el problema (1.1) cuando est�a

en las condiciones del Teorema 1.2.3. posee una �unica soluci�on que adem�as

depende de la condici�on inicial (t0; x0). Por tanto podemos llamar u(t; t0; x0)

a la �unica soluci�on de (1.1) que veri�ca dicha condici�on inicial.

Teorema 1.2.6. (Dependencia Continua de las Condiciones Iniciales.) Sea

u(t; t0; x0) la soluci�on de (1.1) y sea I(t0; x0) su dominio de de�nici�on m�aximal.

Se considera el conjunto,

D = f(t; t0; x0) 2 IR� IR� IRn; (t0; x0) 2 W; t 2 I(t0; x0)g:

Entonces se cumple:

i) D es abierto.

ii) u : D ! IRn tal que (t; t0; x0) 7! u(t; t0; x0) es continua.
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Este resultado se aplica con frecuencia de la siguiente manera.

Corolario 1.2.7. Sea (tk; xk) una sucesi�on de elementos de W , convergente

a un punto (t0; x0) 2 W y sea uk la soluci�on del problema,

x0 = f(t; x); x(tk) = xk:

Si llamamos u a la soluci�on de (1.1) y suponemos [a; b] � dom (u): En-

tonces existe un entero k0 � 1 tal que [a; b] � dom (uk) para k � k0 y adem�as,

uk ! u(t) cuando k ! +1 uniformemente en [a; b]:

De forma an�aloga tenemos un resultado, tambi�en importante, sobre la de-

pendencia continua de la soluci�on sobre los par�ametros de la funci�on.

Teorema 1.2.8. Sea � un espacio m�etrico y F : W ! IRn una funci�on con-

tinua de�nida en un abierto W � IR� IRn�� tal que F (t; x; �) es localmente

lipschitziana en x, de manera uniforme respecto de �:

Dado un punto (t0; x0; �) 2 W denotamos por u(t; t0; x0; �) a la soluci�on

del problema,

x0 = F (t; x; �); x(t0) = x0;

y sea I(t0; x0; �) su dominio de de�nici�on m�aximal. Entonces

i) El conjunto D = f(t; t0; x0; �) 2 IR�W ; t 2 I(t0; x0; �)g es abierto.

ii) La funci�on u : D ! IR ; (t; t0; x0; �) 7! u(t; t0; x0; �); es continua

Teorema 1.2.9. Sea f : W � IR � IRn ! IRn una funci�on continua donde

adem�as existe y es continua fx =
@f

@x
. Entonces si u(t; t0; x0) es la soluci�on
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de (1.1), se veri�ca que es diferenciable con continuidad respecto a t; t0; x0 en

su dominio de de�nici�on. M�as a�un, ux0(t; t0; x0) es la matriz fundamental del

sistema lineal,

y0 = fx(t; u(t; t0; x0))y; y(t0) = Identidad:

1.3 Teorema de Kamke

En esta secci�on presentamos unos resultados, que son una adaptaci�on del cono-

cido Teorema de Kamke [43] a la notaci�on y las propiedades sobre las que vamos

a desarrollar esta memoria.

Para poder expresarnos correctamente necesitamos recordar algunas de�ni-

ciones.

De�nici�on 1.3.1. Un sistema x0 = f(t; x); f : IR � IRn ! IRn se dice

cooperativo si fi(t; x1; : : : ; xn) es creciente respecto a xj para todo j 6= i ,

1 � i; j � n:

De�nici�on 1.3.2. Dado un conjunto de ��ndices I = f1; : : : ; ng diremos que

S; T determinan una descomposici�on de I si I = S [ T con S \ T = ;, y S; T

son no vac��os.

De�nici�on 1.3.3. El sistema x0 = f(t; x); f : IR� IRn ! IRn se dice irre-

ducible , si dada cualquier descomposici�on S; T de I = f1; : : : ; ng existe (i; j) 2

S � T tal que fi es estrictamente creciente en xj.

Los resultados que vamos a presentar necesitan que el sistema sea coope-

rativo e irreducible por tanto, aunque la nomenclatura usual es la expresada en
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las de�niciones anteriores, nosotros hemos optado por simplicidad el denomi-

nar " sistema cooperativo " al que veri�ca las dos condiciones (cooperativo e

irreducible ).

Teorema 1.3.4. Sean f; g : IR � IRn ! IRn funciones continuas con

f � g, y g localmente lipschitziana. Supongamos que u; v son soluciones de

x0 = f(t; x), x(0) = x0; y0 = g(t; y); y(0) = y0 respectivamente. Si el

sistema determinado por g es cooperativo y adem�as x0 � y0, entonces u � v

en dom (u) \ dom (v) \ [0;+1):

Demostraci�on.

Caso 1. Supongamos x0 < y0 y f < g; entonces u < v. Para probar esta

a�rmaci�on razonamos por reducci�on al absurdo, por tanto debe de existir

t1 > 0 de manera que,

u(t) < v(t) 8t 2 [0; t1); ui(t1) = vi(t1) para alg�un i 2 I = f1; : : : ; ng

de donde deducimos que u0i(t1) � v0i(t1) lo que implica

fi(t1; u(t1)) � gi(t1; v(t1)): (1.2)

Aqu�� (f1; : : : ; fn); (g1; : : : ; gn) denotan las componentes de f y g respectiva-

mente.

Tomamos S = fi 2 I; ui(t1) = vi(t1)g ; T = fj 2 I; uj(t1) < vj(t1)g

es claro que S; T determinan una descomposici�on de I , adem�as T 6= ; ya

que de lo contrario tendr��amos que ui(t1) = vi(t1) 8i 2 f1; : : : ; ng, de donde

razonado de manera an�aloga a como se hizo para conseguir (1.2), pero para

todo i 2 I, deducimos que f(t1; u(t1) � g(t1; v(t1)), lo cual contradice f < g.
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Por otra parte, como y0 = g(t; y) es cooperativo 9 (i; j) 2 S � T donde,

gi(t1; v1(t1); : : : ; vj(t1); : : : ; vn(t1)) > gi(t1; v1(t1); : : : ; uj(t1); : : : ; vn(t1));

(1.3)

ya que vj(t1) > uj(t1) j 2 T y adem�as gi es estrictamente creciente en la

coordenada j por de�nici�on de cooperativo. Como gi tambi�en es creciente en

las dem�as coordenadas diferentes de la j-�esima, implica

gi(t1; v1(t1); : : : ; uj(t1); : : : ; vn(t1)) � gi(t1; u1(t1); : : : ; uj(t1); : : : ; un(t1)):

(1.4)

De (1.2), (1.3) y (1.4) se llega a una contradicci�on, lo que completa la

prueba del caso 1.

Caso General. Dado � > 0, llamamos v� a la soluci�on del problema

y0 = g(t; y) + ~� y(0) = y0 + ~�;

con ~� = (�; : : : ; �), donde v� existe por ser g localmente lipschitziana.

Si llamamos g�(t; y) = g(t; y)+~�; y0;� = y0+~�. Como f � g, tenemos que

f < g� y adem�as x0 < y0;�, de donde por el caso 1 se veri�ca que,

u(t) < v�(t) 8y 2 dom u \ dom v� \ [0;+1): (1.5)

Por el Teorema sobre la Dependencia Continua de los Par�ametros y de las

Condiciones Iniciales, se tiene que para el compacto K = ftg existe �t, de

manera que si 0 < � < �t entonces t 2 dom(v�) y,

v�(t)! v(t) cuando �! 0+:
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Por tanto para cada t se tendr��a que tomando l��mites cuando � ! 0+ en

(1.5), se deduce que u(t) � v(t).

Hacemos notar que la hip�otesis de localmente lipschitziana y sistema coo-

perativo para la funci�on g, se le puede suponer igualmente para la funci�on f

y razonar de manera an�aloga s�olo que restando ~� a dicha funci�on.

Tambi�en para cuando f = g se puede probar f�acilmente el siguiente resul-

tado.

Corolario 1.3.5. Sea u; v soluciones del sistema cooperativo x0 = f(t; x) con

f : IR�IRn ! IRn funci�on continua y localmente lipschitziana. Si u(0) < v(0),

entonces u(t) � v(t) para todo t 2 dom u \ dom v \ [0;1):

Podemos tambi�en obtener algunos resultados de monoton��a a partir de los

conceptos de subsoluci�on y supersoluci�on, los cuales ser�an de bastante utilidad

en muchas de nuestras demostraciones.

Dado el sistema,

x0 = f(t; x); (1.6)

donde f : W ! IRn, funci�on continua y localmente lipschitziana en x, con W

abierto de IR� IRn:

De�nici�on 1.3.6. Dada u : [a; b]! IRn funci�on continuamente diferenciable,

se dice supersoluci�on (resp. subsoluci�on ) de (1.6) si (t; u(t)) 2 W y

u0(t) � f(t; u(t)) ( resp. u0(t) � f(t; u(t)) ) para todo t 2 [a; b].

Teorema 1.3.7. Sean u; v una subsoluci�on y supersoluci�on respectivamente

de (1.6). Si el sistema determinado por f = (f1; : : : ; fn) es cooperativo y
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u(t0) � v(t0) para alg�un t0 2 I. Entonces u � v en I \ [t0;+1), donde

I = dom u \ dom v.

Demostraci�on. De�nimos,

�(t) := f(t; u(t))� u0(t) � 0 ; F (t; x) := f(t; x)��(t);

�(t) := v0(t)� f(t; v(t)) � 0 ; G(t; x) := f(t; x) + �(t):

Entonces es claro que u; v son soluciones de,

x0 = F (t; x); (1.7)

x0 = G(t; x); (1.8)

respectivamente, y que F � G . Adem�as los sistemas (1.7) y (1.8) son coo-

perativos. Como por hip�otesis tenemos que u(t0) = v(t0), llegamos a que la

prueba se completa f�acilmente del Teorema 1.3.4..

Nota 1. Si en el teorema anterior se supone u(t0) < v(t0) se obtiene de manera

an�aloga que u < v.

En el caso escalar tenemos,

Corolario 1.3.8. Sea u; v : [a; b] ! IR funciones continuamente diferen-

ciables tal que u (resp. v) es una subsoluci�on ( resp. supersoluci�on ) de

x0 = f(t; x). Si u(a) � v(a) entonces u � v:

1.4 Sistemas Peri�odicos

Para el caso en el que la ecuaci�on diferencial no es aut�onoma, es decir x0 =

f(t; x) donde la variable t puede representar al tiempo, cabe la posibilidad de
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que el modelo que representa esta ecuaci�on se repita en intervalos de tiempo

constantes, lo cual matem�aticamente signi�ca que la funci�on f(t; x) sea pe-

ri�odica en t. Esta raz�on, y dado que en esta memoria ser�a fundamental este

tipo de sistema, nos lleva a recordar algunos resultados y propiedades sobre

esta condici�on que nos har�an falta en alguna de las demostraciones, las cuales

podemos encontrar en el curso del prof. Tineo de la "X Escuela Venezolana"

[63].

Sea W = IR�V con V � IRn conjunto abierto y f : W ! IRn una funci�on

continua y localmente lipschitziana en la segunda variable. Se dice que ,

x0 = f(t; x); x = (x1; : : : ; xn) 2 V (1.9)

es T-peri�odico para alg�un T > 0, si veri�ca la siguiente propiedad.

f(t + T; x) = f(t; x); t 2 IR; x 2 V:

En el desarrollo de esta secci�on consideramos que (1.9) veri�ca la propiedad

anterior, es decir, f es T-peri�odica.

Proposici�on 1.4.1. Si u es soluci�on de (1.9), entonces u(t+ T ) tambi�en es

soluci�on de dicho sistema.

Demostraci�on. Por ser u soluci�on tenemos que u0(t+ T ) = f(t+ T; u(t+ T ))

de donde como f es T-peri�odica se concluye u0(t+ T ) = f(t; u(t+ T )):

Un resultado conocido que nos permite caracterizar las soluciones T-peri�odi-

cas es el siguiente.
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Proposici�on 1.4.2. Sea u la soluci�on del problema de valores iniciales,

x0 = f(t; x); x(0) = x0 2 V (1.10)

y supongamos que u est�a de�nida en [0; T ]. Si u(0) = u(T ) entonces u est�a

de�nida en IR y es T-peri�odica.

Demostraci�on. De�namos v(t) := u(t+ T ) y escribimos dom(u) = (�; �) para

�1 � � < � � +1. Dado que por de�nici�on se veri�ca que v(0) = u(0),

entonces tenemos por la unicidad que u � v, con lo que u es T-peri�odica,

adem�as como dom(v) = (�� T; ��T ) , se deduce que � = �1 y � = +1 lo

que completa la prueba.

Teorema 1.4.3. Sea u una soluci�on de (1.9), de�nida y acotada en [0;1).

Si fu(kT )g converge a un punto de V, entonces (1.9) tiene una soluci�on

T-peri�odica u0 tal que

u(t)� u0(t)! 0 cuando t! +1: (1.11)

Demostraci�on. Sea x0 el l��mite de fu(kT )g y sea v la soluci�on de (1.9) veri�-

cando la condici�on inicial v(0) = x0.

A�rmaci�on [0; T ] � dom v.

Para comprobar esta a�rmaci�on, tomamos la sucesi�on fuk : [0; T ]! IRng

donde uk(t) := u(t+ kT ). Dado que u est�a acotada en [0;1), entonces fukg

es uniformemente acotada, es decir, existe M > 0 tal que kuk(t)k < M para

todo t 2 [0; T ] 8k 2 IN. Por tanto de (1.9) tenemos que fu0kg est�a tambi�en

uniformemente acotada, y por Ascoli tenemos que existe fukmg parcial de fukg
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que converge uniformemente en un compacto.

fukm(t)g ! w(t) uniformemente en [0; T ]:

Por otra parte u0km ! f(:; w) cuando m ! +1 uniformemente en [0; T ],

luego por el Teorema de Intercambio de L��mites con Derivadas, llegamos a que

w es soluci�on de (1.9), donde adem�as w(0) = x0.

Por la unicidad del l��mite, v est�a de�nida en [0; T ] y v � w en [0; T ] lo que

prueba nuestra a�rmaci�on.

Por la Proposici�on 1.4.1. y un proceso de inducci�on se llega f�acilmente a

que uk es soluci�on de (1.9) para cada k 2 IN:

Dado que uk(0)! v(0), entonces

uk ! v uniformemente en [0; T ]: (1.12)

En particular uk(T ) ! v(T ) y as�� v(T ) = v(0) ya que uk(T ) = uk+1(0),

con lo que v es T-peri�odica.

Para probar (1.11) �jamos � > 0, por (1.12) existe un entero N � 1 tal

que,

kuk(t)� v(t)k � � si k � N ; t 2 [0; T ]:

Tomando s � NT , podemos escribirlo como s = kT + r para k � N y

r 2 [0; T ), y as�� tenemos

ku(s)� v(s)k = kuk(r)� v(r)k;

ya que v es T-peri�odica, de donde se completa f�acilmente la prueba.
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Teorema 1.4.4. Sea u una soluci�on de (1.9) de�nida en [0;+1) tal que

fu(kT )g converge a un punto p 2 V . Sea u0 la soluci�on de (1.9) determinada

por la condici�on inicial u0(0) = p, y supongamos que u0 est�a de�nida en [0; T ].

Entonces u0 es T-peri�odica y

u(t)� u0(t)! 0 cuando t! +1:

Demostraci�on. Para cada k � 1 de�nimos uk(t) := u(t+ kT ). Por la Proposi-

ci�on 1.4.1. tenemos que uk es soluci�on de (1.9). Por otra parte uk(0) =

u(kT )! p = u0(0), de donde

uk(t)! u0(t) uniformemente en t 2 [0; T ] cuando k ! +1:

En particular uk(T )! u0(T ). Pero uk(T ) = uk+1(0)! p cuando k !1,

de donde por unicidad del l��mite u0(T ) = u0(0), es decir, u0 es T-peri�odica

y por tanto acotada, con lo que la demostraci�on se completa f�acilmente del

Teorema 1.4.3.

En el caso de un sistema T-peri�odico lineal tenemos el siguiente resultado,

el cual ser�a de gran utilidad para el estudio de las soluciones T-peri�odicas.

Teorema 1.4.5. Sea el sistema

x0 = A(t)x x = (x1; : : : ; xn) 2 IRn; (1.13)

con �(t) su matriz fundamental, �(0) = Identidad; A(t) continua y T-peri�odica

en t. Entonces son equivalentes,

i) I � �(T ) es un isomor�smo de IRn en IRn.

ii) El sistema (1.13) no posee soluciones T-peri�odicas no triviales.
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Demostraci�on. Si planteamos el problema de valores iniciales

x0 = A(t)x x(0) = x0;

tenemos que u(t) = �(t)x0 es soluci�on la de dicho PVI. Por tanto si (1.13)

admite una soluci�on T-peri�odica no trivial u(t), por la unicidad de la soluci�on

T-peri�odica ha de ser de la forma u(t) = �(t)x0 con x0 6= 0, de la

Proposici�on 1.4.2. se tiene que u(0) = u(T ) de donde x0 = �(T )x0. Por tanto

se veri�ca que,

u es soluci�on T-peri�odica no trivial , [�(T )� I]x0 = 0 x0 6= 0:

Y por la negaci�on de la equivalencia anterior se concluye f�acilmente la

prueba.

1.5 Ecuaci�on Log��stica

En esta secci�on realizamos un breve repaso sobre la ecuaci�on de log��stica,

donde recordamos una serie de resultados que b�asicamente hemos tomado del

curso impartido por el Prof. Tineo en la "X Escuela Venezolana " [63] y de

la tesis doctoral del Prof. Carre~no titulada "Modelos Log��sticos. Aplicaciones

a la Agronom��a" [17], es por esto por lo que omitimos las demostraciones,

aunque s�� hemos querido enunciarlos dada su importancia en el desarrollo de

las pruebas que realizaremos posteriormente, as�� como para poder ver con

mayor claridad la ampliaci�on conseguida en alguno de ellos para el caso de los

sistemas cooperativos, que son a los que nos dedicaremos fundamentalmente

en esta memoria.
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M�as concretamente, supongamos la ecuaci�on.

x0 = xF (t; x); (1.14)

donde F : IR�IR+ ! IR es una funci�on continua tal que F (t; x) es T-peri�odica

en t, para alg�un T > 0 y localmente lipschitziana en x � 0.

Notemos que la funci�on F (t; jxj) es una extensi�on de la F anterior a

IR� IR: Por tanto podemos suponer, sin perdida de generalidad, que cuando

sea necesario F est�a de�nida en IR� IR:

Es tambi�en importante resaltar que si u es una soluci�on de (1.14) con

u(t0) = 0 para alg�un t0, entonces u � 0 ( por el teorema de unicidad de la

soluci�on ). En particular si u es una soluci�on de (1.14) y u(t0) > 0 para alg�un

t0, entonces u(t) > 0 para todo t 2 dom (u). En este caso se dice que u es una

soluci�on positiva.

De�nici�on 1.5.1. Diremos que (1.14) es disipativo si:

D1) Cada soluci�on positiva u de la ecuaci�on est�a de�nida y acotada en [t0;+1)

para alg�un t0.

D2) Existe R > 0 tal que

lim supt!+1u(t) � R: (1.15)

para toda soluci�on positiva u de (1.14).

Algunos resultados t�ecnicos que caracterizan la de�nici�on anterior son los

siguientes.



22 1. Preliminares

Proposici�on 1.5.2. Si suponemos que se veri�ca D1). Entonces (1.14) es

disipativo si y s�olo si Fix(�) est�a acotado, donde Fix(�) denota el conjunto

de todos los puntos �jos no negativos para la aplicaci�on de Poincare � de la

ecuaci�on (1.14).

Teorema 1.5.3. Supongamos que F (t; x) est�a acotada superiormente y existe

R > 0 tal que, Z t

o
supfF (t; x); R � x � R+ kgdt < 0;

para todo entero k � 1. Entonces (1.14) es disipativo.

De�nici�on 1.5.4. Se dice que (1.14) es permanente ( o uniformemente per-

sistente ) si la ecuaci�on es disipativa y existe m > 0 tal que,

lim inf t!+1u(t) � m; (1.16)

para cualquier soluci�on positiva u de la ecuaci�on (1.14).

De�nici�on 1.5.5. Diremos que F (t; x) es fuertemente decreciente en x si,

S1) F (t; x) es decreciente en x.

S1) Existe � � 0 tal que F (�; x) es estrictamente decreciente en x.

Teorema 1.5.6. Supongamos que F (t; x) es fuertemente decreciente en x y

sean u; v : IR! (0;+1) funciones diferenciables veri�cando,

a) u; v; u0; v0 est�an acotadas y son uniformemente continuas.

b) v est�a acotada inferiormente por una constante positiva.

c) u (resp. v) es una subsoluci�on ( resp. supersoluci�on) de (1.14).

Entonces u � v.
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Corolario 1.5.7. Si F (t; x) es fuertemente decreciente en x, entonces (1.14)

tiene a lo sumo una soluci�on T-peri�odica positiva.

Con las de�niciones y resultados anteriormente expresados, se prueba en

[63] el siguiente teorema, el cual ser�a fundamental en el desarrollo de esta

memoria.

Teorema 1.5.8. Supongamos que F (t; x) es fuertemente decreciente en x y

que
Z T

0

F (t; R)dt < 0 para alg�un R > 0. Entonces (1.14) tiene una �unica

soluci�on T-peri�odica u0 tal que,

u(t)� u0(t)! 0 cuando t! +1;

para cada soluci�on positiva u de (1.14). M�as a�un ,

u0 � 0 si

Z T

0

F (t; 0)dt � 0;

u0 > 0 si
Z T

0

F (t; 0)dt > 0:

Llamaremos "atractor global " de (1.14) a la �unica soluci�on T-peri�odica u0

determinada por el Teorema 1.5.8. y la notaremos como �F . Por tanto si v

es una soluci�on T-peri�odica positiva de (1.14), donde suponemos que veri�can

las hip�otesis del Teorema 1.5.8., entonces necesariamente v � �F :

As�� uno de los objetivos planteados en esta memoria, es el estudio de las

condiciones necesarias para la existencia de dicho atractor global para el caso

particular de los que denominaremos sistemas cooperativos y su aplicaci�on a

un modelo depredador-presa.

Igualmente se prueba en [63] que el atractor global de (1.14) depende de

una manera continua de la funci�on F .
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Teorema 1.5.9. La aplicaci�on � : DT ! PT ; F 7! �F es continua.

Aqu�� DT denota al conjunto de todas las funciones F : IR� IR+ ! IR satisfa-

ciendo las hip�otesis del Teorema 1.5.8. provisto de la topolog��a de la conver-

gencia uniforme en compactos y PT al espacio de todas las funciones continuas

y T-peri�odicas provisto de la norma del supremo.

Corolario 1.5.10. Sea � un espacio m�etrico y sea F : IR � IR+ � � ! IR

una funci�on continua tal que F(:; :; �) 2 DT para todo � 2 �. Si �� denota al

atractor global de la ecuaci�on

x0 = xF(t; x; �);

entonces ��(t) es continua en (t; �):

Como consecuencia de los Teoremas 1.5.6.-1.5.8. se tiene el siguiente resul-

tado.

Corolario 1.5.11. Sean F;G 2 DT . Si F � G entonces �F � �G.

En ocasiones podemos tener ecuaciones del tipo (1.14) pero que no veri-

�quen las condiciones del Teorema 1.5.8., por lo que no podr��amos garantizar

la existencia del atractor global. Sin embargo, podemos determinar su estudio

en base al comportamiento de uno asint�otico a �el. De manera m�as precisa, sea

G : [0;+1)� [0;+1)! IR una funci�on continua tal que G(t; x) es localmente

lipschitziana en x. Diremos que G es asint�otica a F 2 DT , si existen sucesiones

fFng; fGng en DT y ftng en [0;+1), veri�cando

1) Fn(t; x) � G(t; x) � Gn(t; x) 8t � tn; x � 0:

2) Fn ! F ; Gn ! F en DT :
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En las condiciones anteriormente expresadas se puede enunciar el siguiente

teorema que trata de reejar un resultado paralelo al establecido en el Teorema

1.5.8..

Teorema 1.5.12. Sea G : [0;+1)� [0;+1)! IR; G(t; x) continua y local-

mente lipschitziana en x. Supongamos que G es asint�otica a F 2 DT , entonces

si u es una soluci�on positiva de la ecuaci�on x0 = xG(t; x), se veri�ca que u

est�a de�nida en [0;+1) y adem�as

u(t)� �F (t)! 0 cuando t! +1;

donde �F denota al atractor global de (1.14).
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Cap��tulo 2

Existencia del Atractor Global

2.1 Introducci�on

Durante el desarrollo de esta primera secci�on vamos a plantear el estudio de

un sistema del tipo Kolmogorov, el cual sabemos que puede aplicarse para

modelar una poblaci�on biol�ogica de n-especies que, dependiendo de las condi-

ciones que de�nen el sistema, pueden estar bajo una situaci�on de mutualismo,

depredador-presa, etc. De una manera m�as concreta hemos adaptado, en este

cap��tulo gran parte de los resultados obtenidos por el prof. Tineo en "On the

Asymptotic Behaviour of some Population Models" [67], a las condiciones en

las que se va a desarrollar esta memoria, para de esta manera poder facilitar las

demostraciones de los resultados a los que llegaremos en cap��tulos posteriores.

Sea,

x0i = xifi(t; x); x = (x1; : : : ; xn) 2 IRn
+
; 1 � i � n (2.1)

donde f = (f1; : : : ; fn) : IR�IRn
+
! IRn es una funci�on continua, y T-peri�odica

en t. Es decir, f(t+ T; x) = f(t; x):

27
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Con el objeto de poder aplicar convenientemente los resultados m�as im-

portantes de ecuaciones diferenciales, supondremos en adelante que la funci�on

f veri�ca la siguiente propiedad:

P ) f posee derivada parcial fx(t; x) de�nida y continua en IR� IRn
+
:

Durante este cap��tulo, ser�a fundamental disponer de las siguientes condi-

ciones o hip�otesis:

H1) Existen constantes positivas c1; : : : ; cn;m tales que,

ci
@fi

@xi
(t; x) +

X
j2Ji

cj

�����@fj@xi
(t; x)

����� � �m 1 � i � n

donde Ji = fj 2 f1; : : : ; ng; j 6= ig:

H2) El sistema (2.1) posee una soluci�on v = (v1; : : : ; vn) de�nida y acotada en

un intervalo terminal de IR, es decir, de la forma [t0;+1) para alg�un t0 2 IR.

En el cap��tulo 3 ejemplos concretos donde la hip�otesis H1 se satisface,

tambi�en hacemos igualmente notar la importancia de las hip�otesis H1) y H2)

para la existencia de lo que de�niremos como el atractor global de (2.1),

pero probaremos m�as adelante que H2) se puede deducir de H1) bajo cier-

tas condiciones para la funci�on f de (2.1), concretamente en el caso donde

la
@fi

@xj
> 0 para i 6= j, la cual determinar�a un caso particular de sistema

kolmogorov que denominamos cooperativo. Este tipo de sistemas ser�a al que

nos dedicaremos de manera esencial en esta memoria, de ah�� la importancia

de la anterior condici�on en muchas de las demostraciones.
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2.2 Atractor Global

Antes de de�nir el atractor global de (2.1) planteamos en primer lugar algunas

cuestiones de notaci�on, las cuales son necesarias para facilitar la redacci�on de

los pr�oximos resultados.

Dado x = (x1; : : : ; xn) 2 IRn, consideramos la norma kxk = jx1j+: : :+jxnj:

Igualmente, denotamos por dom u, al m�aximo dominio de una soluci�on u

de (2.1). Por �ultimo de�nimos,

r(t) :=
nX

j=1

cj

�����ln uj(t)vj(t)

����� ; (2.2)

para u y v dos soluciones positivas de (2.1).

Lema 2.2.1. Sea f : (a; b) ! IR una funci�on diferenciable. Entonces

g(t) := jf(t)j es diferenciable en I = (a; b) n D, donde D es el conjunto nu-

merable dado por, D := ft; a < t < b; f(t) = 0 6= f 0(t)g: Adem�as

g0(t) =

(
sg(f(t))f 0(t) si f(t) 6= 0

0 si f(t) = f 0(t) = 0

Aqu��, sg(x) denota el signo del n�umero real x:

Demostraci�on. En primer lugar es f�acil comprobar que D es numerable ya que

es un conjunto discreto.

Por otra parte si �jamos t0 2 I, tenemos que

a) Si f(t0) 6= 0 entonces g0(t0) = sg(f(t0))f
0(t0) y por tanto g es diferenciable

en t0.

b) Si f(t0) = 0, debe de ser f 0(t0) = 0. Entonces,

g0(t0) = lim
t!t0

g(t)� g(t0)

t� t0
= lim

t!t0

jf(t)� f(t0)j

t� t0
= lim

t!t0

 
jt� t0j

t� t0

�����f(t)� f(t0)

t� t0

�����
!
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el cual existe y es igual a cero ya que f 0(t0) = 0.

Proposici�on 2.2.2. Sea I = dom(u) \ dom(v) 6= ; para u,v dos soluciones

positivas de (2.1). Si se cumple H1), entonces existe un subconjunto numerable

N de I, tal que la funci�on r(t) de�nida en (2.2) es diferenciable en J = I nN ,

y adem�as

r0(t) � �mku(t)� v(t)k para t 2 J:

Demostraci�on. Si llamamos,

gi(t) :=

�����ln ui(t)vi(t)

����� 1 � i � n;

por el Lema 2.2.1., existe Ni � I 1 � i � n, numerable tal que gi es

diferenciable 8t 2 I n Ni. Por tanto r es diferenciable en I n N , donde

N := N1 [ : : : [Nn; as�� para cada t 2 I nN se tiene,

r0(t) =
nX
i=1

cisg(lnui(t)� ln vi(t))

 
u0i(t)

ui(t)
�
v0i(t)

vi(t)

!
;

como ln es una funci�on estrictamente creciente y u; v son soluciones de (2.1),

r0(t) =
nX
i=1

cisg(ui(t)� vi(t))[fi(t; u)� fi(t; v)];

por el teorema del valor medio,

r0(t) =
nX
i=1

cisg(ui(t)� vi(t))

2
4 nX
j=1

aij(t)(uj(t)� vj(t))

3
5

donde,

aij(t) :=
Z

1

0

@fi

@xj
(t; (1� s)v(t) + su(t))ds: (2.3)
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Ya que sg(x)x = jxj obtenemos,

r0(t) =
X
i;j

cisg(ui(t)� vi(t))aij(t)(uj(t)� vj(t)) =

=
nX
i=1

cisg(ui(t)� vi(t))aii(t)(ui(t)� vi(t))+

+
nX

j=1

(
X
i2Jj

cisg(ui(t)� vi(t)))aij(t)(uj(t)� vj(t)) �

nX
j=1

cjjuj(t)� vj(t)jajj(t) +
nX

j=1

0
@X
i2Jj

cijaij(t)j

1
A juj(t)� vj(t)j =

=
nX

j=1

2
4cjajj(t) + X

i2Jj

cijaij(t)j

3
5 juj(t)� vj(t)j:

Por otra parte, de H1) y la de�nici�on de aij se tiene,

ciaii(t) +
X
j2Ji

cjjaji(t)j � �m;

de donde el resultado se sigue f�acilmente.

Proposici�on 2.2.3. Supongamos H1)�H2), y sea u una soluci�on positiva de

(2.1) tal que I = dom(u) \ dom(v) 6= ;, entonces u est�a de�nida en [t0;1)

para cualquier t0 2 I: Adem�as,

u(t)� v(t)! 0 cuando t! +1

donde v es la soluci�on de (2.1) dada en H2):

Demostraci�on. Es claro de la Proposici�on 2.2.2. que r(t) es una funci�on decre-

ciente, as�� si tomamos t0 2 I, tenemos que r(t) � r(t0) 8t 2 [t0;1) \ I por

tanto,

ci

�����ln ui(t)vi(t)

����� �
nX

j=1

ci

�����ln ui(t)vi(t)

����� � r(t0); 1 � i � n:
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En particular existe una constante k > 0 tal que,�����ln ui(t)vi(t)

����� � k 1 � i � n; t 2 I \ [t0;1)

de donde,

e�kvi(t) � ui(t) � vi(t)e
k 8t � t0; t 2 I: (2.4)

Como v est�a acotada en [t0;+1), deducimos de (2.4) que u est�a de�nida

y acotada en [t0;+1):

Por otra parte de la Proposici�on 2.2.2. tenemos,

Z t

t0

ku(s)� v(s)kds �
1

�m
(r(t)� r(t0)) ; t > t0;

y como r(t) es una funci�on positiva y decreciente, posee l��mite � cuando

t! +1, de manera que

Z 1

t0

ku(s)� v(s)kds �
r(t0)� �

m
(2.5)

si llamamos f(t) = kw(t)k, con w(t) = u(t)�v(t) tenemos que f � 0. Adem�as

de (2.5), Z 1

0

f(s)ds < +1:

Tambi�en, jf(t)� f(s)j = jkw(t)k � kw(s)kj � kw(t)� w(s)k:

Como u; v est�an acotadas en [t0;1) y son soluciones de (2.1), deducimos

que u0; v0 tambi�en est�an acotadas en este intervalo y as�� mediante el teorema

del valor medio llegamos a que,

jf(t)� f(s)j � jt� sj supfkw0(�)k ; � 2 (s; t)g

luego f es tambi�en uniformemente continua, con lo que por el Corolario A.1.2.

del Ap�endice, concluimos que f(t)! 0 cuando t! +1:
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Proposici�on 2.2.4. Supongamos H1)�H2). Si u es una soluci�on positiva de

(2.1) y t0 2 dom u. Entonces u est�a de�nida en [t0;1) y adem�as,

u(t)� v(t)! 0 cuando t! +1;

donde v es la soluci�on de (2.1) dada por H2). En particular, u est�a acotada

en [t0;1):

Demostraci�on. Es claro que vk(t) := v(kT + t), es soluci�on de (2.1) para

cada k 2 IN y adem�as, dado que el dominio de vk se ampl��a respecto al de v,

podemos escoger k 2 IN tal que t0 2 dom (vk). Aplicando la Proposici�on 2.2.3.

con vk en lugar de v, obtenemos que u est�a de�nida y acotada en [t0;+1) y

u(t)� vk(t)! 0 cuando t! +1:

Pero de la Proposici�on 2.2.3. con vk en lugar de u se llega a que

vk(t)� v(t)! 0 cuando t! +1;

con lo que f�acilmente se completa la prueba.

Proposici�on 2.2.5. El conjunto S de soluciones T-peri�odicas no negativas

de (2.1) es �nito. De hecho S es no vac��o y contiene a lo sumo 2n elementos.

Demostraci�on. Para cada subconjunto I de In := f1; : : : ; ng sea S(I) el con-

junto de aquellas soluciones T-peri�odicas u = (u1; : : : ; un) tales que ui > 0

8i 2 I y ui � 0 8i 2 InnI. Obviamente S es la uni�on de los S(I) y S(;) = f0g,

es decir, tiene como �unico elemento la soluci�on trivial.
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Veamos ahora que S(I), para I 6= ;, posee a lo sumo un elemento. Para

ello supongamos que u = (u1; : : : ; un) ; w = (w1; : : : ; wn) 2 S(I) y de�nimos,

r(t) =
X
i2I

ci

�����ln ui(t)

wi(t)

����� :

De�nimos aij como en (2.3), y concluimos que fuera de un subconjunto

numerable N de IR,

r0(t) =
X
i2I

cisg(ui(t)� wi(t))
nX

j=1

aij(t)(uj(t)� wj(t)) =

=
nX
i=1

cisg(ui(t)� wi(t))
X
j2I

aij(t)(uj(t)� wj(t))

porque sg(ui(t)� wi(t)) = 0 8i 2 In n I:

Razonando como en la prueba de la Proposici�on 2.2.2., se concluye que

r0(t) � �mku(t)� w(t)k t 2 IR nN: (2.6)

En particular r es decreciente y T-peri�odica y en consecuencia constante.

As�� r0 � 0 en IR y de (2.6) u � w. Luego S(I) posee a lo sumo un elemento,

y por tanto S es no vac��o con a lo sumo 2n elementos.

Para poder probar los pr�oximos resultados de una manera m�as c�omoda,

establecemos las siguientes de�niciones y notaciones. Dado p 2 IRn
+
se de�ne

u(t; p) como la soluci�on de (2.1) que comienza en p ; sea D � IRn
+
el sub-

conjunto de todos los puntos p 2 IRn
+
tal que la soluci�on u(t; p) est�a de�nida

en [0; T ]; de�nimos � : D ! IRn como la aplicaci�on de Poincare, es decir

�(p) := u(T; p) y denotamos por Fix(�) el conjunto de todos los puntos �jos

de �. Es claro que p 2 Fix(�) si y s�olo si u(t; p) es una soluci�on T-peri�odica
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de (2.1). Adem�as dado que �k(p) = u(kT; p) se tiene,

�k+1(p) = �(�k(p)) = �(u(kT; p)) = u(T; u(kT; p)) = u((k + 1)T; p)

Ya que u(t+T; p) es soluci�on de (2.1), se tiene de la Proposici�on 2.2.4. que

u(t+ T; p)� u(t; p)! 0 cuando t! +1, lo cual implica que,

�k+1(p) ��k(p)! 0 cuando k ! +1: (2.7)

Proposici�on 2.2.6. Si fu(kT; p)g tiene una parcial convergente a un punto

q 2 IRn
+
, entonces u(t,q) est�a de�nida en IR y es T-peri�odica. (q 2 Fix(�)).

Demostraci�on. Sea fu(klT; p)g dicha parcial convergente a un punto q, en-

tonces podemos de�nir la sucesi�on fwl : [0; T ]! IRng donde wl(t) := u(klT +

t; p) con l 2 IN 0 � t � T , que por la Proposici�on 2.2.4. est�a acotada uni-

formemente en [0; T ]. Tambi�en,

(wl
i)
0 = u0i(klT + t; p) = wl

ifi(klT + t; wl)

y como fi es T-peri�odica, (w
l
i)
0 = wl

ifi(t; w
l) con lo que f(wl)0g es una suce-

si�on uniformemente acotada en [0; T ]. Por Ascoli, existe una parcial de fwlg

convergente, que por simplicidad la vamos a notar igual, es decir,

wl(t)! w(t) cuando l! +1 uniformemente en [0; T ];

y por el teorema de intercambio de l��mites con derivadas, se tiene

w0i = wifi(t; w) 1 � i � n:

Adem�as,

w(T ) = lim
l!+1

wl(T ) = lim
l!+1

u(klT + T; p) = lim
l!+1

�kl+1(p)
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de donde por (2.7),

w(T ) = lim
l!+1

�kl(p) = lim
l!+1

wl(0) = w(0)

luego, w es peri�odica, y w(t) = u(t; q):

Con todo esto estamos en condiciones de probar el siguiente resultado, el

cual es especialmente importante ya que es a partir de �el cuando obtenemos

las condiciones su�cientes para la existencia de lo que denominaremos como el

atractor global del sistema.

Teorema 2.2.7. Sea el sistema (2.1) veri�cando H1)�H2). Entonces existe

una �unica soluci�on T-peri�odica Uf de (2.1) tal que,

u(t)� Uf (t)! 0 cuando t! +1;

para toda u soluci�on positiva de (2.1).

Demostraci�on. De la proposici�on 2.2.4. se tiene que si u;w son soluciones

positivas de (2.1) entonces,

u(t)� w(t)! 0 cuando t!1: (2.8)

De aqu�� tendr��amos la unicidad con lo que dado p > 0, bastar��a ver la

existencia de una soluci�on T-peri�odica Uf de (2.1) tal que

u(t; p)� Uf (t)! 0 cuando t! +1:

Con este �n notemos que por la Proposici�on 2.2.5., el conjunto Fix(�) es

�nito y no vac��o. En particular se puede escribir,

Fix(�) = fp1; : : : ; psg para algun s � 1:
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TomamosB1; : : : ; Bs bolas cerradas alrededor de p1; : : : ; ps respectivamente,

tal que Bi \Bj = ; si i 6= j: Sea Nj el conjunto de todos los enteros k � 1 tal

que �k(p) 2 Bj, y sea N = IN n (N1 [ : : : [Ns).

A�rmaci�on. N es �nito.

Supongamos por el absurdo que fn1 < n2 < : : : < nk < : : :g es in�nito.

Por la Proposici�on 2.2.4., la sucesi�on fu(nkT; p)g est�a acotada y por tanto

posee un punto l��mite q 2 IRn
+
: De la Proposici�on 2.2.6. tenemos que q 2

Fix(�) = fp1; : : : ; psg, de donde q es el centro de alguna de las Bj, es decir,

N \ Nj 6= ;, lo cual contradice la manera en la que hemos de�nido N y por

tanto la a�rmaci�on es cierta.

En consecuencia existe j tal que Nj es in�nito el cual podemos ordenar de

la siguiente manera Nj = fm1 < m2 < : : :g:

Por la Proposici�on 2.2.6. y la elecci�on de las bolas B1; : : : ; Bs es f�acil ver

que,

�km(p)! pj cuando m! +1: (2.9)

De aqu�� y de (2.7),

�km+1(p)! �(pj) = pj cuando m! +1

y en consecuencia existe k� 2 Nj tal que si k � k� y k 2 Nj entonces k+1 2 Nj,

luego fk 2 IN; k � k�g � Nj y por (2.9)

�k(p)! pj cuando k ! +1:

Tomando Uf (t) = u(t; pj) es claramente una soluci�on T-peri�odica y por el
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Teorema 1.4.3. , se tiene adem�as que,

u(t; p)� Uf (t)! 0 cuando t! +1:

De�nici�on 2.2.8. Llamamos atractor global de (2.1) a una soluci�on T-peri�odica

U , tal que

u(t)� U(t)! 0; cuando t! +1

para toda soluci�on positiva u del sistema (2.1).

Veamos como para el caso aut�onomo, es decir, cuando la funci�on f no

depende de t, el atractor global de (2.1) es constante. Para ello necesitamos

el siguiente lema previo.

Lema 2.2.9. Sea U : IR ! X una funci�on continua y peri�odica de periodos

TN > 0; N 2 IN con fTNg ! 0 cuando N ! +1: Entonces U es constante.

Demostraci�on. Fijemos � > 0, por ser U continua, existe � > 0 tal que

jU(r) � U(0)j < � si jrj < �: (2.10)

Por otra parte como TN ! 0, existe N0 2 IN tal que TN0
< �:

Fijamos t 2 IR arbitrario y recordemos que

t = kTN0
+ r con 0 � r < �; k 2 ZZ: (2.11)

Como U es TN -peri�odica, 8 N 2 IN, se sigue de (2.10) y (2.11) que

jU(t)� U(0)j = jU(kTN0
+ r)� U(0)j = jU(r) � U(0)j < �;

lo que completa la prueba.
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Teorema 2.2.10. Sea Uf el atractor global de

x0i = xif(x) 1 � i � n; (2.12)

donde f = (f1; : : : ; fn) : IR
n
+
! IRn es una funci�on de clase C1 que veri�ca

H1)�H2). Entonces U
f es constante.

Demostraci�on. Como f no depende de t, podemos suponerla TN -peri�odica con

TN = 2�N N 2 IN. Sea U
f
TN

el atractor global TN -peri�odico de (2.12), para

cada N 2 IN, en particular Uf
1 es de per��odo T0 = 1.

Por otra parte,

U
f
1

2

(k + t0) = U
f
1

2

(2k
1

2
+ t0) = U

f
1

2

(t0) k 2 IN

y como Uf
1 es atractor global del sistema (2.12), por el Teorema 2.2.7.,

U
f
1 (k + t0)� U

f
1

2

(k + t0)! 0 cuando k !1:

De aqu�� ,

U
f
1 (t0) = U

f
1

2

(t0):

y en consecuencia,

U
f
1 � U

f
1

2

;

Por tanto Uf
1 tambi�en es de periodo T = 1

2
y de manera an�aloga

U
f
1 � U

f
1

2

� U
f
1

4

: : :

Luego Uf � Uf
1 es de periodo 2�N 8N 2 IN, y por el Lema 2.2.9. con-

cluimos que Uf es constante.



40 2. Existencia del Atractor Global

2.3 Sistemas Cooperativos

Tal y como planteamos al principio de este cap��tulo, probaremos que la hip�ote-

sis H2) no es necesaria para obtener el Teorema 2.2.7. cuando el sistema veri-

�ca algunas condiciones. M�as concretamente, supongamos que la funci�on f

del sistema (2.1) satisface,

@fi

@xj
> 0 si i 6= j; (2.13)

en este caso particularH1) implicaH2). Para probar dicha a�rmaci�on seguimos

un art��culo del profesor Tineo [62] (sometido a publicaci�on).

Esta condici�on implica claramente que el sistema sea cooperativo, la cual

desde el punto de vista biol�ogico viene a decirnos, que cada especie se bene�cia

por la presencia de las dem�as.

Dado que pr�acticamente en el resto de esta memoria nos vamos a dedicar

a sistemas con esta condici�on y seg�un hemos dicho anteriormente esta implica

que el sistema es cooperativo, supondremos, salvo que se diga lo contrario,

que los sistemas cooperativos ser�an aquellos casos particulares de los sistemas

kolmogorov que satisfagan la condici�on (2.13).

Para poder llegar a comprobar que H2) no es necesaria para obtener el

Teorema 2.2.7. en el caso de sistemas cooperativos , debemos de desarrollar

previamente una serie de resultados t�ecnicos que nos ser�an necesarios en alguna

de las demostraciones. Comenzamos con una proposici�on que es consecuencia

de un Teorema de Lazer [46], pero que aqu�� demostramos de manera directa

y simple.



2.3. Sistemas Cooperativos 41

Proposici�on 2.3.1. Sea A = (aij) una matriz n� n continua y T-peri�odica.

Supongamos que existen c1; : : : ; cn constantes positivas tales que,

�mi := ciaii(t) +
X
j2Ji

cjjaji(t)j < 0; t 2 IR; 1 � i � n:

Si �(t) es la matriz fundamental del sistema,

x0 = A(t)x (2.14)

con �(0) = Identidad, entonces el radio espectral de �(T ) es menor que uno.

Demostraci�on. Sea w = (w1; : : : ; wn) una soluci�on de (2.14), y de�namos

r(t) =
nX

j=1

cj jwj(t)j:

Usando el mismo argumento de la Proposici�on 2.2.2. , existe un subcon-

junto numerable N de IR tal que r es diferenciable en IR n N y r0(t) �

�
Pn

i=1mijwi(t)j. Tomando m = minfm1; : : : ;mng y c = maxfc1; : : : ; cng

queda,

r0(t) � �mc�1r(t):

Integrando la desigualdad anterior en [0; T ] queda

r(T ) � exp(�mc�1T )r(0):

De�nimos k:kc en IRn como kxkc := c1jx1j+ : : :+ cnjxnj y as��,

k�(T )xkc � exp(�mc�1T )kxkc: (2.15)

Si � es el valor propio de �(T ), se veri�ca que j�jkxkc = k�(T )xkc para

alg�un x 2 IRn n f0g, y junto con (2.15)se tiene que,

j�jkxkc � exp(�mc�1T )kxkc:
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Simpli�cando, tenemos que j�j � exp(�mc�1T ) < 1, lo que completa la

prueba.

Corolario 2.3.2. Supongamos que se veri�ca H1) y sea U = (U1; : : : ; Un)

una soluci�on T-peri�odica positiva de (2.1). Entonces �0(U(0))� Identidad es

invertible, donde � es la aplicaci�on de Poincare de (2.1).

Demostraci�on. Si calculamos la ecuaci�on en variaciones de (2.1) en U obte-

nemos,

y0i = fi(t; U(t))yi + Ui(t)
nX

j=1

@fi

@xj
(t; U(t)) (2.16)

Sabemos que �(p) = u(T; p) y por tanto �0(p) =
@u

@p
(T; p), de donde por el

Teorema 1.2.9. se tiene que �0(U(0)) = �(T ), siendo � la matriz fundamental

de (2.16) con �(0) = Identidad:

Por otra parte, si hacemos el cambio zi =
yi

Ui

el sistema (2.16) se transforma

en

z0i =
nX

j=1

@fi

@xj
(t; U(t))Uj(t)zj (2.17)

y llamando aij(t) =
@fi

@xj
(t; U(t))Uj(t); tenemos que por H1),

ciaii(t) +
nX

j=1

cjjaji(t)j � �mUi(t) � �mi

con mi > 0 ya que Ui > 0:

Por la Proposici�on 2.3.1. tenemos que si 	(t) es la matriz fundamental de

(2.17) con 	(0) = Identidad , el radio espectral de 	(T ) es menor que uno y

an�alogamente para �(T ) ya que ,

	(T ) = P�(T )P�1 con P = Diag(U1(T ); : : : ; Un(T )):
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Con lo que f�acilmente se completa la prueba.

Para poder probar los resultados que nos hemos planteado en lo que sigue

en este cap��tulo, necesitamos el siguiente lema t�ecnico sobre " continuaci�on de

soluciones ".

Lema 2.3.3. Sea H : D ! IRn una funci�on continuamente diferenciable con

D un subconjunto abierto de [0; 1]� IRn, y supongamos que,

i) H�1(0) es un subconjunto compacto.

ii) H�1(0) \ (f0g � IRn) es un conjunto unitario.

iii) La derivada parcial Hx(�; x) es invertible si H(�; x) = 0

Entonces H�1(0) \ (f1g � IRn) es un conjunto unitario.

Demostraci�on. Para cada � 2 [0; 1], notemos por P� := H�1(0) \ (f�g � IRn).

Es claro por ii) que H(0; x0) = 0 para alg�un x0 2 IRn, de donde por iii) y

el Teorema de la Funci�on Impl��cita, existe � 2 (0; 1] y una funci�on continua

	 : [0; �) ! IRn tal que (�;	(�)) 2 D y H(�;	(�)) = 0 8� 2 [0; �). Es

decir, P� 6= ; para cualquier � 2 [0; �).

A�rmaci�on 1. Existe � 2 (0; 1] tal que P� es un conjunto unitario para todo

� 2 [0; �):

Razonando por reducci�on al absurdo, suponemos que existen dos sucesiones

(�k; xk), (�k; yk) con �k ! 0; xk 6= yk y H(�k; xk) = H(�k; yk) = 0.

Por tanto se tiene que (�k; xk),(�k; yk)2 H�1(0) y por i), podemos encontrar

parciales convergentes, es decir

xki ! �x; yki ! �y cuando ki ! +1:

Y por la continuidad de la funci�on H tenemos H(0; �x) = H(0; �y) = 0 de
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donde por ii) deducimos que �x = �y = x0:

Por el Teorema del Valor Medio,

0 = H(�k; xk)�H(�k; yk) =
Z

1

0

Hx(�k; (1� s)yk + sxk)ds (xk � yk):

Llamando wk =
xk � yk

kxk � ykk
queda

�Z
1

0

Hx(�k; (1 � s)yk + sxk)ds

�
wk = 0;

tomando w un punto l��mite de wk, se tiene

Hx(0; x0)w = 0; (2.18)

como kwkk = 1 8 k se obtiene de (2.18) y iii) una contradicci�on lo que prueba

la A�rmaci�on 1.

A�rmaci�on 2. Para el � dado en la A�rmaci�on 1, se tiene que P� es un

conjunto unitario.

Es claro que P� no es vacio ya que tomando f�kg ! � con 0 < �k < � 8k

, por i) � ii) y la A�rmaci�on 1 existe xk 2 D con fxkg ! �x donde adem�as

(�k; xk) 2 P�k , tomando l��mites,

(�k; xk)! (�; �x) cuando k ! +1:

y por la continuidad de H, se tiene que H(�; �x) = 0.

Sean (�; x1); (�; x2) 2 P�. Por iii) y el Teorema de la Funci�on Implicita,

existe � 2 (0; �) y funciones 	1;	2 : [�; �]! IRn con 	1(�) = x1 , 	2(�) = x2

y H(�;	i(�)) = 0 i = 1; 2; � 2 [�; �]:
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De la A�rmaci�on 1 sabemos que 	1(�) = 	2(�) � 2 (�; �), por tanto

tomando l��mite cuando �! � queda x1 = 	1(�) = 	2(�) = x2. Con lo que la

A�rmaci�on 2 queda totalmente probada.

De�nimos E := f� 2 (0; 1]; P� es unitario 8� 2 [0; �)g. Claramente es un

conjunto no vac��o y acotado. Llamamos �0 = supE:

Por la A�rmaci�on 2 tenemos que si �1 2 E, entonces [0; �1] � E, con lo que

el conjunto E es un intervalo, adem�as si � 2 [0; �0] por an�alogos argumentos a

los utilizados en la demostraci�on de la A�rmaci�on 2, tenemos que � 2 E y por

otra parte, es inmediato que E � [0; �0], de donde se deduce que E = [0; �0],

es decir, �0 � 1: Para �nalizar supongamos que �0 < 1, entonces por el mismo

argumento de la A�rmaci�on 2, existe un entorno N�0 de �0 donde P� es unitario

8� 2 N�0, en particular podemos tomar � > �0, lo que contradice el que

�0 = supE, por tanto �0 = 1, con lo que la prueba est�a completa.

Teorema 2.3.4. Si adem�as de H1) y (2.13) se veri�ca,

Z T

0

fi(t; 0)dt > 0 8i; (2.19)

Entonces (2.1) posee una soluci�on T-peri�odica positiva.

Demostraci�on. En primer lugar notamos que la condici�on H1) para el caso

cooperativo, es decir cuando se veri�ca (2.13), la podemos expresar de la sigui-

ente manera,
nX

j=1

cj
@fj

@xi
� �m:

Dado x = (x1; : : : ; xn) 2 IRn, de�nimos S(x) := x1 + : : :+ xn; y

f�i (x) = 1 + c�1i [1 + S(x)� (n+ 1)xi]; 1 � i � n:
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Claramente f� := (f�
1
; : : : ; f�n) satisface H1) y (2.19). De hecho,

nX
j=1

cj
@f�j

@xi
� �1; 8i:

Notemos tambi�en que f�(x�) = 0 , en donde x� = (x�
1
; : : : ; x�n), con

x�i = 1 + (n+ 1)�1(ci + S(c)) y c = (c1; : : : ; cn):

Por otra parte, para cada � 2 [0; 1] de�nimos,

f� := (f�
1
; : : : ; f�n ) : IR� IRn

++
! IRn; f�i (t; x) = (1� �)f�i (x) + �fi(t; x);

donde IRn
++

:= fx 2 IRn; x > 0g y adem�as se cumple,

nX
j=1

cj
@f�j

@xi
(t; x) � � �m: (2.20)

con �m := minf1;mg:

Es claro que esta parametrizaci�on determina que f0i = f�i ; f1i = fi 8i:

Sea �� : D� ! IRn la aplicaci�on de Poincare para el sistema,

x0i = xif
�
i (t; x1; : : : ; xn) 1 � i � n: (2.21)

Es sabido que D� es un subconjunto abierto de IRn el cual eventualmente

pudiera ser vac��o. Tambi�en sabemos que, por el Teorema sobre la dependencia

continua de los par�ametros, D := f(�; x) 2 [0; 1] � IRn; x 2 D�g es un

abierto de [0; 1] � IRn, y H : D ! IRn; H(�; x) = ��(x) � x; es una funci�on

continuamente diferenciable. Vamos a tratar de aplicarle a la funci�on H el

resultado obtenido en el Lema 2.3.3. para de esta manera concluir con la

demostraci�on del presente Teorema. Por (2.20) y el Corolario 2.3.2. se tiene

que Hx(�; x) es invertible para todo (�; x) 2 H�1(0), y as�� la funci�on H veri�ca

el apartado iii) del Lema 2.3.3.
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Tambi�en hemos visto que H(0; x�) = �0(x
�) � x� = 0, lo que por el Teo-

rema 2.2.10., implica H�1(0) \ (f0g � IRn) = f(0; x�)g: Es decir, H veri�ca

el apartado ii) del Lema 2.3.3.. Para poder aplicar el citado Lema, nos hace

falta comprobar el apartado i), es decir, que H�1(0) es un compacto.

Sea f(�k; xk)g una sucesi�on de H�1(0) y llamamos uk = (uk
1
; : : : ; ukn) a la

soluci�on positiva T-peri�odica de la ecuaci�on,

x0i = xi[(1� �k)f
�
i (x) + �kfi(t; x)] 1 � i � n;

con uk(0) = xk:

A�rmaci�on. La sucesi�on (uk) est�a uniformemente acotada, es decir existe

M > 0 tal que kuk(t)k �M para todo t 2 IR y k 2 IN:

Para comprobar dicha a�rmaci�on, de�nimos

Wk(t) :=
nX

j=1

cj ln(u
k
j (t)); �k(t) :=

nX
j=1

cjf
�k
j (t; x):

Por (2.20) tenemos que

@�k

@xi
(t; x) � � �m; 8k; t; x

de donde junto con el Teorema del Valor Medio,

�k(t; x) � �k(t; 0)� �mkxk � K � �mkxk;

para alguna constante K > 0. Por tanto

W 0
k(t) = �k(t; u

k(t)) � K � �m
nX

j=1

ukj (t) � K �
�m

c

nX
j=1

cju
k
j (t)

con c = maxfci; i = 1; : : : ; ng. En particular

W 0
k(t) � K �

�m

c

nX
j=1

cj lnu
k
j (t) = K �

�m

c
Wk(t):
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Como Wk es T-peri�odica, alcanza su m�aximo y por tanto

max(Wk(t)) �
Kc

�m
;

de donde,

uk
1
(t)c1 : : : ukn(t)

cn �M; (2.22)

Ya que f�(0) > 0, se sigue de (2.19) que,

Z T

0

f�i (t; 0)dt > 0; � 2 [0; 1]; 1 � i � n: (2.23)

Consideremos ahora, para � 2 [0; 1], la siguiente ecuaci�on de log��stica.

z0 = zf�i (t; zei) 1 � i � n (2.24)

con ei � (0; : : : ; 1; : : : ; 0); es decir, 1 en la i-�esima coordenada y 0 en el resto.

Como f� veri�ca (2.20), en particular se tiene que
@f�i
@xi

�
� �m

ci
< 0 de

donde f�i (t; zei) ! �1 cuando z ! +1 uniformemente en � 2 [0; 1] y

t 2 [0; T ]; por tanto existe R > 0 para el que se veri�ca
R T
0
f�i (t; R) < 0. Por el

Teorema 1.5.8. existe una �unica soluci�on T-peri�odica positiva Ui(t; �) 1 �

i � n de (2.24); que atrae a todas las soluciones positivas del sistema y donde

adem�as por (2.23) y el Teorema 1.5.8. se cumple que Ui(t; �) > 0 8i: Notamos

tambi�en que por el Corolario 1.5.10., Ui(t; �) es continua respecto de las dos

variables (t; �) y en consecuencia,

� := minfUi(t; �) : 1 � i � n; t 2 [0; T ]; � 2 [0; 1]g > 0:

Por (2.13) es claro que f�i (t; x) � f�i (t; xiei) para x 2 IRn
+
, de donde uti-

lizando el mismo razonamiento empleado por el Prof. Tineo en el teorema 1.1
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de [64], llegamos a que,

uki (t) � Ui(t; �k) � � > 0 8i = 1; : : : ; n (2.25)

y �jando k 2 f1; : : : ; ng se sigue de (2.22) que,

�S(c)�ciuki (t)
ci �M: (2.26)

Con lo que la a�rmaci�on es cierta.

De la anterior a�rmaci�on y (2.21) concluimos que la sucesi�on de derivadas

((uk)0) es uniformemente acotada, y por el Teorema de Ascoli existe una

parcial uniformemente convergente a una funci�on continua T-peri�odica

v = (v1; : : : ; vn) : IR! IRn, la cual por simplicidad en la notaci�on la vamos a

escribir igual.

Por otra parte como �k 2 [0; 1], podemos suponer que converge a un punto

�, de donde es f�acil probar que v es soluci�on del sistema,

x0i = xif
�
i (t; x); 1 � i � n:

As�� (�k; u
k)! (�; v), y en particular se tiene que xk = uk(0), lo que implica

que (�k; x
k) ! (�; v(0)) 2 H�1(0) , por tanto H�1(0) es compacto, y por el

Lema 2.3.3. se deduce que (2.1) posee una soluci�on T-peri�odica que adem�as es

positiva ya que por (2.25) vi(t) > � 8t 2 IR; 1 � i � n; lo que completa la

prueba.

Teorema 2.3.5. Si el sistema (2.1) veri�ca H1) y (2.13). Entonces cada

soluci�on positiva est�a de�nida en [t0;+1) para t0 2 IR. M�as a�un, dicho

sistema tiene una soluci�on T-peri�odica U tal que,

u(t)� U(t)! 0 cuando t! +1
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para cualquier soluci�on positiva u del sistema.

Demostraci�on. Fijamos p > 0 en IRn tal que p + f(t; 0) > 0 para todo t 2 IR

y de�nimos g(t; x) := p+ f(t; x). Por el Teorema 2.3.4. y el Teorema 2.2.7. se

tiene que cada soluci�on positiva del sistema,

x0i = xigi(t; x) 1 � i � n (2.27)

est�a de�nida y acotada en alg�un intervalo terminal de IR:

Sea u una soluci�on de (2.1) con u(0) > 0 y sea v la soluci�on de (2.27)

determinada por la condici�on inicial v(0) = u(0). Dado que g(t; x) > f(t; x),

por el Teorema 1.3.4. se veri�ca u(t) � v(t) 8t � 0 del dom (u)\ dom (v), de

donde claramente u est�a de�nida y acotada en [t0;+1) para t0 2 IR, es decir

el sistema (2.1) veri�ca la condici�on H2) y el resultado se sigue del Teorema

2.2.7.

Es interesante resaltar que si un sistema cooperativo, como el que esta-

mos considerando, posee una soluci�on T-peri�odica positiva, entonces �esa es el

atractor global, mientras que si se tiene una soluci�on T-peri�odica no negativa

( con alguna componente nula ) ya no es tan evidente que ella sea el atractor

global, lo cual ser�a uno de los objetivos de esta memoria, el cual probaremos

posteriormente.

Corolario 2.3.6. Si fi(t; x) veri�ca H1) y es de la forma,

fi(t; x) = ai(t)�
nX

j=1

bji(t)xj 1 � i � n;

para ai(t); bij(t) : IR ! IR funciones T-peri�odicas. Entonces el resultado

obtenido en el Teorema 2.3.5. es igualmente cierto.
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Demostraci�on. Tomamos m0 > 0 con m0 > ai(t) y de�nimos �ii(t) := bii(t);

�ij := �jbijj i 6= j y gi(t; x) := m0 �
nX

j=1

�ij(t)xj 1 � i � n; como por H1)

existen constantes positivas c1; : : : ; cn;m tales que

cibii(t) +
X
j2Ji

cjjbji(t)j � �m;

en particular, g satisface las hip�otesis de Teorema 2.3.5. , como adem�as f(t; x) �

g(t; x), utilizando el mismo argumento empleado en la demostraci�on de Teo-

rema 2.3.5. se completa la prueba.
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Cap��tulo 3

Continuidad del Atractor

3.1 Introducci�on

Este cap��tulo determina el n�ucleo fundamental de esta memoria, donde se

desarrolla un teorema de continuidad para el atractor global del sistema (2.1).

Por tanto es importante tener presentes las hip�otesis planteadas en el cap��tulo

anterior para, de esta manera, garantizar la existencia del citado atractor

global del sistema.

M�as concretamente volvemos a considerar un sistema peri�odico Kolmogorov

de la forma,

x0i = xifi(t; x); x = (x1; : : : ; xn) 2 IRn
+
; 1 � i � n;

donde f = (f1; : : : ; fn) : IR�IRn
+
! IRn es una funci�on continua, y T-peri�odica

en t, a la que recordamos se le supone que veri�ca la propiedad P )( del cap��-

tulo anterior) y donde para poder disponer de las principales conclusiones del

Cap��tulo 2, es necesario tener en cuenta las hip�otesis H1) �H2), as�� como la

condici�on (2.13), que por comodidad en la notaci�on, la vamos a considerar

53
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como una nueva hip�otesis sobre (2.1), concretamente:

H3)
@fi

@xj
> 0 para i 6= j:

Esta hip�otesis sabemos que determinar�a los sistemas que hemos de�nido

como cooperativos, los cuales recordamos que desde el punto de vista biol�ogico

representa aquellas situaciones en las que cada especie, de las n modeladas

por el sistema, se bene�cia en su desarrollo por la presencia de las dem�as.

Tambi�en recordamos que, seg�un hemos comprobado en el cap��tulo anterior

esta condici�on junto con H1) implicaH2), reduci�endose as�� para estos sistemas

las hip�otesis necesarias que garantizan la existencia del atractor global.

Veamos en primer lugar un ejemplo de un sistema donde estas condiciones

se satisfacen.

Ejemplo. Sea,

x0i = xi

2
4ai � 3X

j=1

bijxj

3
5 1 � i � 3 (3.1)

donde ai; bij 2 IR; con bii > 0 y bij < 0 8i 6= j:

Se comprueba de manera inmediata mediante simples c�alculos que, si se

veri�ca que detB > 0 donde B = (bij) entonces el sistema (3.1) satisface las

hip�otesis del Teorema 2.2.7. y por tanto tendr��amos garantizada la existencia

del atractor global para dicho sistema. Concretamente, debemos encontrar

c1; c2; c3 constantes positivas tales que,

3X
j=1

cjbij > 0 i = 1; 2; 3

o sea, B�C� > 0; donde B� es la matriz traspuesta de B y C� es el vector

columna de C = (c1; c2; c3). As�� el problema planteado se reduce a encontrar
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p 2 Int(IR3

+
) tal que,

(B�)�1p > 0: (3.2)

Como det (B) > 0, existe B�1 y adem�as si calculamos expl��citamente la

matriz B�1, se tiene

B�1 = (dij) con dij > 0 8i; j (3.3)

lo que junto con (3.2) nos lleva a que se veri�ca H1) y por el Corolario 2.3.6.

tenemos la existencia del atractor global para (3.2).

Hacemos notar que por id�enticos argumentos , y de una manera m�as sen-

cilla, el resultado anterior es igualmente v�alido para cuando en el sistema (3.1)

la matriz B sea de 2 � 2 y el det B > 0. Por tanto, a partir de aqu��, tenemos

ejemplos concretos donde las condiciones para la existencia del atractor global

del sistema se satisfacen, alguno de los cuales analizaremos de manera m�as

precisa en el Cap��tulo 5.

Tambi�en podemos comprobar mediante el siguiente ejemplo que esta condi-

ci�on, es decir det B > 0, no resulta su�ciente para el caso donde B sea una

matriz de 4 � 4.

Ejemplo. Dada,

B �

0
BBB@

10 �100 �1 �10
�55 10 �100 �1
�10 �1 10 �90
�1 �5 �9 10

1
CCCA ;

se tiene que det B > 0, y obviamente veri�ca las condiciones del sistema (3.1),

sin embargo si calculamos el Adj (a11) resulta negativo, con lo que en este caso

no podemos garantizar (3.3), es decir (3.2) puede no veri�carse y la condici�on

de que el det B > 0 no seria su�ciente en este caso.
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3.2 Teorema de Continuidad.

Tal y como hemos expuesto al comienzo de este cap��tulo vamos a estudiar

la continuidad del atractor global de (2.1), que notamos Uf , respecto de la

funci�on f que determina dicho sistema obteniendo un resultado preciso para

el caso en el que sea cooperativo, es decir cuando la funci�on f veri�que la

hip�otesis H3). Para ello es necesario de�nir unos espacios de funciones, que

ser�an en los que posteriormente nos desenvolveremos.

De�nimos FT como el espacio de todas las funciones continuas y T-peri�odi-

cas en t, f = (f1; : : : ; fn) : IR � IRn
+
! IRn satisfaciendo la propiedad P ), al

que vamos a dotarlo de la topolog��a T generada por la siguiente familia de

seminormas,

kfkK = maxfsup fkf(t; x)k; (t; x) 2 IR�Kg; sup fkfx(t; x)k; (t; x) 2 IR�K gg

donde K es cualquier subconjunto compacto de IRn
+
. Adem�as de la discursion

en "Introduction to Functional Analysis" [61] pag. 143-147, se sigue que dicha

topolog��a es metrizable, de hecho es localmente convexa y se veri�ca que FT

tienen una m�etrica invariante por traslaciones, que genera la topolog��a en

cuesti�on.

De�nimos tambi�en AT como el subconjunto de FT formado por todas las

funciones f 2 FT que satisfacen H1)�H2), con el que establecemos la siguiente

funci�on,

U : AT ! CT (IR; IR
n); U(f) = Uf : (3.4)

Veremos que es una funci�on continua para cada f 2 AT tal que Uf > 0,

donde CT (IR; IR
n) representa el espacio de todas las funciones u : IR ! IRn
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continuas y T-peri�odicas provisto de la norma del supremo,

kuk0 = supfkuk; t 2 IRg:

Para c1; : : : ; cn;m constantes positivas �jas de�nimos �T (c;m; n), como el

subconjunto de FT formado por aquellas funciones que veri�can H1) y H3).

En particular, seg�un vimos en la demostraci�on del Teorema 2.3.5., podemos

a�rmar que la relaci�on entre los conjuntos de�nidos anteriormente es,

�T (c;m; n) � AT � FT :

Veamos en primer lugar una propiedad de monoton��a para los atractores

globales, respecto del orden usual en el espacio de funciones.

Proposici�on 3.2.1. Sean f; g dos funciones de �T con g � f . Entonces se

veri�ca que Ug � Uf :

Demostraci�on. Si v(t) es una soluci�on positiva de x0i = xigi(t; x), por el Teo-

rema 2.3.5. tenemos,

v(t)� Ug(t)! 0 cuando t! +1: (3.5)

Por otra parte, si u(t) es una soluci�on de (2.1) con u(0) � v(0), dado que

g � f , tenemos que por el Teorema 1.3.4.,

u(t) � v(t) 8t � 0: (3.6)

Tambi�en tenemos que por el Teorema 2.3.5.

u(t)� Uf (t)! 0 cuando t! +1; (3.7)
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restando (3.7) y (3.5) nos queda que,

h
(u(t)� v(t))�

�
Uf (t)� Ug(t)

�i
! 0 cuando t! +1;

lo que junto con (3.6) implica,

Uf (t) � Ug(t) 8t 2 IR;

ya que Uf ; Ug son funciones T-peri�odicas.

Teorema 3.2.2. Si el atractor global Uf de (2.1) es positivo. Entonces la

funci�on de�nida en (3.4) es continua en f .

Demostraci�on. Sea C1T (IR; IR
n) el espacio de todas las funciones continua-

mente diferenciables y T-peri�odicas u : IR! IRn provisto de la norma kuk1 =

maxfkuk0; ku
0k0g y sea P = fu 2 C1T (IR; IR

n) : u > 0g.

De�nimos � : P � AT (IR; IR
n)! CT (IR; IR

n) como �(x; g) = x0 � G(:; x);

donde G(t; x) = (x1g1(t; x); : : : ; xngn(t; x)) para g = (g1; : : : ; gn) y x =

(x1; : : : ; xn) 2 IRn
+
: De esta manera los ceros de la funci�on � corresponden

con las soluciones T-peri�odicas positivas del sistema,

x0i = xigi(t; x) 1 � i � n: (3.8)

Se prueba que � es continua y adem�as posee derivada parcial continua

�x : PT �AT ! L(C1T ; CT (IR; IR
n)):

De hecho,

�x(x; g)u = u0 �Gx(:; x)u (3.9)



3.2. Teorema de Continuidad. 59

Veamos que �x(U
f ; f) es invertible, para lo cual suponemos la existencia

de w tal que �x(U
f ; f)w = 0 luego por (3.9) tenemos,

w0i = fi(t; U
f (t))wi + U

f
i (t)

nX
j=1

@fi

@xj
(t; Uf (t))wi 1 � i � n;

si hacemos el cambio de variable vi =
wi

U
f
i

, el sistema queda,

v0i =
nX

j=1

@fi

@xj
(t; Uf(t))Uf

j (t)vj; (3.10)

el cual tiene por soluci�on v = (v1; : : : ; vn).

Sea A =

 
@fi

@xj
(t; Uf(t))Uj(t)

!
, por H1),

ci
@fi

@xi
(t; Uf(t))Uf

i (t) +
X
j2Ji

cj

�����@fj@xi
(t; Uf(t))

�����Uf
i (t) � �mU

f
i (t) < 0

tambi�en A es continua y T-peri�odica, luego por la Proposici�on 2.3.1. el radio

espectral de 	(T ) es menor que uno, para 	 matriz fundamental de (3.10),

lo que signi�ca que 	(T ) � I es invertible. Por tanto por el Teorema 1.4.5.

tenemos que v = 0. Esto prueba que �x(U
f ; f) es inyectiva y por la teor��a de

Fredholm tenemos que �x(U
f ; f) es un isomor�smo.

Como Uf es una soluci�on T-peri�odica del sistema (2.1), se veri�ca que

�(Uf ; f) = 0, adem�as �x(U
f ; f) es invertible, luego por el Teorema A.2.1. de

la Funci�on Impl��cita del Ap�endice, existe una funci�on continua ' : N ! P

de�nida en un entorno N de f tal que '(f) = Uf y donde �('(g); g) = 0 para

toda g 2 N .

Por la continuidad de la funci�on ' y dado que Uf > 0, podemos suponer

que '(g) > 0 8g 2 N . Por tanto seg�un hemos de�nido �, tenemos que
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'(g) es una soluci�on T-peri�odica del sistema (3.9), que adem�as es positiva.

Pero tambi�en U(g) = Ug es soluci�on T-peri�odica positiva de dicho sistema, de

donde f�acilmente deducimos,

'(g) � Ug = U(g):

Por tanto ' � U , lo que completa la prueba. .

Para poder generalizar el teorema anterior al caso en el que el atractor

Uf pueda poseer componentes nulas, necesitamos veri�car antes los siguientes

resultados.

Lema 3.2.3. Dada F : IR� IRn
+
� �T (c;m; n)! IRn,

F (t; x; g) = (x1g1(t; x); : : : ; xngn(t; x));

entonces F es continua y localmente lipschitziana.

Demostraci�on. Para ver la continuidad de�nimos,

H : IR� IRn
+
��T (c;m; n)! IRn ; H(t; x; g) = g(t; x);

D : IRn � IRn ! IRn ; D(x; y) = (x1y1; : : : ; xnyn) (3.11)

Obviamente D es continua, por tanto F lo ser�a si tambi�en lo es H. Sin

embargo esta a�rmaci�on se sigue de la convergencia en FT (fn
FT�!f), ya que

esta supone convergencia uniforme en IR � K de las fn a f , junto con las

derivadas (fn)x a fx.

Para ver que F es localmente lipschitziana respecto de x, �jamos (t0; x0; g0) 2

IR � IRn
+
� �T (c;m; n), con lo que debemos encontrar entornos Nt0; Nx0; Ng0
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de t0; x0; g0 respectivamente y una constante L > 0 tal que,

kF (t; x; g)� F (t; z; g)k � Lkx� zk

si t 2 Nt0; x; y 2 Nx0 ; g 2 Ng0:

Recordamos que kxk = jx1j+: : :+jxnj de manera que, kD(x; y)k � nkxkkyk

para D la funci�on de�nida en (3.11). De aqu��,

kF (t; x; g)� F (t; z; g)k = kD(x;H(t; x; g))�D(z;H(t; z; g))k �

� kD(x;H(t; x; g))�D(z;H(t; x; g))k+ kD(z;H(t; x; g))�D(z;H(t; z; g))k

y usando la bilinealidad de D, queda

kF (t; x; g)� F (t; z; g)k � nkx� zkkg(t; x)k+ nkzkkg(t; x)� g(t; z)k: (3.12)

Ya que (g0)x es continua, existe r > 0 tal que,

k(g0)x(t; x)� (g0)x(t0; x0)k � 1 si jt� t0j � r kx� x0k � r:

Es decir,

k(g0)x(t; x)k � L0 := 1 + k(g0)x(t0; x0)k (3.13)

con jt� t0j � 1 y x 2 K := fx 2 IRn
+

: kx�x0k � rg. Fijamos g 2 BK(g0; 1),

entonces

kg(t; x)� g0(t; x)k < 1 ; kgx(t; x)� (g0)x(t; x)k < 1 8t 2 R 8x 2 K:

De aqu�� y de (3.13),

kg(t; x)k � 1+kg0(t; x)k ; kgx(t; x)k � 1+k(g0)x(t; x)k � L1 := 1+L0; (3.14)
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donde jt� t0j � r; x 2 K y g 2 BK(g0; 1):

Sea M0 = supfkg0(t; x)k; jt� t0j � r kx�x0k � rg; entonces kg(t; x)k �

1 +M0 y de (3.12),

kF (t; x; g)� F (t; z; g)k � nM1kx� zk+ n[r + kxk]L1kx� zk;

con x; z 2 K; jt � t0j < r y g 2 BK(g0; 1), ya que kz � x0k � r y de (3.14)

junto con el teorema del valor medio,

kg(t; x)� g(t; z)k � kx� zk sup
�2[x;z]

kgx(t; �)k;

donde � varia en el segmento lineal que une x con z:

El resultado se termina tomando L = nM1 + nL1[r + kx0k]:

Lema 3.2.4. Sea u : K � � ! X una aplicaci�on continua, con K;�;X

espacios m�etricos y K compacto. Entonces dada g0 2 � y � > 0, existe N

entorno de g0 tal que,

d(u(�; g); u(�; g0)) � � 8� 2 K; 8g 2 N:

Demostraci�on. Dado �0 2 K por la continuidad de la funci�on u, existe un

entorno N(�0) de g0 en � y un entorno V (�0) de �0 en K tal que

d(u(�; g); u(�0; g0)) � � 8g 2 N(�0); 8� 2 V (�0): (3.15)

Como fV (�0); �0 2 Kg determina un recubrimiento de abiertos de K y �este

es compacto, existe �1; : : : ; �q 2 K tal que V (�1); : : : ; V (�q) cubren a K: De

donde tomando N = N(�1) \ : : : \ N(�q) y (3.15) se completa facilmente la

prueba. .
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Proposici�on 3.2.5. Dada f 2 �T (c;m; n), existe un entorno N de f tal que

el conjunto fUg; g 2 Ng est�a acotado en C1T (IR; IR
n):

Demostraci�on. Fijamos en primer lugar un entorno N0 de f en �T (c;m; n) tal

que,

supfkg(t; 0)k; g 2 N0; t 2 IRg < +1: (3.16)

Dada g 2 N0 y Ug = (Ug
1 ; : : : ; U

g
n), de�nimos Ig := fi 2 f1; : : : ; ng

;Ug
i > 0g; de esta manera podemos establecer la siguiente funci�on

'g(t; x) =
X
j2Ig

cjgj(t; x) si Ig 6= ;;

y

'g(t; x) � 0 si Ig = ;:

Por tanto para i 2 Ig tenemos,

@'g

@xi
(t; x) =

X
j2Ig

cj
@gj

@xi
(t; x) �

nX
j=1

cj
@gj

@xi
(t; x) � �m

ya que g satisface H1) y H3):

Por otra parte, Ug
i � 0 si i =2 Ig, lo que junto con el teorema del valor

medio implica la existencia de �t 2 IRn
+
tal que

'g(t; U
g(t))� 'g(t; 0) =

nX
i=1

@'g(t; �t)

@xi
Ug
i (t)

� �m
X
i2Ig

Ug
i (t) = �m

nX
i=1

Ug
i (t) = �mkUg(t)k: (3.17)

Por (3.16) existe una constante M0 > 0 tal que 'g(t; 0) � M0 para todo

g 2 N0 y t 2 IR y as�� de (3.17) se tiene,

'g(t; U
g(t)) � 'g(t; 0)�mkUg(t)k �M0 �mkUg(t)k:
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De�nimos,

Wg :=
X
j2Ig

cj lnU
g
j (t); g 2 N0

de donde,

W 0
g = 'g(t; U

g(t)) �M0 �mkUg(t)k; (3.18)

pero dado que Wg es T-peri�odica, entonces W
0
g(tg) = 0 para alg�un tg 2 [0; T ]

y por (3.18) existe R0 > 0 tal que,

kUg(tg)k � R0 8g 2 N0: (3.19)

Dada g = (g1; : : : ; gn) 2 N0, denotamos por u(t; �; �; g) la soluci�on del

problema,

x0i = xigi(t; x); 1 � i � n; x(�) = �;

con � 2 [0; T ] y � 2 IRn
+
:

Por el Lema 3.2.3. F : IR � IRn
+
� �T (c;m; n) ! IRn ; F (t; x; g) =

G(t; x) = (x1g1(t; x); : : : ; xngn(t; x)) es continua y localmente lipschitziana,

entonces tambi�en lo es u como funci�on de sus cuatro variables, de donde si

tomamos en el Lema 3.2.4.K = f(t; �; x); � 2 [0; T ]; t 2 [�; �+T ]; kxk � R0g;

� = �T (c;m; n) y X = IRn, existe un entorno N1 de f contenido en N0 tal

que

ku(t; �; x; g)� u(t; �; x; f)k � 1;

para g 2 N1, � 2 [0; T ], t 2 [�; �+ T ], kxk � R0:

De donde, existe R > 0 tal que,

ku(t; �; x; g)k � R; (3.20)
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para g 2 N1, � 2 [0; T ], t 2 [�; �+ T ] y kxk � R0:

Fijamos ahora un entorno N de f contenido en N1 de manera que,

kg(t; x)� f(t; x)k � 1 si g 2 N y kxk � R;

entonces existe M > 0 veri�cando,

kg(t; x)k �M si g 2 N y kxk � R;

en particular como kxk � R, se tiene

kG(t; x)k �M si g 2 N y kxk � R; (3.21)

para G(t; x) = (x1g1(t; x); : : : ; xngn(t; x)):

Por otra parte Ug(t) = u(t; tg; U
g(tg); g); as�� para cada t 2 [tg; tg + T ];

kUg(t)� Ug(tg)k = ku(t; tg; U
g(tg); g)� u(tg; tg; U

g(tg); g)k �

jt� tgj supfku
0(s; tg; U

g(tg); g)k; s 2 [tg; tg + T ]g �

T: supfkG(t; u(t; �; x; g))k; g 2 N1; � 2 [0; T ]; t 2 [�; �+ T ] y kxk � R0g

de donde por (3.20),

kUg(t)� Ug(tg)k � T: supfkG(t; z)k; kzk � R; g 2 Ng;

y por (3.21),

kUg(t)� Ug(tg)k �MT 8g 2 N t 2 [tg; tg + T ]:

Lo que junto con (3.19), implica que fUg : g 2 Ng es acotado en CT (IR; IR
n):
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Como la acotaci�on es en C1T (IR; IR
n), necesitamos comprobar que tambi�en

est�an acotadas las derivadas, pero sabemos que (Ug)0 = G(t; Ug).

Tomando un entorno de f incluido en N ( el cual por comodidad en la

notaci�on vamos a escribir igual) donde,

kg(t; x)� f(t; x)k � 1 si kxk � R0 +MT; g 2 N

y por an�alogo razonamiento al empleado anteriormente, se tiene

kG(t; x)k � �M para kxk � R0 +MT; g 2 N

de donde concluimos, k(Ug)0(t)k � �M 8g 2 N:

Teorema 3.2.6. La funci�on U : �T (c;m; n) ! CT (IR; IR
n); U(f) = Uf , es

continua.

Demostraci�on. Sea f 2 �T (c;m; n), y de�namos el siguiente conjunto de

indices, I := fi 2 f1; : : : ; ng ;Uf
i > 0g.

Caso 1. Si I = ; ; U
f
i = 0 8i. Sea N el entorno determinado por la

Proposici�on 3.2.5. y supongamos que existe una sucesi�on fgkg ! f tal que

inffkUgkk; k 2 INg > 0 (3.22)

Como N es entorno de f podemos suponer que gk 2 N , con lo que por la

Proposici�on 3.2.5. tendr��amos que las funciones Ugk estar��an acotadas al igual

que sus derivadas, y por el Teorema de Ascoli existe una parcial convergente

que por simplicidad en la notaci�on la llamamos igual, es decir,

fUgkg ! W uniformemente en un compacto,
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con W : IR! IRn
+
funci�on T-peri�odica, adem�as por el Teorema de Intercambio

de L��mites con Derivadas tenemos que W es soluci�on de (2.1).

Sea z una soluci�on positiva de (2.1) con z(0) > W (0), por el Corolario

1.3.5., llegamos a que

z(t) � W (t) � 0 8t � 0:

Del Teorema 2.2.7. sabemos que z(t) ! 0 cuando t ! +1, por tanto

W (t)! 0 cuando t!1 y as��,

fUgk(t)g ! 0 uniformemente en t,

lo cual contradice (3.22) y completa la prueba en este caso.

Caso 2. Supongamos ahora que I 6= ;, donde reordenando podemos

suponer sin p�erdida de generalidad que I = f1; : : : ; pg:

De�nimos �g = ( �g1; : : : ; �gp) : IR� IRp
+
! IRp como,

�gi(t; y1; : : : ; yp) := gi(t; y1; : : : ; yp; 0; : : : ; 0);

para g 2 N con N el entorno determinado por la Proposici�on 3.2.5.

Es inmediato que �g 2 �T (c;m; p) y que la funci�on,

�T (c;m; n)! �T (c;m; p); g 7! �g;

es continua. En particular por el Teorema 2.2.7. el sistema,

y0i = yi �gi(t; y) (3.23)

tiene un atractor global que notamos V g. Es f�acil comprobar que (Uf
1 ; : : : ; U

f
p )

es soluci�on de (3.23) para �f , adem�as por la unicidad de la soluci�on T-peri�odica
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tenemos que se veri�ca que V f = (V f
1 ; : : : ; V

f
p ) = (Uf

1 ; : : : ; U
f
p ) > 0 y como la

funci�on U de�nida en (3.4) es continua, tenemos que V g > 0 para toda g 2 N:

Sea x = (x1; : : : ; xn) soluci�on positiva del sistema,

x0i = xigi(t; x) 1 � i � n:

Por H3) tenemos

x0i > xi �gi(t; x1; : : : ; xp); 1 � i � p

por tanto (x1; : : : ; xp) es una supersoluci�on de (3.23), as�� tomando la soluci�on

y de (3.23) que satisface yi(0) = xi(0) 1 � i � p; se llega por el Teorema 1.3.4.

a que xi(t) � yi(t) 8t � 0 1 � i � p:

Como del Teorema 2.2.7., tenemos que,

xi(t)� U
g
i (t)! 0 t! +1 1 � i � n;

yi(t)� V
g
i (t)! 0 t! +1 1 � i � p;

podemos deducir que,

U
g
i � V

g
i 1 � i � p 8g 2 N: (3.24)

Razonando nuevamente por reducci�on al absurdo, suponemos que existe

una sucesi�on fgkg ! f tal que

inffkUgk � Ufk; k 2 INg > 0 (3.25)

por el mismo argumento al empleado en el Caso 1, tenemos que fUgkg converge

uniformemente en compactos, para W funci�on an�aloga a la obtenida en el

Caso 1.
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Tambi�en por (3.24) deducimos, U
gk

i � V
gk

i 1 � i � p; de donde tomando

l��mites cuando k ! +1 se llega a que,

Wi � V
f
i = U

f
i 1 � i � p;

y por tanto W � Uf ya que U
f
i = 0 8i > p:

Sea z una soluci�on positiva de (2.1). Igual que en el Caso 1, tenemos que,

z(t) � W (t) � Uf (t) 8t � 0:

De donde por el Teorema 2.2.7. se tiene que W (t) � Uf (t) ! 0 cuando

t ! +1, con lo que se tiene que W � Uf dado que ambas son soluciones

T-peri�odicas. Por tanto, fUgk(t)g ! Uf (t) uniformemente en t, lo cual con-

tradice a (3.25).

3.3 Caracterizaci�on del Atractor global

Vamos a tratar ahora de caracterizar de una manera precisa al atractor global

del sistema (2.1), para lo cual probaremos el siguiente resultado.

Proposici�on 3.3.1. Sea Uf la soluci�on T-peri�odica dada por el Teorema 2.2.7.

y supongamos que U
f
i = 0 para alg�un i. Entonces,

Z T

0

fi(t; U
f (t))dt � 0:

Demostraci�on. Supongamos por absurdo que esto no ocurre, es decir

Z T

0

fi(t; U
f (t))dt > 0 (3.26)
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y sea u una soluci�on de (2.1) tal que u(0) > 0. De�nimos, para k 2 IN,

uk(t) = u(t + kT ); como por el Teorema 2.2.7. u(t) � Uf (t) ! 0 cuando

t! +1, concluimos que,

uk(t)! Uf (t) cuando k ! +1; uniformemente en [0; T ]

Por otra parte, integrando la relaci�on

u0i(t)

ui(t)
= fi(t; u(t))

en [kT; kT + T ]; k 2 IN; obtenemos despu�es de un cambio de variable

ln
ui(kT + T )

ui(kT )
=
Z kT+T

kT
fi(t; u(t))dt =

Z T

0

fi(t; u
k(t))dt

de donde,

ln
ui(kT + T )

ui(kT )
!
Z T

0

fi(t; U
f(t))dt cuando k ! +1

De aqu�� y de (3.26), la sucesi�on fui(kT )g es estrictamente creciente a partir

de un cierto t�ermino y en consecuencia no puede converger a U
f
i (0) = 0, lo

que completa la prueba.

Corolario 3.3.2. Si
R T
0
fi(t; 0)dt � 0 8i y

R T
0
fk(t; 0)dt > 0 para alg�un k,

Entonces Uf = (Uf
1 ; � � � ; U

f
n ) > 0.

Demostraci�on. Si Uf
j = 0 para alg�un j, se sigue de la Proposici�on 3.3.1. y

de la hip�otesis H3) que 0 �
R T
0
fj(t; 0)dt �

R T
0
fj(t; U

f(t))dt � 0. Es de-

cir,
R T
0
fj(t; 0)dt =

R T
0
fj(t; U

f (t))dt, y usando H3), una vez m�as, concluimos

que Uf � 0. En particular, Uf
k = 0, y de la Proposici�on 3.3.1., tenemosR T

0
fk(t; 0)dt =

R T
0
fk(t; U

f (t))dt � 0. Esta contradicci�on termina la prueba.
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Vamos a comprobar mediante el siguiente resultado que la propiedad expre-

sada en la Proposici�on 3.3.1., caracteriza a los atractores globales del sistema

(2.1).

Teorema 3.3.3. Sea I un subconjunto estricto de f1; : : : ; ng y supongamos

que existe una familia fWi : IR ! (0;+1)g con i 2 I de funciones T-

peri�odicas y continuamente diferenciables tales que,

W 0
i = Wifi(t;

X
j2I

Wjej) i 2 I (3.27)

donde e1; : : : ; en denotan los vectores de la base can�onica de IRn: Si,

Z T

0

fi(t;
X
j2I

Wjej)dt � 0 8i =2 I: (3.28)

Entonces,

U
f
i � Wi 8i 2 I ; U

f
i � 0 8i =2 I;

donde Uf es la soluci�on T-peri�odica dada en el Teorema 2.2.7..

Demostraci�on. De�nimos V = (V1; : : : ; Vn) : IR! IRn
+
, como Vi = Wi 8i 2 I

y Vi = 0 8i =2 I, es claro que V es T-peri�odica y adem�as es soluci�on de (2.1),

m�as a�un el linealizado de (2.1) en V es,

y0i = fi(t; V (t))yi + Vi(t)
nX

j=1

@fi

@xj
(t; V (t))yi i 2 I

y0i = fi(t; V (t))yi i =2 I: (3.29)

Mediante el cambio de variable,

zi =
yi

Vi
i 2 I; zi = yi i =2 I;
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el sistema (3.29) queda,

z0i =
X
j2I

@fi

@xj
(t; V (t))Vj(t)zj +

X
j =2I

@fi

@xj
(t; V (t))zj i 2 I

z0i = fi(t; V (t))zi i =2 I:

Si notamos �(t) a la matriz fundamental del sistema anterior, con

�(0) = Identidad, tenemos que si suponemos que I = f1; : : : ; pg, dicha matriz

ser��a de la forma,

�(T ) =

 
	(T ) �(T )

0 D(T )

!
;

donde 	(T ) es la matriz fundamental del sistema,

z0i =
X
j2I

@fi

@xj
(t; V (t))Vj(t)zj ; i 2 I

con 	(0) = Identidad: Mientras que D(T ) es la matriz diagonal,

D(T ) = diagonal

 
exp

 Z T

0

fp+1(t; V (t))dt

!
; : : : ; exp

 Z T

0

fn(t; V (t))dt

!!
:

Por tanto los autovalores de �(T ) son,

exp

 Z T

0

fi(t; V (t))dt

!
para i =2 I

junto con los correspondientes a los de 	(T ).

Por la Proposici�on 2.3.1. el radio espectral de 	(T ) es menor que uno,

con lo que tambi�en ser�a cierto para �(T ) si las desigualdades de (3.28) son

estrictas.

Entonces si las desigualdad (3.28) es estricta, tenemos que V es atractor

local de (2.1), y la demostraci�on en este caso se sigue f�acilmente por el Teorema

2.3.5.
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Para demostrar el caso general, tomamos � > 0 y de�nimos f � = (f �
1
; : : : ; f �n)

como f �i (t; x) = fi(t; x) 8i 2 I y f �i (t; x) = fi(t; x)� � 8i =2 I: Es claro que

(3.27) es satisfecha si reemplazamos f por f �.

Por otra parte de (3.28),Z T

0

f �i (t;
X
j2I

Wj(t; ej)dt � 0 8i =2 I;

y del caso anterior se tiene que,

U
f �

i =Wi 8i 2 I y U
f �

i = 0 8i =2 I:

La prueba se completa f�acilmente tomando l��mites cuando �! 0: y usando

el Teorema 3.2.6. sobre la continuidad del atractor global respecto de la funci�on

del sistema que lo determina.

Corolario 3.3.4. Supongamos que,Z T

0

fi(t; 0)dt � 0 8i 2 f1; : : : ; ng:

Entonces, Uf � 0:

Demostraci�on. Basta considerar I = ; en el Teorema 3.3.3.

Ejemplo. Supongamos n = 2 y escribamos ai =
R T
0
fi(t; 0)dt. Por el

Corolario 3.3.2. tenemos que si ai � 0 y a1 + a2 > 0, entonces Uf > 0.

Tambi�en sabemos del Corolario 3.3.4., que Uf � 0 si ai � 0. Queda por

analizar el caso en que a1; a2 tienen signo opuesto. Sin p�erdida de generalidad,

podemos suponer que a1 < 0 < a2. Denotemos por U2 la �unica soluci�on

T-peri�odica positiva de la ecuaci�on log��stica

z0 = zf2(t; 0; z): (3.30)
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Si
R T
0
f1(t; 0; U2(t))dt � 0, entonces del Teorema 3.3.3. se tiene que Uf =

(0; U2). Mostraremos ahora que si

Z T

0

f1(t; 0; U2(t))dt > 0; (3.31)

entonces Uf := (U
f
1 ; U

f
2 ) > 0. Con este �n, supongamos primero que U

f
1 = 0.

De la Proposici�on 3.3.1., tenemos

Z T

0

f1(t; 0; U
f
2 )dt � 0: (3.32)

Tambi�en de la Proposici�on 3.3.1., Uf 6� 0, ya que a2 > 0 y vale H3. De

aqu��, Uf
2 > 0, y en consecuencia, Uf

2 = U2, puesto que (3.30) posee una �unica

soluci�on T-peri�odica positiva. Usando (3.32) tenemos
R T
0
f1(t; 0; U2(t))dt � 0,

lo cual contradice (3.31) y prueba que Uf
1 > 0.

Si fuera U
f
2 = 0, se tendr�a de la Proposici�on 3.3.1. y de H3 que, a2 <R T

0
f2(t; U

f
1 (t); 0)dt � 0, y esta contradicci�on termina la demostraci�on.



Cap��tulo 4

Modelo Depredador-Presa.

4.1 Introducci�on

Los modelos depredador-presa han sido y son objeto de estudio en la teor��a

sobre la din�amica de poblaciones. El primer estudio lo realizan de forma

paralela Lotka(1925) y Volterra(1928), donde adoptando el principio de acci�on

de masas proponen el siguiente modelo,

dN

dt
= aN � bNP

dP

dt
= cNP � dP

donde N y P son las densidades poblacionales de presa y depredador,a y d es

la tasa de cambio percapita en ausencia el uno del otro, b y c la tasa de cambio

debida a la interacci�on. Poco despu�es Nicholson y Bailey (1935) proponen un

modelo discreto en el tiempo sobre la interacci�on de insectos y sus hu�espedes.

A partir de aqu�� son muchos los autores que han realizado estudios sobre

este tipo de modelos poblacionales, entre otros podemos citar Solomon (1949),

Holling(1959), Berryman (1981), Ardity-Ginzburg (1989), Aydity-Berryman

75
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(1991).

En este cap��tulo estudiamos un modelo depredador-presa consistente en

n-presas y un depredador, donde se considera que las presas en ausencia del

depredador se desarrollan bajo un sistema Kolmogorov de los que hemos de-

nominado de tipo cooperativo. Esta condici�on la suponemos con el �n de

poder utilizar todos los resultados obtenidos para este tipo de sistemas en los

cap��tulos anteriores.

De forma m�as concreta, supongamos el siguiente sistema:

x0i = xifi(t; x1; : : : ; xn; y) 1 � i � n (4.1)

y0 = yg(t; x1; : : : ; xn; y); (4.2)

donde f1; : : : ; fn; g : IR � IRn
+
� IR+ ! IR son funciones continuas , T-pe-

ri�odicas y con derivadas parciales continuas respecto de todas sus variables

x1; : : : ; xn; y:

Desarrollaremos unos esquemas iterativos siguiendo la idea planteada por

L�opez-G�omez, Ortega y Tineo [48], para de esta manera obtener una cuenca de

atracci�on para las soluciones de (4.1) y (4.2), donde adem�as bajo determinadas

condiciones se tendr�a un resultado de extinci�on para el depredador.

Tal y como hemos comentado anteriormente, para poder aplicar convenien-

temente los resultados conseguidos en cap��tulos anteriores as�� como otros ya

conocidos sobre la ecuaci�on de log��stica, suponemos que las funciones fi para

i = 1; : : : ; n y g veri�can las siguientes condiciones,
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A1)
@fi

@xj
> 0 8i 6= j;

@fi

@xi
< 0;

@fi

@y
< 0

@g

@xi
> 0 >

@g

@y
i = 1; : : : ; n

A2) Existen constantes positivas c1; : : : ; cn;m veri�cando,

nX
j=1

cj
@fj

@xi
(t; x; y) � �m 8i 2 f1; : : : ; ng;

con x = (x1; : : : ; xn) 2 IRn
+
; y 2 IR+; t 2 IR:

Por otra parte, dada V : IR! IR+ funci�on continua y T-peri�odica, de�ni-

mos

fV (t; x) = f(t; x; V (t))

donde f = (f1; : : : ; fn).

Como f veri�ca las hip�otesis A1)�A2), es f�acil comprobar que fV pertenece

al conjunto �T (c;m; n) de�nido en el cap��tulo anterior. Adem�as seg�un hemos

visto en el Teorema 2.3.5., se tiene que el sistema

x0i = xif
V
i (t; x); 1 � i � n (4.3)

posee un atractor global que vamos a notar como �(V ).

Igualmente ser�an necesarios algunos de los resultados de la ecuaci�on de

log��stica enunciados en el Cap��tulo 1, para lo cual supondremos que la funci�on

g veri�ca la siguiente propiedad,

A3)
Z T

0

g(t; �(0)(t); R)dt < 0 para alg�un R > 0:

Hacemos notar que �(0) es el atractor del sistema

x0i = xifi(t; x; 0) 1 � i � n (4.4)
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cuya existencia est�a garantizada por el Teorema 2.3.5.

An�alogamente dada una funci�on continua y T-peri�odica U : IR! IRn
+
tal

que U � �(0) tenemos que la ecuaci�on de log��stica,

y0 = yg(t; U(t); y) (4.5)

posee un atractor global, ya que por A3) se tieneZ T

0

g(t; U(t); R)dt < 0 para alg�un R > 0;

lo que junto con el Teorema 1.5.8. nos garantiza la existencia de dicho atractor,

el cual notamos por �(U). Adem�as se veri�ca que,

�(U) � 0 si
Z T

0

g(t; U(t); 0)dt � 0;

�(U) > 0 si
Z T

0

g(t; U(t); 0)dt > 0:

4.2 Esquemas Iterativos.

Utilizando la misma notaci�on empleada en la secci�on anterior para los atrac-

tores de (4.3),(4.5) y siguiendo la idea de L�opez-G�omez, Ortega y Tineo en

[48], planteamos el siguiente esquema iterativo,

V 0 � 0; UN = �(V N�1); V N = �(UN ) N 2 IN: (4.6)

Lo primero es hacer notar que seg�un las condiciones que hemos visto en

la introducci�on, claramente (4.6) est�a bien de�nido y adem�as se veri�can las

siguientes condiciones de monoton��a,

U1 � U3 � : : : � U2N�1 � U2N � : : : � U4 � U2 � 0

V 1 � V 3 � : : : � V 2N�1 � V 2N � : : : � V 4 � V 2 � V 0 � 0: (4.7)
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Para comprobar de una manera m�as expl��cita las anteriores condiciones de

monoton��a, estudiamos con mayor detalle c�omo se desarrollan algunas de las

iteraciones del esquema (4.6). Se comienza reemplazando y por V 0(t) en

(4.1) con lo que llegamos al sistema (4.4), el cual sabemos que por el Teorema

2.3.5. posee un atractor global U1 = �(V 0) � 0: Siguiendo con el esquema

tomamos dicho atractor y lo sustituimos en (4.2) en lugar de x, obteniendo as��

la ecuaci�on,

y0 = yg(t; U1(t); y): (4.8)

Por A3) y el Teorema 1.5.8., existe V 1 = �(U1) � 0 atractor global de

la ecuaci�on (4.8). De esta manera avanzando un paso m�as en el proceso,

sustituimos y por V 1(t) en (4.1) obteniendose,

x0i = xifi(t; x; V
1(t)): (4.9)

Por la monoton��a de la funci�on fi (ver A1) ), se tiene que

fi(t; x; V
1(t)) � fi(t; x; 0)

ya que V 1 � 0.

Por tanto, de la Proposici�on 3.2.1., se comprueba que

U2 � U1; (4.10)

donde U2 es el atractor global de (4.9), el cual lo tenemos garantizado por

el Teorema 2.3.5.

Si realizamos una nueva iteraci�on y reemplazamos x en (4.2) por U2(t),

llegamos a

y0 = yg(t; U2(t); y); (4.11)
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que por la monoton��a de g ( ver A1) ), tenemos

g(t; U1(t); y) � g(t; U2(t); y) (4.12)

lo que junto con A3) implica,

0 >
Z T

0

g(t; U1(t); R)dt �
Z T

0

g(t; U2(t); R)dt;

de donde aplicando nuevamente el Teorema 1.5.8. existe V 2 atractor global de

(4.11), que por el Corolario 1.5.11. junto con (4.12) se tiene que,

V 1 � V 2 � 0:

Continuando con este proceso de una manera iterada, se determinan unas

sucesiones de atractores las cuales de manera general est�an de�nidas por el

esquema (4.6), que adem�as claramente veri�can las condiciones de monoton��a

establecidas en (4.7).

As��, las sucesiones fU2N�1g, fU2Ng, fV 2N�1g y fV 2Ng para N 2 IN son

mon�otonas y uniformemente acotadas, por tanto convergentes punto por punto

para cada t 2 IR.

De�nimos ahora,

�U (t) = lim
N!+1

U2N�1(t) ; U
�
(t) = lim

N!+1
U2N(t);

�V (t) = lim
N!+1

V 2N�1(t) ; V
�
(t) = lim

N!+1
V 2N(t): (4.13)

Tambi�en es claro, tal y como se ha desarrollado el esquema, que UN ; V N ;

N 2 IN veri�can,

(UN
i )0 = UN

i fi(t; U
N ; V N�1(t))

(V N )0 = V Ng(t; UN (t); V N ); (4.14)



4.2. Esquemas Iterativos. 81

por lo que las sucesiones f(UN )0(t)g y f(V N)0g est�an uniformemente acotadas.

Aplicando el Teorema de Ascoli existen sucesiones parciales uniformemente

convergentes, y por (4.7) concluimos que la convergencia expresada en (4.13)

es uniforme en t 2 IR.

Por tanto de (4.14) y el Teorema de Intercambio de L��mites con Derivadas

podemos a�rmar que se satisfacen las siguientes ecuaciones,

�U 0
i = �Uifi(t; �U;V

�
(t)) ; U

�
0
i = U

� ifi(t;U�
; �V (t));

�V 0 = �V g(t; �U(t); �V ) ; V
�
0 = V

�
g(t;U

�
(t);V

�
): (4.15)

Por otra parte, la misma idea desarrollada en (4.6) la podemos utilizar para

una soluci�on positiva del sistema (4.1) (4.2), y de esta manera intentamos es-

tablecer una relaci�on entre los dos esquemas que se producen, determinando as��

un resultado en el que probaremos que toda soluci�on del sistema se encuentra

atra��da por el "rect�angulo " [U
�
; �U ]� [V

�
; �V ].

Concretamente sea (u(t); v(t)) la soluci�on positiva del sistema (4.1) (4.2)

que veri�ca la condici�on inicial u(0) = x0 > 0 ,v(0) = y0 > 0: De�nimos v0 � 0

y la reemplazamos por y en (4.1) llegando as�� al siguiente sistema,

x0i = xifi(t; x; 0) x(0) = x0; (4.16)

por el Teorema 2.3.5. tenemos que (4.16) posee una soluci�on u1(t) de�nida y

acotada en [0;+1). Adem�as por la monoton��a de la funci�on fi (ver A1) ) se

veri�ca

fi(t; u
1(t); v(t)) � fi(t; u

1(t); 0);
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es decir, u1(t) es una supersoluci�on del sistema,

x0i = xifi(t; x; v(t));

y por el Teorema 1.3.7., se tiene

u(t) � u1(t) 8t � 0: (4.17)

Tomamos u1(t) y la sustituimos por x en (4.2), qued�andonos la siguiente

ecuaci�on,

y0 = yg(t; u1(t); y) y(0) = y0; (4.18)

como u1 est�a acotada, tenemos que existe M > 0 tal que

u1i (t) �M 8t � 0; i = 1; : : : ; n

luego si de�nimos ~M := (M; : : : ;M) 2 IRn
+
, por la monoton��a de la funci�on g

se veri�ca,

g(t; u1(t); y) � g(t; ~M; y) � g(t; ~M; 0) � K;

de donde la soluci�on v1 de (4.18) satisface (v1)0 � Kv1 , es decir, v1 � eKty0

de modo que v1(t) est�a de�nida en [0;+1):

Por otra parte de (4.7) y la monoton��a de la funci�on g, se tiene

g(t; u(t); y) � g(t; u1(t); y)

as��, v1(t) es una supersoluci�on de la ecuaci�on

y0 = yg(t; u(t); y)

de donde nuevamente por el Teorema 1.3.7. tenemos que v(t) � v1(t) para

todo t � 0:
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Si el proceso lo continuamos, llegamos a unas sucesiones de soluciones que

de forma general podemos expresar en el siguiente esquema iterativo,

(xN)0 = xNi fi(t; x
N ; yN�1); xN(0) = x0; y0 � 0 con N 2 IN

(yN)0 = yg(t; xN ; yN); yN(0) = y0 con N 2 IN: (4.19)

Adem�as es f�acil comprobar que se satisfacen las siguientes condiciones de

monoton��a,

0 � u2 � u4 � : : : � u2N � u � u2N�1 � : : : � u3 � u1 (4.20)

0 � v0 � v2 � : : : � v2N � v � v2N�1 � : : : � v3 � v1 (4.21)

Nuevamente tendr��amos cuatro sucesiones fu2N�1g ; fu2Ng ; fv2N�1g y

fv2Ng , que por los mismos argumentos empleados en el esquema iterativo

de los atractores, convergen puntualmente para cada t 2 IR. Tomando un

compacto arbitrario de IR , tenemos que esta convergencia ser��a uniforme sobre

dicho compacto, de esta manera si notamos como �u, u
�
, �v y v

�
a los l��mites

respectivos, podemos concluir utilizando el Teorema de Intercambio de L��mites

con Derivadas que se veri�ca,

�u0i = �uifi(t; �u; v
�
) ; u

�
0
i = u

�i
fi(t;u

�
; �v) (4.22)

�v0 = �vg(t; �u; �v) ; v
�
0 = v

�
g(t;u

�
; v
�
) (4.23)

Proposici�on 4.2.1. Sean v : (�;+1) ! (0;+1) funci�on continua,

V : IR! [0;+1) funci�on continua y T-peri�odica, veri�cando

v(t)� V (t)! 0 cuando t! +1: (4.24)
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Sea u una soluci�on positiva de x0i = xifi(t; x; v(t)) de�nida y acotada en

[0;+1). Si U es el atractor global de (4.3). Entonces

u(t)� U(t)! 0 cuando t! +1:

Demostraci�on. Dado � > 0 tenemos que por (4.24), existe t0 2 IR de manera

que,

maxf0; V (t)� �g � v(t) � V (t) + �; t � t0:

Adem�as, por la monoton��a de fi se veri�ca,

f
maxf0;V��g
i � fVi � fV+�

i

Por otra parte si llamamos u� a la soluci�on de

x0i = xif
maxf0;V��g
i (t; x); 1 � i � n; x(t0) = x0 > 0: (4.25)

y u� a la soluci�on de

x0i = xif
V+�
i (t; x); 1 � i � n; x(t0) = x0 > 0: (4.26)

tenemos que por el Teorema 1.3.4. y el Teorema 2.3.5. dichas soluciones est�an

de�nidas en [t0;+1) y adem�as,

u�(t) � u(t) � u�(t) 8t � t0: (4.27)

Tambi�en del Teorema 2.3.5. tenemos que (4.25) (4.26) poseen atractores

globales �(maxf0; V � �g), �(V + �) que por la Proposici�on 3.1 veri�can,

�(maxf0; V � �g) � U � �(V + �);
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lo que junto con (4.27) implica,

ui(t)� Ui(t) � u�i (t)� Ui(t) = u�i (t)� �(V + �)i(t) + �(V + �)i(t)� Ui(t):

Por el Teorema 3.2.6., se tiene que �(V + �)! U cuando �! 0, de modo

que para cada � > 0 existe �0 > 0 tal que

�(V + �)i(t)� Ui(t) �
�

2
8t 2 IR; i = 1; : : : ; n (4.28)

como �(V + �) es atractor global de (4.26), existe t1 tal que

u�i (t)� �(V + �)i(t) �
�

2
8t � t1; i = 1; : : : ; n (4.29)

por tanto de (4.28) y (4.29) concluimos que ui(t)�Ui(t) � � 8t � t1. An�aloga-

mente existe t2 2 IR tal que ui(t)� Ui(t) � �� 8t � t2: con lo que f�acilmente

se completa la prueba.

Proposici�on 4.2.2. Dado N 2 IN, se tiene

uN(t)� UN (t)! 0 cuando t! +1

vN(t)� V N (t)! 0 cuando t! +1

para uN ; vN ; UN ; V N de�nidas en los esquemas iterativos (4.19) y (4.6).

Demostraci�on. Vamos a razonar por inducci�on sobre N , para lo cual sabemos

que u1 es soluci�on del sistema x0i = xifi(t; x; 0) 1 � i � n, y como U1 es el

atractor global del mismo sistema, se tiene

u1(t)� U1(t)! 0 cuando t! +1 (4.30)
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Por otra parte sabemos que v1 es soluci�on de la ecuaci�on y0 = yg(t; u1(t); y)

y V 1 es el atractor global de y0 = yg(t; U1(t); y). Por tanto de (4.30) y el Teo-

rema 1.5.9. sobre la dependencia continua del atractor respecto de la funci�on

que lo determina, se concluye f�acilmente que

v1(t)� V 1(t)! 0 cuando t! +1

lo cual prueba el caso N = 1. Supongamoslo cierto para N � 1 , es decir

uN�1(t)� UN�1(t)! 0 cuando t! +1 (4.31)

vN�1(t)� V N�1(t)! 0 cuando t! +1

Tomamos ahora uN que sabemos que es soluci�on de x0i = xifi(t; x; v
N�1(t)),

1 � i � n. Como UN es el atractor global de x0i = xifi(t; x; V
N�1(t)) para

1 � i � n, tenemos de (4.31) y la Proposici�on 4.2.1. que

uN(t)� UN (t)! 0 cuando t! +1:

De donde la prueba se sigue f�acilmente, empleando un razonamiento an�alogo

al realizado con v1; V 1, para vN ; V N :

Con todo esto estamos en condiciones de poder demostrar el resultado que

nos hab��amos planteado en este cap��tulo.

Teorema 4.2.3. Sea (u(t); v(t)) una soluci�on positiva del sistema (4.1),(4.2).

Entonces (u; v) est�a de�nida en un intervalo terminal de IR y adem�as para todo

� > 0 existe t0 � 0 tal que

U
� i(t)� � � ui(t) � �Ui(t) + � 1 � i � n; t � t0

V
�
(t)� � � v(t) � �V (t) + � t � t0: (4.32)
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Demostraci�on. Hacemos notar en primer lugar que claramente seg�un hemos

visto en el desarrollo expl��cito de los primeros pasos del esquema iterativo

(4.19), se deduce que la soluci�on (u; v) est�a de�nida en un intervalo terminal

de IR.

Fijamos � > 0 y un i = 1; : : : ; n. Por (4.20) tenemos que

ui(t)� �Ui(t) � u2N�1i (t)� �Ui(t);

lo que por conveniencia escribimos en la forma,

ui(t)� �Ui(t) � u2N�1i (t)� U2N�1(t) + U2N�1(t)� �Ui(t): (4.33)

Como la convergencia de (4.13) es uniforme, existe N1 tal que,

U2N1�1
i (t)� �Ui(t) �

�

2
8t 2 IR: (4.34)

Por otra parte del la Proposici�on 4.2.2., existe t0 veri�cando

u2N1�1
i (t)� U2N1�1

i (t) �
�

2
8t � t0: (4.35)

Por tanto concluimos que de (4.33),(4.34) y (4.35),

ui(t)� �Ui(t) � � 8t � t0:

Utilizando el mismo argumento se llega a la existencia de t1,

ui(t)�U
� i(t) � �� 8t � t1:

De manera f�acil se siguen las desigualdades para v, lo que completa la

prueba.

Veamos como a partir del Teorema anterior podemos obtener bajo deter-

minadas condiciones un resultado de extinci�on para y(t):
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Corolario 4.2.4. Sea U el atractor global de (4.4) y supongamos que

Z T

0

g(t; U(t); 0)dt � 0: (4.36)

Entonces, (u(t) � U(t); v(t)) ! (0; 0) cuando t ! +1, para toda soluci�on

positiva (u; v) del sistema (4.1),(4.2).

Demostraci�on. De (4.36), tenemos que V 1 � 0 de donde por (4.7), deducimos

que V N � 0 para todo N 2 IN:

Por tanto de (4.6) UN � U 8N 2 IN; y as�� ,

�V = V
�
= 0 y �U = U

�
= U:

Con lo que la prueba se completa f�acilmente del Teorema 4.2.3.



Resultado Colateral

Otro tipo especialmente importante de los sistemas kolmogorov es el caso de

aquellos en los que se tiene una competici�on entre las especies, por esto hemos

querido realizar una secci�on para este tipo de sistemas donde utilizando la

misma t�ecnica iterativa, podemos llegar a una persistencia en promedio, resul-

tado que es totalmente colateral al obtenido por medio de otro procedimiento

en el trabajo " Persistence in the Means of Some Competing Systems " [25].

Para ello establecemos previamente la siguiente notaci�on.

Dada una funci�on acotada g : [0;+1)! IR, de�nimos

g� := lim sup
t!+1

g(t) ; g� := lim inf
t!+1

g(t):

Para f : (0;+1)! IR funci�on continua y acotada, de�nimos su promedio

como,

< f > (t) :=
1

t

Z t

0

f(s)ds;

cuando este promedio posea l��mite, lo notaremos

< f > := lim
t!+1

1

t

Z t

0

f(s)ds:
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Enunciamos ahora algunos resultados sobre la ecuaci�on log��stica cuya de-

mostraci�on omitimos, pero que podemos encontrar en el citado trabajo [25].

Supongamos la siguiente ecuaci�on de log��stica,

x0 = x[a(t)� bx]; (C.1)

donde a : [0;+1)! IR es continua y acotada con b una constante positiva.

Proposici�on 1. Dada u una soluci�on de (C.1). Se tiene que si < a >�> 0,

entonces < u >�=< a >� b�1:

Igualmente y aplicando el lema 1.1 de [25], se obtiene f�acilmente para el

limite inferior del promedio que,

< u >��< a >� b
�1: (C.2)

Por tanto, si suponemos que existe < a > y es positivo, tenemos que por

la Proposici�on 1. , < u >�= < a > b�1; lo que junto con (C.2) implica,

< a > b�1 �< u >��< u >�= < a >b�1;

es decir < u > = < a >b�1, lo cual lo podemos enunciar mediante el siguiente

teorema.

Teorema 2. Sea u una soluci�on de (C.1) . Si existe < a > > 0, entonces

< u > = < a > b�1:

Veamos ahora como utilizando los mismos argumentos del Cap��tulo 4,

podemos desarrollar un esquema iterativo para el siguiente sistema de n-

especies en competencia,

x0 = xi

0
@ai(t)� nX

j=1

bijxj

1
A 1 � i � n; (C.3)
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con ai(t) : (0;+1) ! IR acotada y bij > 0. Determinando un resultado

an�alogo al obtenido en el teorema 2.2 de [25].

De forma m�as expl��cita el esquema iterativo lo expresamos de la siguiente

manera,

u0i � 0

(uN+1

i )0 = uN+1

i

2
4ai(t)� biiu

N+1

i �
X
j2Ji

biju
N
j (t)

3
5 ; n 2 IN; (C.4)

con 1 � i � n:

Es f�acil comprobar que si u es la soluci�on de (C.3) con la condici�on inicial

u(0) = x0 > 0 y tomamos las soluciones de (C.4) veri�cando uNi (0) = x0i para

1 � i � n y n 2 IN , entonces se cumple la siguiente condici�on de monoton��a,

u2i � u4i � : : : � u2Ni � ui � u2N�1i � : : : � u3i � u1i 1 � i � n:

Por otra parte si suponemos para N = 0 en (C.4) que < ai > > 0 para

todo i = 1; : : : ; n, tenemos que por el Teorema 2.,

< u1i > (t)! < ai > b�1ii cuando t! +1; 1 � i � n:

An�alogamente para N = 1 tenemos que si se veri�ca,

< ai > >
X
j2Ji

bij< u1i > 1 � i � n; (C.5)

entonces nuevamente por el Teorema 2. se cumple,

< u2i > (t)! < ai(t)�
X
j2Ji

biju
1

j(t) >b�1ii cuando t! +1 1 � i � n;
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de donde por la linealidad del promedio llegamos a,

< u2i > =

0
@< ai >�

X
j2Ji

bij< u1j >

1
A b�1ii 1 � i � n; (C.6)

y adem�as < u2i > > 0 para todo i = 1; : : : ; n. De esta manera se prueba

f�acilmente que,

0 < < u2i > � < u4i > � : : : � < u2Ni > � < u2N�1i >

< u2N�1i > � : : : � < u3i > � < u1i > 1 � i � n;

veri�cando la siguiente ecuaci�on,

bii< uN+1

i > = < ai >�
X
j2Ji

bij< uNj > 1 � i � n; N 2 IN: (C.7)

Por tanto tenemos dos sucesiones < u2N�1 >
N2IN , < u2N >

N2IN que son

claramente mon�otonas y acotadas , es decir,

< u2N�1i >! �i cuando 1 � i � n

< u2N >i ! �i cuando 1 � i � n

Luego tomando l��mites cuando N ! +1, para N par y para N impar

respectivamente en (C.7) tenemos,

< ai > = bii�i +
X
j2Ji

bij�j

< ai > = bii�i +
X
j2Ji

bij�j

restando ambas expresiones,

bii(�i � �i) =
X
j2Ji

bij(�j � �j): (C.8)
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Llamamos wi := bii(�i � �i) y �jamos k = 1; : : : ; n tal que,

wk

�k

� max
j

(
wj

�j

j = 1; : : : ; n

)
; (C.9)

con �j = < aj > para j = 1; : : : ; n.

De (C.8) se tiene que wi =
X
j2Ji

bij

bjj
wj , para todo i = 1; : : : ; n, y por (C.9)

llegamos a,

wk =
X
j2Jk

bkj

bjj
wj �

X
j2Jk

bkj

bjj
�j

wk

�k

;

de donde, 2
4�k �

X
j2Jk

bkj

bjj
�j

3
5wk � 0;

lo que junto con (C.5) implica que wk = 0 y por (C.9) concluimos que

wi = 0 1 � i � n, es decir

�i := �i = �i > 0 1 � i � n:

Por otra parte sabemos que u2Ni � ui � u2N�1i 8N 2 IN; 1 � i � n; en

particular tomando promedios se deduce,

< u2Ni >�< ui >�< u2N�1i > 1 � i � n:

Si �jamos � > 0, como < u2N�1i >! �i, existe N� de manera que

< u2N��1
i >� �i < � 1 � i � n: (C.10)

Igualmente para dicho N� como,

< u2N��1
i > (t)! < u2N��1

i > cuando t! +1
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tenemos que existe t0 tal que,

< u2N��1
i > (t)�< u2N��1

i > < � 8t � t0: (C.11)

Por tanto de (C.10) y (C.11) deducimos que,

< ui > (t) �< u2N��1
i > (t) < �i + 2� 1 � i � n;

de donde < ui >
�� �i. An�alogamente se obtiene que < ui >�� �i y de esta

manera llegamos al mismo resultado obtenido en el teorema 2.2 de [25], el cual

podemos enunciar.

Teorema 3. Dado el sistema (C.3) con, < ai > > 0 1 � i � n; veri�cando

< ai > >
X
j2Ji

bij
< aj >

bjj
1 � i � n:

Entonces existe � 2 IRn; � > 0 tal que < u > = � para u soluci�on positiva

de (C.3).



Cap��tulo 5

Aplicaciones

5.1 Introducci�on

La b�usqueda de soluciones a la importante incidencia econ�omica de las plagas

en los cultivos ha sufrido, como es natural, una evoluci�on a lo largo del tiempo,

que ha sido muy r�apida en las �ultimas d�ecadas, como consecuencia de los

problemas derivados del uso casi exclusivo de los plaguicidas org�anicos de

s��ntesis (p.e.: mayor incidencia de plagas, aparici�on de nuevas especies plagas,

resistencias a plaguicidas, incrementos de costes, problem�atica toxicol�ogica y

ambiental) (Baung�arter y Guti�errez, 1989; Norton y Munford, 1993; Cabello,

1998).

La utilizaci�on de m�etodos racionales de control de plagas de los cultivos,

debido a la complejidad de los procesos biol�ogicos y de los objetivos econ�omi-

cos implicados, ha dado lugar a la aplicaci�on de t�ecnicas de an�alisis de sis-

temas. El importante papel de estas t�ecnicas en la agricultura en general,

pero especialmente en el control de plagas y enfermedades, concretamente en

95



96 5. Aplicaciones

su aproximaci�on anal��tica, ha sido recientemente revisada por Carre~no (1996).

Dentro del agroecosistema, si consideramos el sistema formado por la plaga-

cultivo, debemos considerar como en cualquier ecosistema, aunque en el pre-

sente caso se trate de un ecosistema no natural, el conjunto de seres vivos y

su ambiente. El conjunto de seres vivos est�a constituido por la poblaci�on de

plantas, en este caso el cultivo; la poblaci�on de �t�ofagos, que aliment�andose en

las plantas originan un da~no; y �nalmente la poblaci�on de enemigos naturales,

que causan mortalidad, a su vez, sobre la poblaci�on de las especies plagas.

Los enemigos naturales constituyen un factor fundamental en la regulaci�on de

las poblaciones de las especies plagas, y por tanto en su posterior incidencia

econ�omica en el cultivo (Hill, 1987; Dent, 1991).

Los enemigos naturales de las especies plagas est�an constituidos por un

conjunto de seres que viven de forma parasitaria sobre ellas. Los enemigos

naturales se dividen en dos grandes grupos: El primer grupo est�a constituido

por agentes patog�enicos, es decir que la relaci�on de parasitismo se expresa

en el desarrollo de una enfermedad en el individuo plaga; en este grupo de

encuentran: virus, bacterias, hongos, protozoos y nematodos (Beckage et al.,

1993). El segundo grupo est�a constituido por artr�opodos (insectos y �acaros)

que capturan y devoran individuos de la plaga (depredadores), o bien estable-

cen una especial relaci�on de parasitismo (parasitoides). Esta denominaci�on de

parasitoide corresponde �unicamente a insectos cuyos estados inmaduros viven

dentro, o sobre, las especies plagas, aliment�andose de ellas (Jervis y Kidd,

1997).

La importancia del papel de los enemigos naturales de las especies plagas,
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dentro del cultivo, es fundamental. Ellos, conjuntamente con otros factores

bi�oticos y abi�oticos, originan una mortalidad que va a regular las poblaciones

de las plagas, es lo que se denomina "control natural". En el caso concreto

del agrosistema, de todos los factores de control natural, es la acci�on de los

enemigos naturales (depredadores, parasitoides y pat�ogenos) el de mayor in-

cidencia sobre las poblaciones de las plagas; y responsables, por tanto, del

mayor o menor grado de severidad del da~no originado por plagas (Hu�aker,

1980; Hu�aker y Rabb, 1984).

El control ejercido por los enemigos naturales de las especies plagas obvia-

mente es insu�ciente para regular sus poblaciones, y especialmentemantenerlas

por debajo de un umbral en el que causa da~nos de importancia econ�omica en

los cultivos. Cuando de forma deliberada se manipula la acci�on de los ene-

migos naturales, por la conservaci�on o incremento de su n�umero, as�� como

la introducci�on de especies nuevas, tenemos la de�nici�on de lucha biol�ogica

contra plagas, t�ecnica alternativa al control qu��mico de plagas (DeBach, 1977,

1984; Samways, 1990).

En el estudio de la din�amica de poblaci�on de las especies plagas, dentro del

cultivo, es fundamental considerar los sistemas depredador-presa, parasitoide-

hospedante y pat�ogeno-hospedante; seg�un sea el tipo de enemigo natural en el

que estemos interesado (depredador, parasitoide o pat�ogeno). En relaci�on a la

descripci�on del sistema depredador-presa (parasitoide-hospedante), numerosos

han sido los trabajos que han abordado el tema desde un punto de vista

matem�atico; especialmente destacan los trabajos iniciales de Lotka (1925),

Volterra (1926), Nicholson (1933), y Nicholson y Bailey (1935); los posteriores
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de Solomon (1949), Watt (1959), Holling (1959, 1963, 1966), Hassell (1966);

Royama (1971); Hu�aker y Stinner (1971); y Curry y DeMichele (1977). En la

actualidad se han revisado los trabajos realizados sobre la relaci�on depredador-

presa, cuando se aplican, como el presente caso, a insectos plagas (Mills y Getz,

1996).

Las aplicaciones pr�acticas de la relaci�on depredador-presa para el estudio

de la importancia del papel del control natural en la din�amica de poblaci�on de

las especies plaga, se se~nalaron muy posteriormente a su desarrollo matem�atico

(Hassell y Waage, 1984; Hassell, 1988; May y Hassell, 1988; Mackauer et al.,

1990); por lo tanto, pocos han sido los trabajos que han abordado este aspecto

de aplicaci�on. En el caso de evaluaci�on del control natural debemos se~nalar los

trabajos sobre tres grupos de especies plagas: �a�dos (Gutierrez et al., 1984),

�acaros (Sabelis, 1985) y tisan�opteros (Lewis, 1997).

5.2 Casos Concretos

En esta secci�on pretendemos plantear y estudiar desde el punto de vista

matem�atico, las condiciones para que se veri�quen los resultados obtenidos en

los anteriores esquemas iterativos en el caso Lotka-Volterra aut�onomo, com-

prob�andolos mediante dos supuestos ejemplos.

Concretamente consideramos el siguiente sistema diferencial,

x0i = xi

2
4ai � nX

j=1

bijxj � diy

3
5

y0 = y

"
��+

nX
i=1

�ixi � y

#
(5.1)
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donde �; �i; di;  > 0 1 � i � n: Adem�as para que (5.1) veri�que las hip�otesis

necesarias para poder aplicar los resultados obtenidos (fundamentalmente en

el cap��tulo 3) sobre el atractor global del sistema, suponemos que,

bii > 0 > bij 8i 6= j: (5.2)

Igualmente suponemos tambi�en que existen c1; : : : ; cn constantes positivas

tales que,
nX

j=1

cjbji > 0 8i 2 f1; : : : ; ng: (5.3)

En primer lugar hacemos constar que en modelo (5.1), el operador B = (bij)

posee la siguiente propiedad, la cual expresamos a trav�es del siguiente Lema.

Lema 5.2.1. La matriz B es invertible y adem�as B�1 es positiva, es decir

B�1(a) > 0 para a � 0 y a 6= 0, donde a = col(a1; : : : ; an).

Demostraci�on. Fijamos a 2 IRn
+
; a 6= 0 y sea U = (U1; : : : ; Un) 2 IRn

+
el

atractor global del sistema

x0i = xi

2
4ai � nX

j=1

bijxj

3
5 ; 1 � i � n: (5.4)

Recordamos que por (5.2) y (5.3) dicho atractor lo tenemos garantizado por

el Teorema 2.3.5., el cual sabemos adem�as que es constante seg�un el Teorema

2.2.10.

A�rmaci�on, U > 0. Para demostrarla razonamos por reducci�on al ab-

surdo, y as�� suponemos que Ui = 0 para alg�un i 2 f1; : : : ; ng. Por la Proposi-

ci�on 3.3.1. tenemos,
Z T

0

0
@ai � nX

j=1

bijUj

1
A dt � 0; lo que junto con ai 2 IRn

+
y
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(5.2) implica,

0 � ai �
nX

j=1

bijUj =
X
j2Ji

bijUj � 0:

con lo que Uj = 0 8j 2 Ji, es decir , U = 0.

Dado que a 2 IRn
+
con a 6= 0, �jamos k 2 f1; : : : ; ng tal que ak > 0.

Por otra parte como U = 0, en particular Uk = 0 y por la Proposici�on

3.3.1. se deduce que ak � 0 lo cual es absurdo. Esta contradicci�on prueba

nuestra a�rmaci�on.

Por (5.4) y la a�rmaci�on anterior, tenemos

ai =
nX

j=1

bijUj 8i 2 f1; : : : ; ng;

de donde B(U) = a. En particular la imagen de B contiene a IRn
+
, de aqu�� B

es invertible, y adem�as B�1(a) = U > 0:

Ejemplo 1

Veamos mediante el siguiente caso concreto c�omo se desarrollar��a para (5.1)

el esquema iterativo del cap��tulo anterior. As�� supongamos que el operador B

viene determinado por los siguientes coe�cientes,

B �

 
1:4 �0:5

�0:5 1:7

!

y que, � = 1;  = 14; ~� = (1:2; 1:6); ~d = (2; 8) y ~a = (0:7; 0:8). Entonces con

la ayuda del paquete inform�atico Mathem�atica se realiza el programa dado en

el Anexo I, incluido al �nal del presente cap��tulo, se obtiene que despu�es de

50 iteraciones la cadena de atractores globales para dicho caso concreto es la

expresada en las siguientes tablas,



5.2. Casos Concretos 101

IMPARES

Iteraci�on k

xk
1

xk
2

yk

1 3 : : : 47 49

0.746 0.745 : : : 0.6181 0.6180

0.690 0.687 : : : 0.479 0.478

0.0763 0.0758 : : : 0.0397 0.0396

PARES

Iteraci�on k

xk
1

xk
2

yk

2 4 : : : 48 50

0.481 0.482 : : : 0.6088 0.6088

0.253 0.256 : : : 0.463 0.463

0.0005 0.001 : : : 0.0369 0.0369

La expresi�on gr�a�ca de la resoluci�on num�erica del proceso realizada mediante

el paquete inform�atico "Pupulus" muestra el siguiente resultado:

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

Presa x1

Presa x2

Depredador y
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De manera, comprobamos la concordancia entre ambos resultados y de

forma general, se puede comprobar que para aplicar el esquema iterativo al

modelo (5.1), las condiciones su�cientes son las que expresamos mediante el

siguiente teorema.

Teorema 5.2.2. Supongamos que,

i) < B�1(a); � > �� > 0:

ii) B�1(a) >
< B�1(a); � > ��


B�1(d):

iii)  > < B�1(d); � > :

donde a = col(a1; : : : ; an), d = col(d1; : : : ; dn), � = col(�1; : : : ; �n) y < :; : >

es el producto interno usual en IRn. Entonces (5.1) posee un punto de equilibrio

positivo (U,V) tal que

(x(t); y(t))! (U; V ) cuando t! +1;

para cualquier soluci�on positiva (x; y) del sistema.

Demostraci�on. Por el Lema 5.2.1. B�1(d) > 0, lo que junto con las hip�otesis

i)� ii) se prueba f�acilmente que B�1(a) > 0, por tanto se tiene que B�1(a) es

soluci�on del sistema,

x0i = xi

0
@ai � nX

j=1

bijxj

1
A 1 � i � n;

y seg�un vimos en la prueba de la Proposici�on 2.2.5. las soluciones T-peri�odicas

son �unicas, por tanto tenemos en particular que U1 = B�1(a).
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Si continuamos con el esquema iterativo, tenemos que V 1 es el atractor

global de

y0 = y[��+ < �;B�1(a) > �y];

de donde por i),

V 1 =
1


[< �;B�1(a) > ��] > 0: (5.5)

Por ii) se tiene que B�1(a� V 1d) > 0, y dado que U2 = �(V 1) implica

U2 = B�1(a� V 1d) = B�1a� V 1B�1(d):

Por otra parte es f�acil ver que ,

< U2; � > �� =
h
< B�1(a); � > ��

i "
1�

1


< B�1(d); � >

#
;

lo que junto con iii) determina que < U2; � > �� > 0: Consecuentemente

V 2 = �(U2) > 0 y por (4.7), se tiene que U
�
, �U , V

�
, y �V son positivos.

Como UN ; V N son constantes, tambi�en lo ser�an U
�
, �U , V

�
, y �V , de lo que

junto con (4.15) se deduce que

a = B( �U) + V
�
d ; < �;U

�
>= � + V

�

a = B(U
�
) + �V d ; < �; �U >= �+  �V

Restando convenientemente las ecuaciones anteriores se llega a,

B( �U �U
�
) = (�V �V

�
)d ; < �; �U �U

�
>= ( �V �V

�
); (5.6)

en particular < �;B�1(d) > ( �V �V
�
) = ( �V �V

�
) y as��,

[� < �;B�1(d) >]( �V �V
�
) = 0:
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Lo que junto con iii) nos lleva a �V = V
�
y de (5.6) se tiene que �U = U

�
con lo

que la prueba se sigue f�acilmente del Teorema 4.2.3.

Corolario 5.2.3. Sea el sistema (5.1) con ai � 0 ; ak 6= 0 para alg�un

k 2 f1; : : : ; ng. Si se veri�ca (5.2),(5.3) y < �;B�1(a) >� �, entonces

(x(t); y(t))! (B�1(a); 0) cuando t! +1;

para cualquier soluci�on positiva (x; y) de dicho sistema.

Demostraci�on. Del Teorema 1.5.8. se tiene que V 1 = 0, por tanto de (4.7) se

deduce que V N = 0 para todo N 2 IN, de donde �V = 0 = V
�
= 0: Entonces se

veri�ca que UN = U1 para todo N 2 IN, con lo que por el Teorema 4.2.3. se

completa f�acilmente la prueba.

Ejemplo 2.

Tambi�en podemos plantear el caso aut�onomo suponiendo que el depredador

se reproduzca, para lo cual empleamos el modelo an�alogo al (5.1), cambiando

la segunda ecuaci�on con lo que queda el siguiente sistema,

x0i = xi

2
4ai � nX

j=1

bijxj � diy

3
5

y0 = y

"
�+

nX
i=1

�ixi � y

#
(5.7)

Veamos al igual que en el Ejemplo 1 un caso concreto para el modelo (5.7),

utilizando los siguientes coe�cientes,

B �

 
1:3 �0:2

�0:1 1

!
;



5.2. Casos Concretos 105

y que, � = 0:2;  = 8:5; ~� = (0:2; 0:7); ~d = (13; 5); y ~a = (1:3; 0:5). Nueva-

mente mediante el programa inform�atico del Anexo I obtenemos,

IMPARES

Iteraci�on k

xk
1

xk
2

yk

1 3 : : : 49 50

1.094 0.832 : : : 0.475445 0.475444

0.609 0.463 : : : 0.264891 0.26489

0.009 0.081 : : : 0.0565309 0.0565308

PARES

Iteraci�on k

xk
1

xk
2

yk

2 4 : : : 48 50

0.006 0.205 : : : 0.475443 0.475444

0.003 0.114 : : : 0.26489 0.26489

0.0239 0.0378 : : : 0.0565307 0.0565308

Nuevamente la expresi�on gr�a�ca de la resoluci�on num�erica utilizando el mismo

paquete inform�atico, quedar��a de la siguiente forma.

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

Presa x1

Presa x2

Depredador y
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Se observa de nuevo la concordancia entre ambos resultados y es claro que

al no variar aqu�� las ecuaciones que modelan a las presas del modelo (5.1),

tenemos igualmente las condiciones para la existencia del atractor global, as��

utilizando los mismos argumentos empleados en la prueba del Teorema 5.2.2.,

se puede ver que se simpli�can las condiciones para que el proceso iterativo

se pueda utilizar. Concretamente podemos llegar f�acilmente al siguiente Teo-

rema.

Teorema 5.2.4. Supongamos que,

B�1(a) >
< B�1(a); � > +�


B�1(d)

Entonces se obtienen para (5.7) las mismas conclusiones que en el Teorema5.2.2.

, donde a; d y � an�alogos a los del citado teorema.

5.3 Aplicaciones de los modelos Presa-Depre-

dador en cultivos hort��colas.

Para la aplicaci�on de los modelos depredador-presa se han elegido ejemplos

relativos a especies plagas en cultivos hort��colas, dentro de estos cultivos la

incidencia de estos enemigos de las plantas, as�� como su soluci�on mediante el

control qu��mico, constituye un cap��tulo muy importante (Cabello y Ca~nero,

1994); adem�as de su importancia cuantitativa, est�a la cualitativa, fundamen-

talmente por la problem�atica derivada de la misma (Cabello, 1998).

En concreto se han elegido dos cultivos: pimiento y tomate; as�� como tres

grupos de especies plaga de gran severidad econ�omica en los mismos: "He-
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liothis del tomate", lepid�optero, Noctuido, denominado: Helicoverpa armigera

(Hb.), "mosca blanca", nombre com�un que corresponde al Hom�optero, Aleyr�o-

dido: Bemisia tabaci (Gen.); y �nalmente el Tysan�optero, Tr��pido: Frankli-

niella occidentalis (Pergande), que se denomina com�unmente "trips occidental

de las ores". En este grupo de especies plagas, y condiciones de cultivo, se

disponen de estudios sobre su biolog��a, ecolog��a y control (Belda et al., 1992;

Cabello y Belda, 1994; Cabello y Ben��tez, 1994; Cabello et al., 1996 a,b,c).

En el caso de "mosca blanca" y "trips occidental de las ores" se trata de

insectos de peque~no tama~no, que se sit�uan entre los 0,3 y 2,0 mm de longitud,

respectivamente; sin embargo, sobre la planta la primera especie es m�ovil,

y la segunda es inm�ovil en sus estados inmaduros. Por el contrario "helio-

this", presenta estados inmaduros de un peque~no tama~no inicial, en estado de

huevo ( 0,5mm) y primeros estadios larvarios (2,0-3,0mm), pero al avanzar su

m�aximo desarrollo, su tama~no se triplica (30,0 - 35,0mm), lo que la hace m�as

dif��cilmente de depredar por otros insectos.

En el caso de los depredadores empleados en el control biol�ogico de estas

especies plagas, destacan las especies de Orius y Macrolophus. El primer

depredador es un Heter�optero, de la familia Anthcoridae; su tama~no es muy

similar al de sus presas, desde 0,4 mm. en los primeros estados de su desarrollo,

hasta los 2,0 a 3,0 mm. en estado adulto. Por el contrario, Macrolophus

caliginosus Wagner, se trata tambi�en de un Heteroptero (Miridae) que de

mayor es casi el doble del anterior, pudiendo llegar los adultos hasta los 5,5

mm.

Los datos empleados, que no han sido publicados, corresponden a los resul-
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tados de tres ensayos realizados en el control biol�ogico de las especies plagas,

con los depredadores anteriormente mencionados (Cabello, 1998, com. pers.;

Garc��a Jim�enez, 1998, com. pers.). En el caso de un solo depredador- una

presa, se ha utilizado los datos del control biol�ogico mediante el depredador

Orius sp., de la especie plaga Frankliniella occidentalis en cultivo de pimiento

en invernadero, localizado en la Mojonera (Almer��a), durante las campa~na

1991/92, y 1997/98. En el primer caso se realizaron sueltas del depredador

de forma quincenal, y una dosis de suelta de 1 individuo cada 2 plantas. En

el segundo caso la dosis de suelta fue la misma, pero s�olo se realiz�o una vez,

concretamente en la d�ecima semana del cultivo.

Para la aplicaci�on del modelo depredador-presa, con dos presas y un solo

depredador, se emplearon los datos de lucha biol�ogica contra Helicoverpa

armigera y Bemisia tabaci, con el depredador: Macrolophus caliginosus, en un

cultivo de tomate en invernadero, localizado en Mazarr�on (Murcia), durante

la campa~na 1996/97. En el presente caso la dosis de liberaci�on del depredador

fue de 1 por planta, y se realiz�o en la quinta semana del cultivo.

En todos los casos hemos intentado ajustar mediante un modelo depredador-

presa con fricci�on, donde el depredador experimenta una reproducci�on en el

desarrollo de su poblaci�on, concretamente lo expresamos mediante el siguiente

sistema.

x0i = xi

2
4ai � nX

j=1

bijxj � diy

3
5

y0 = y

"
�+

nX
i=1

�ixi � y

#
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5.3.1 Aplicaci�on al caso de Orius-Frankliniella

Gr�a�co 1.Valores observados (s��mbolos) y estimados (l��neas continuas) de la din�a-

mica de poblaci�on de la especie plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripi-

daeae) y su depredador :Orius sp.(Hem: Anthocoridae) en cultivo de pimiento en

invernadero, localizado en la Mojonera (Almer��a), en la campa~na 1997/98.
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Cuadro 1. Valores del ajuste al modelo depredador-presa del control biol�ogico de

la especie plaga:Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripidaeae) por el depredador

:Orius sp.(Hem: Anthocoridae) en cultivo de pimiento en invernadero, localizado en

la Mojonera (Almer��a), en la campa~na 1997/98.

Coe�cientes del ajuste Depredador Presa

a1 b11 d1 � �1  g.l. total r2 g.l. total r2

0.333 1.1 17 0.25 2.7 5 28 0.9216 28 0.9026

En el gr�a�co 1 se recogen los valores observados y los estimados de la

din�amica de poblaci�on de la especies plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.:

Thripidae) y su depredador: Orius sp. (Hem: Anthocoridae) en cultivo de

pimiento en invernadero, localizado en la Mojonera (Almer��a), en cultivo de

pimiento, durante la campa~na 1997/98. Los coe�cientes de ajuste conseguido

por el modelo depredador-presa se recogen en el cuadro 1, as�� como los estad��s-

ticos de comparaci�on donde por g.l. total entendemos como grados totales de

libertad y por r2 el coe�ciente de correlacci�on, los cuales presentaron una alta

signi�caci�on (P < 0:01).
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Gr�a�co 2. Valores observados (s��mbolos) y estimados (l��neas continuas) de la

din�amica de poblaci�on de especies plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripi-

dae) y su depredador: Orius sp. (Hem: Anthocoridae) en hojas, cultivo de pimiento

en invernadero, localizado en la Mojonera (Almer��a), en la campa~na 1991/92.
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Cuadro 2.Valores del ajuste al modelo depredador-presa del control biol�ogico

de la especie plaga:Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripidae) por el depredador:

Orius sp. (Hem: Anthocoridae) en hojas, cultivo de pimiento en invernadero, loca-

lizado en la Mojonera (Almer��a), en la campa~na 1991/92.

Coe�cientes del ajuste Depredador Presa

a1 b11 d1 � �1  g.l. total r2 g.l. total r2

2.25 0.1 11 0.7 1.2 1.9 8 0.8801 8 0.8970
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Gr�a�co 3. Valores observados (s��mbolos) y estimados (l��neas continuas) de la din�a-

mica de poblaci�on de especies plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripidaeae)

y su depredador: Orius sp. (Hem: Anthocoridae) en ores , cultivo de pimiento en

invernadero, localizado en la Mojonera (Almer��a), en la campa~na 1991/92.
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Cuadro 3.Valores del ajuste al modelo depredador-presa del control biol�ogico de la

especie plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripidae) por el depredador: Orius

sp. (Hem: Anthocoridae) en ores, cultivo de pimiento en invernadero, localizado

en la Mojonera (Almer��a), en la campa~na 1991/92.

Coe�cientes del ajuste Depredador Presa

a1 b11 d1 � �1  g.l. total r2 g.l. total r2

3.1 0.07 0.99 2.5 0.66 2 8 0.9414 8 0.9619
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Los valores observado (s��mbolos) y estimados (l��neas continuas) de la din�a-

mica de poblaci�on de la especies plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thrip-

idae) y su depredador: Orius sp. (Hem: Anthocoridae) en hojas, cultivo de

pimiento en invernadero, localizado en la Mojonera (Almer��a), durante la cam-

pa~na 1991/92, se recogen en la gr�a�ca 2 cuando se muestrearon hojas, y en

la gr�a�ca 3 para muestreo en ores. En los cuadros 2 y 3 se presentan los

coe�cientes de ajuste del modelo, as�� como los estad��sticos de comparaci�on,

que en el presente caso fueron tambi�en altamente signi�cativos (P < 0:01),

tanto en hojas, como en ores.

El modelo depredador-presa, como se observa en los dos ejemplos, se ajusta

bien a los datos reales de campo. Ellos constituyen casos de aplicaci�on de

la lucha biol�ogica contra plagas, en concreto la realizaci�on de sueltas del

depredador Orius contra la plaga F. occidentalis, en dos localizaciones dis-

tintas.
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5.3.2 Aplicaci�on al caso de Bemisia-Helicoverpa y Ma-

crolophus.

Gr�a�co 4.Valores observados (s��mbolos) y estimados (l��neas continuas) de la din�a-

mica de la poblaci�on de dos especies plaga: Bemisia tabaci (Hom.:Aleyrodidae) y

Helicoverpa armigera (Lep.: Noctuidae), y su depredador: Macrolophus caliginosus

(Hem.: Miridae) en cultivo de tomate, al aire libre, en Mazarr�on (Murcia), en la

campa~na de 1996/97.
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Cuadro 4. Valores del ajuste al modelo depredador-presa del control biol�ogico de

las dos especies plaga: Bemisia tabaci (Hom.:Aleyrodidae) y Helicoverpa armigera

(Lep.: Noctuidae), por el depredador: Macrolophus caliginosus (Hem.: Miridae) en

cultivo de tomate, al aire libre, en Mazarr�on (Murcia), en la campa~na de 1996/97.

Coe�cientes del ajuste

ai i = 1; 2 (bij) i; j = 1; 2 di i = 1; 2 � �i i = 1; 2  
0:6
0:25

!  
1:1 �6

�0:7 7

!  
20
11

!
0.2

 
1
5

!
2

Macrolophus Bemisia Heliocoverpa

g.l. total r2 g.l. total r2 g.l. total r2

18 0.8208 18 0.8904 18 0.8208

Para el caso del modelo con un depredador y dos presa, la gr�a�ca 4 repre-

senta los valores observados y estimados de la din�amica de poblaci�on de dos

especies plaga: Bemisia tabaci (Hom.: Aleyrodidae) y Helicoverpa armigera

(Lep.: Noctuidae), y su depredador: Macrolophus caliginosus (Hem: Miridae)

en cultivo de tomate. Los coe�ciente de ajuste, as�� como sus estad��sticos se

dan en el cuadro 4.

El modelo depredador-presa puede ser comparado con el estudio realizado

por Hallam, T.G. y Zhien Ma. (1986) [28] para el conocimiento de procesos

de reproducci�on y mortalidad de especies que cubren el espectro zool�ogico,

donde estas pueden verse afectadas por factores ex�ogenos que pueden afectar

al par�ametro demogr�a�co, como es el caso de los t�oxicos o pesticidas.

As�� toma una ecuaci�on de tipo Kolmogorov,

x0 = xF (r(c(t)); x) t 2 [0;+1); (5.8)
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con x la densidad de poblaci�on de la especie, r(t) un par�ametro demogr�a�co

y c(t) un factor ex�ogeno que puede afectar al par�ametro demogr�a�co.

En dicho trabajo se prueba que:

T1) La poblaci�on de (5.8) es persistente cuando r(c�) > 0:

T2) La poblaci�on de (5.8) se extingue cuando r(c�) < 0:

para c� = lim sup c(t) ; c� = lim inf c(t):

En nuestro caso podemos considerar como factor ex�ogeno en el desarrollo

de la plaga el que realiza sobre ella el depredador, de esta manera se tendr��a que

r(c(t)) = ai� diy(t) comprobando que se veri�ca T1) para los casos de Orius-

Frankliniella en hoja expresados en los gr�a�cos 1 y 2, mientras que se tiene

T2) para el caso de Orius-Frankliniella en or, representado en el gr�a�co 3.

An�alogamente tendr��amos una concordancia de dicho resultado con lo obtenido

en el caso Bemisia-Helicoverpa y Macrolophus expresado en el gr�a�co 4.

La aplicaci�on pr�actica del modelo, tambi�en ha resultado adecuada al caso

de un solo depredador cuando se ha empleado en el control biol�ogico de dos

presas que constituyen plagas: Bemisia y Helicoverpa. La presente aplicaci�on,

conjuntamente con lo encontrado en el caso anterior ( gr�a�co 4), se considera

que demuestra de forma fehaciente la aplicabilidad del modelo. Su posterior

utilizaci�on en la evaluaci�on de e�cacias en la depredaci�on, empleada como

herramienta de control de plagas, debe ser desarrollada. Sin embargo, se

estima que el presente modelo puede ser e�caz para dicha valoraci�on. Lo

que supone actualmente una piedra angular de la estimaci�on de la e�ciencia,

y forma de actuaci�on de los agentes de control biol�ogico.
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5.4 Anexo

Utilizando el paquete inform�atico del Mathematica, hemos desarrollado el si-

guiente programa el cual ha sido utilizado para los esquemas iterativos de los

ejemplos 1 y 2 planteados al comienzo de este cap��tulo.

� Procedimiento Principal.

Clear ["Global"];

Presa[mb
�
,a
�
,d
�
,aalfa

�
,bbeta

�
,ggamma

�
,n
�
,error

�
,ag

�
]:=

Module[fsx,sy=0,y,iter=0,listax=fg,listay=fg,er=109̂g,
While [iter<n &&er>error,
iter++;
sx=LinearSolve[mb,a-sy*d];
If[EvaluacionSinAlfa,
sy=Solve[ggamma*y==-aalfa+(fbbetag.

Transpose[fsxg])[[1,1]],y][[1,1,2]],
sy=Solve[ggamma*y==aalfa+(fbbetag.

Transpose[fsxg])[[1,1]],y][[1,1,2]]
];

If[iter>1,
er=Max[Abs[fsx-Last[listax], sy-Last[Listay]g]]

];

AppendTo[listax,sx];AppendTo[listay,sy];

];

Return[If[ag==1,flistax,listay,erg,fsx,sy,erg]]

]
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� Entrada de Datos.

�le=Input["Archivo de datos:"];

datos=ReadList[�le,Number,NullRecord->True,RecordList->True];

n=Lenght[datos[[1]]];

mb=Table[datos[[i]],fi,1,ng];
a=datos[[n+1]];

d=datos[[n+2]];
bbeta=datos[[n+3]];
niter=datos[[n+4,1]];
error=datos[[n+5,1]];

ag=datos[[n+6]];
If[datos[[n+7]]==fg,EvaluacionSinAlfa=True, aalfa=datos[[n+7]];
ag=0;
(*Fin entrada*)

If[EvaluacionSinAlfa,

(*Caso en que la variable "alpha" no est�a tomada del �chero de datos*)

ss=Solve[(fbbetag.Inverse[mb].Transpose[fag])[[1,1]]-x==0,x];
mensaje1="Alfa(<"<>ToString[ss[[1,1,2]]]<>"):";

aalfa=Input[mensaje1];

var2=Max[fMax[Table[((fbbetag.Inverse[mb].Transpose[fag])[[1,1]]-aalfa*
(Inverse[mb].Transpose[fdg])[[i,1]]/(Inverse[mb].Transpose[fag])[[i,1]],
fi,1,Length[a]g]],
(fbbetag.Inverse[mb].Transpose[fdg])[[1,1]]g],

(* Caso en que la variable "alpha puede tomar s�olo valores positivos *)

var2=Max[Table[((fbbetag.Inverse[mb].Transpose[fag])[[1,1]]+aalfa*
(Inverse[mb].Transpose[fdg])[[i,1]]/(Inverse[mb].Transpose[fag])[[i,1]],
fi,1,Length[a]g]]

];

mensaje2="Gamma(>"<>ToString[var2]<>"):";

ggamma=Input[mensaje2];
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� Resoluci�on Num�erica. Presentaci�on de Resultados.

(*Resoluci�on por M�etodos Iterativos del Sistema Diferencial *)

sol=Presa[mb,a,d,aalfa,bbeta,ggamma,niter,error,ag];

(*Presentaci�on de los Resultados*)

If[ag==1,
(* Visualizaci�on de la sucesi�on de iteraciones obtenidas *)

Print["Lista x:",MatrixForm[sol[[1]]]];
Print[""];
Ip=fg;li=fg;
For[i=1,i<=Length[sol[[2]]],i++,

If[Mod[i,2]==0,AppendTo[Ip,sol[[2,i]]],
AppendTo[li,sol[[2,i]]]

]
];

Print[li,lp],

(* Soluci�on �nal ajustada a la cota de error establecida. *)

Print["x=",sol[[1]]];
Print["y=",sol[[2]]];

Print["Errores=",sol[[3]]];
]
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A.1 Lema de Barbalat

Lema A.1.1. Sea una funci�on diferenciable f : [a;+1)! IR tal que:

i) Existe lim
t!+1

f(t),

ii) f 0(t) es uniformemente continua.

Entonces,

f 0(t)! 0 cuando t! +1:

Demostraci�on. Dado un � > 0 tomamos � > 0 tal que,

jf 0(t)� f 0(s)j �
�

2
si jt� sj � 2�:

Para cada n 2 IN tenemos �n 2 (n�; n� + �) tal que

f(n� + �)� f(n�) = �f 0(�n):

Por i) se veri�ca que, f(n� + �) � f(n�) ! 0 cuando n ! 1; de modo

que f 0(�n)! 0 cuando n!1:
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En particular, existe un valor N � 1 tal que

jf 0(�n)j �
�

2
si n � N:

Hemos de notar que se cumple, �n+1��n < 2�; y as��, dado t � �N escogemos

un valor n � N tal que �n � t � �n+1:

Entonces se tiene que t� �n < 2� y en consecuencia,

jf 0(t)� f 0(�n)j �
�

2
;

de donde resulta que,

f 0(t)! 0 cuando t! +1:

Del lema anterior se puede obtener un resultado preciso para cuando la

funci�on es de la siguiente forma.

Corolario A.1.2. Sea g : [0;1) ! [0;1) una funci�on uniformemente con-

tinua tal que, Z 1

0

g(t)dt < +1:

Entonces, g(t)! 0 cuando t! +1.

Demostraci�on. Bastar��a aplicar el Lema anterior a la funci�on f : [0;1) !

[0;1) de�nida como f(t) =
R t
0
g(s)ds; lo que completar��a la prueba.
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A.2 Teorema de la Funci�on Impl��cita

En esta secci�on demostramos una versi�on del Teorema de la Funci�on Impl��cita,

que puede encontrarse en [23], donde la demostraci�on la exponemos por com-

plitud.

Teorema A.2.1. Sean X;Y espacios de Banach, � un espacio topol�ogico y

U un subconjunto abierto de X. Sea � : U ��! Y una funci�on continua con

derivada parcial continua �x : U � � ! L(X;Y ). Si �(x0; �0) = 0 y �x es

invertible para alg�un (x0; �0) 2 U � �, entonces existe una funci�on continua

	 : N ! B(x0; r) � �B(x0; r) � U;

de�nida en un entorno N de �0 con las siguientes propiedades:

i) �(	(�); �) = 0 8� 2 N

ii) Si �(x1; �1) = 0; �1 2 N y x1 2 B(x0; r) entonces x1 = 	(�1). En

particular 	(�0) = x0

Demostraci�on. De�nimos L(�) = �x(x0; �); R(x; �) = �(x; �) � L(�)x y

a = kL(�0)
�1k�1=4. Como �x es continua, existe r > 0 y un entorno N0 de �0

tal que la bola cerrada B(x0; r) est�a contenida en U y,

k�x(x; �)� �x(x0; �)k �
a

2
; x 2 B(x0; r); � 2 N0:

De donde aplicando el Teorema del Valor Medio se tiene,

kR(x; �)�R(z; �)k � akx� zk ; x; z 2 B(x0; r); � 2 N0: (A.1)

Fijamos N1 entorno de �0 contenido en N0 tal que,

kL(�) � L(�0)k �
1

2
kL(�0)

�1k
�1

8� 2 N1: (A.2)
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Es conocido que L(�) es invertible y,

kL(�)�1k � 2kL(�0)
�1k 8 � 2 N1:

Finalmente dado que �(x0; �0) = 0, existe un entorno N de �0 contenido

en N1 tal que,

k�(x0; �)k < ar 8� 2 N:

Como � 2 N , de�nimos T� : B(x0; r)! E por,

T�(x) := �L(�)�1R(x; �):

Notamos que por (A.1)-(A.2)

kT�(x)� T�(z)k � kL(�)�1kkR(x; �) �R(z; �)k �
1

2
kx� zk:

Tambi�en se tiene que.

T�(x)�x0 = �L(�)�1[L(�)x0+R(x0; �)] = �L(�)�1[�(x0; �)+R(x; �)�R(x0; �)]

y as��,

kT�(x)� x0k � kL(�)�1k [k�(x0; �)k + kR(x; �)�R(x0; �)k] �

2kL(�0)
�1k [ar + akx� x0k] < 4arkL(�0)

�1k = r:

Como, T� es una aplicaci�on de B(x0; r) en B(x0; r), por el Teorema del

Punto Fijo de Banach, T� tiene un �unico punto �jo 	(�) en B(x0; r):

Si 0 = �(�1; x1) = L(�1)x1+R(x1; �1), para alg�un (x1; �1) 2 B(x0; r)�N ,

entonces x1 = �L(�1)
�1R(x1; �1) = T�1(x1), con lo cual x1 = 	(�1). Por otra
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parte, 	(�) = T�(	(�)) = �L(�)�1R(	(�); �) y tambi�en, 0 = L(�)	(�) +

R(	(�); �) = �(	(�); �):

Para �nalizar la prueba �jamos � 2 N y notamos que,

	(�) �	(�) = L(�)�1R(	(�); �) � L(�)�1R(	(�); �) =

= L(�)�1[R(	(�); �) �R(	(�); �)] + L(�)�1R(	(�); �)� L(�)�1R(	(�); �);

pero,

kL(�)�1[R(	(�); �) �R(	(�); �)]k � kL(�)�1kak	(�)�	(�))k

� 2kL(�0)
�1kak	(��	(�))k =

1

2
k	(�)�	(�)k:

De donde, k	(�) � 	(�)k � 2kL(�)�1R(	(�); �) � L(�)�1R(	(�); �)k; y

la continuidad de 	 se sigue de los siguientes hechos,

L(�)�1 ! L(�)�1 y R(	(�); �)! R(	(�); �) cuando �! ��:
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