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Resumen

Los modelos depredador-presa han desempenado un papel muy importante
en el estudio de muchas poblaciones donde aparece una determinada relacion
entre ellas. Con todo ello podemos decir que forman uno de los temas mas

interesantes y dominantes dentro de la ecologia.

Uno de los primeros trabajos sobre la dinamica de poblaciones lo podemos
encontrar en 7 Essay on the principle of population 7 de Thomas Malthus
(1798), donde argumenta que mientras las poblaciones crecen logaritmica-
mente, los recursos de los que dependen son constantes o solo crecen arit-
méticamente, de esta manera la demanda de recursos debe de exceder al sumi-
nistro y el crecimiento poblacional, dependiente de la fuente de suministro,
debe entonces cesar. Asi, Thomas Malthus se puede considerar como uno
de los pioneros de la ecologia, aunque su modelo sobre el crecimiento de las
poblaciones, no sea realista ya que un crecimiento ilimitado no se produce en la
naturaleza, debido a la existencia de multiples limitaciones: fisicas, biologicas,

etc.

Cuarenta anos mas tarde, Verhulst (1838) en su trabajo ” Principle of
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Population 7, formula un modelo en el que trata de corregir el crecimiento
Malthusiano con un factor freno en el modelo, y que se puede considerar como
el germen de todos los modelos conocidos como logisticos,

dN N
JZ“N(“:*?)v

donde N es la densidad de la poblacion, a la tasa percapita de cambio o la
tasa de aumento intrinseco y K la densidad de equilibrio a menudo llamada

la capacidad de carga del entorno.

Posteriormente, y a partir del auge que estaban adquiriendo todos estos
temas, Lotka (1925) y Volterra (1928) realizan uno de los grandes avances en
la dinamica de poblaciones, donde proponen el primer modelo depredador-
presa que en lugar de ser obtenido por extension de la ley logistica a dos
especies, adoptan el principio quimico de acciéon de masas. En otras palabras,
en dichos trabajos se asume que la respuesta de la poblacién sera proporcional
al producto de sus biomasas. A partir de aqui son multiples los avances que
en torno a este tema y en general sobre la dinamica de poblaciones se han
llevado a cabo. En consecuencia, en esta memoria realizamos un estudio de

los Sistemas de Kolmogorov,
v =z fi(t,x); v = (21,...,2,) €ERL, 1 <i <

donde f = (fi,..., [n) : RxIR} — IR" es una funcién continua, y T-periédica
en t. Obteniendo una serie de resultados , para un caso particular de ellos, que
posteriormente utilizamos para analizar un determinado modelo depredador-
presa. Por ultimo como aplicacién, tratamos de modelizar algunos datos reales

de campo.



En el Capitulo 1 se presentan los resultados basicos sobre ecuaciones dife-
renciales ordinarias resaltando los teoremas sobre la dependencia continua de
las condiciones iniciales y parametros, asi como una serie de proposiciones y
corolarios que tratan de adecuar diferentes situaciones del Teorema de Kamke
a las condiciones en las que posteriormente nos vamos a desenvolver. Por
ultimo se presentan dos secciones relativas a un pequeno estudio sobre los

sistemas periodicos y la conocida ecuacion de tipo logistico.

El Capitulo 2 pretende formalizar el concepto de “atractor global” de un
sistema de ecuaciones diferenciales sobre el qué nos planteamos bajo qué condi-
ciones tenemos garantizada su existencia, igualmente definimos las condiciones

: : ; s . »
que identificaran a los que llamaremos 7sistemas cooperativos”, en torno a
los cuales se desarrolla gran parte de este trabajo, y donde concretamente
conseguimos comprobar como las condiciones para la existencia del atractor

global, se reducen para este tipo de sistemas.

El Capitulo 3 constituye el bloque fundamental de este trabajo y sin duda
en él se encuentran los resultados que han generado un mayor grado de di-
ficultad para su obtencién, de manera mas precisa probamos un teorema de
continuidad para el atractor global del sistema diferencial en el cual general-
izamos para el caso cooperativo un resultado planteado por el prof A. Tineo
en "X Escuela Venezolana”[63]. De igual forma, aprovechando esta informa-
cién, en el Corolario 3.3.2 conseguimos dar una caracterizacion para el atractor

global.

En el Capitulo 4 realizamos un estudio sobre un modelo depredador-presa

con n-presas y un depredador donde, para poder utilizar los resultados de los
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capitulos anteriores, consideramos que las presas en ausencia del depredador
se desarrollan bajo un sistema cooperativo. También en él, siguiendo la idea
planteada por Lépez-Gémez, Ortega y A. Tineo en [48], establecemos un es-
quema iterativo para este modelo, encontrando bajo determinadas condiciones

un atractor global del sistema.

En el Capitulo 5, exponemos de manera precisa las condiciones nece-
sarias para que los resultados obtenidos se verifiquen en el caso particular
de Lotka-Volterra auténomo. También se estudia la aplicaciéon de los modelos
depredador-presa a la dinamica de poblaciones de especies plagas en cultivos
horticolas, en concreto se han elegido dos cultivos: pimiento y tomate, asi
como tres importantes grupos de especies plaga: la "heliothis de tomate”, la
"mosca blanca”y el "trips occidental”, tratando de modelizar su desarrollo con
un depredador por medio de un modelo depredador-presa con reproduccién en

el depredador.

Para finalizar el presente resumen, hacemos notar que el esquema iterativo
desarrollado en esta memoria, es perfectamente valido para obtener de manera
colateral el resultado sobre la persistencia en media para un sistema competi-
tivo conseguido en [25], lo cual lo hemos desarrollado en un capitulo intermedio

que hemos llamado 7 Resultado Colateral 7.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccion

Es objetivo de este capitulo, proporcionar de una manera rapida las principales
nociones y conceptos iniciales basicos sobre ecuaciones diferenciales ordinarias
que seran necesarios en el desarrollo de esta memoria. La mayoria de ellos
son resultados muy conocidos y por tanto los podemos encontrar en cualquier
manual de E.D.O., pero que nosotros hemos adecuado a la notacion empleada
para la elaboracion de este trabajo. También presentamos algunos resultados
que se obtienen a partir del conocido Teorema de Kamke, pero igualmente
tratamos de adaptarlos a nuestras condiciones para facilitar las referencias
que sobre ellos haremos en las demostraciones. Por ultimo se estudian algunas
propiedades de interés para el caso de sistemas periddicos y de la ecuacion de
logistica.

Recordamos que para f: W — IR" una funcion definida en un abierto no

vacio W C IRxIR", y (to, x0) € W, se denomina Problema de Valores Iniciales



6 1. Preliminares

(P.V.L.) o de Cauchy, al problema mediante el cual se determina una funcién

x: I CIR — IR" tal que,

?'(t) = f(t,z(t), a(to) =x0 Vtel.

Este es un problema que se encuentra fuertemente ligado con los conocidos
teoremas del punto fijo ya que en muchos casos la existencia de una solucion,

se reduce a la determinacion de puntos fijos para un cierto operador.

Para poder obtener estos teoremas de puntos fijos es fundamental que la
funcién que determina dichos operadores verifique una serie de propiedades.
Asi, si f es continua, el Teorema de Cauchy-Peano permitira garantizar la
existencia de soluciones, mientras que si f es continua y lipschitziana respecto
de x, se obtiene un operador contractivo que nos llevara al Teorema de Picard-

Lindelof para la existencia y unicidad de las soluciones.

Asi, segun lo expuesto anteriormente sera basico la hipétesis de lipschitzia-
nidad, la cual como en principio es bastante restrictiva, lo llevaremos a la
de 7localmente lipschitziana” que légicamente es mas débil que la de “glo-
balmente lipschitziana”, pero que sera suficiente para aplicar los teoremas de

existencia y unicidad de soluciones.

Por tanto, podria ser interesante realizar una seccién sobre el Espacio de
las Funciones Continuas recordando alguno de los teoremas referentes a las
mismas, sin embargo hemos decidido omitirla ya que la podemos encontrar
en cualquier manual de andlisis matematico. En cambio, si hemos querido
expresar un resultado importante para cuando la convergencia de las funciones

es uniforme, el cual sera utilizado en muchas de las demostraciones y que
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presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.1. (Teorema de Intercambio de Limites con Derivadas)

Sea f, : I CIR — IR" una sucesion de funciones diferenciables tales que,
fo—f vy fl — F uniformemente en subconjuntos compactos de I,

para ciertas funciones f, £ : 1 — IR".

Entonces [ es diferenciable y ademds se verifica que ' = I,

1.2 Teoremas Generales sobre Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias

En esta seccién enunciamos algunos resultados generales sobre ecuaciones
diferenciales ordinarias (E.D.O.) relativos a la existenciay unicidad de las solu-
ciones, dependencia continua de las condiciones iniciales... que, como hemos
dicho en la introduccion, podemos encontrar en cualquier libro de E.D.O., pero
que hemos optado por incluirlos en este capitulo para facilitar la lectura y la
adecuacion a la notacién de este trabajo. En particular hemos usado Hale
(1980), Hartman (1982), Coddington-Levinson (1984), Amann (1990) y Novo
(1995).

Definicién 1.2.1. Dado W C IR x IR" conjunto abierto vy f : W —
R" (t,2) — f(t,x), diremos que es localmente lipschitziana en x si para

cada (tg,x9) € W existen constantes positivas € y L tales que,

[t 2) < (L)l < Lz <yl
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st

(t,x), (t,y) € W5 |t &to] < ¢, ||z ©uoll <€ |y x| <e

Proposicién 1.2.2. Sea f: W C R" — IR". Supongamos que [ admite

af; o .

todas las derivadas parciales e W — Ry =1,...,n continuas en W.
£

Entonces f es localmente lipschitziana respecto de x = (x1,...,2,).

Sea (to,x0) € W, se dice que u : I C IR — IR", #y € I es una solucién del

P.V.L
' = f(t,2); (o) = o, (1.1)

si verifica:
i) u es una funcién diferenciable.
i) u(ty) = o.
ii) (¢,u(t)) e W Vvte l.
iv) /(1) = f(t,u(t)) Vtel.

Para funciones localmente lipschitzianas, como es el caso de las que funda-
mentalmente estudiaremos, se tiene el siguiente resultado sobre la existencia

y unicidad de la solucién para el problema (1.1).

Teorema 1.2.3. (Picard-Lindelof) Supongamos que f(t,x) es continua y lo-
calmente lipschitziana en x. FEntonces (1.1) posee una solucion, ademds, si
u:l —R"yv:J— IR" son soluciones de (1.1), entonces u(t) = v(t) para
todot € INJ.

Del teorema anterior se sigue que el P.V.I. (1.1) posee una solucién u de

dominio maximo, es decir, el dom u contiene al dominio de cualquier otra
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solucién de (1.1), entonces se dice que u es solucion maximal. Ademas para

ella podemos tener los siguientes resultados.

Teorema 1.2.4. Sea u: [l — RR" wuna solucion de (1.1). Si I = (a,w) tal
que 1w < 400 Y SUPONEMOs que,
i) Eriste v, := lim_,~u(t)
i) (wyx.) € W
Entonces existe una solucion v : J — IR" de (1.1), tal que (a,w +¢€) C J

para algun € > 0. Es decir, v es una prolongacion estricta de uw a la derecha.

Corolario 1.2.5. Sea v : [ — IR" una solucion de (1.1) y supongamos que
existe un compacto K C W tal que (t,u(t)) € K VYt € I. Entonces u posee

una extension estricta a la derecha.

Con todo lo ya expuesto, podemos decir que el problema (1.1) cuando esta
en las condiciones del Teorema 1.2.3. posee una tunica solucion que ademas
depende de la condicién inicial (to, xg). Por tanto podemos llamar u(?, g, xo)

a la unica solucién de (1.1) que verifica dicha condicién inicial.

Teorema 1.2.6. (Dependencia Continua de las Condiciones Iniciales.) Sea
u(t, to, o) la solucion de (1.1) y sea I(tg, xo) su dominio de definicion mdzimal.

Se considera el conjunto,
D= {(t,to,l’o) IR x IR x IRn, (to,l’o) € W, 1 e ](to,l’o)}.
Entonces se cumple:

i) D es abierto.

i) u: D — IR" tal que (t,t0,x0) — u(t,to,0) s conlinua.
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Este resultado se aplica con frecuencia de la siguiente manera.

Corolario 1.2.7. Sea (ty,x;) una sucesion de elementos de W, convergente

a un punto (to,x0) € W y sea uy la solucion del problema,
= f(t,x);  x(ty) = v

Si llamamos u a la solucion de (1.1) y suponemos [a,b] C dom (u). En-

tonces existe un entero ko > 1 tal que [a,b] C dom (uy) para k > ko y ademds,

ur — u(t) cuando k — 400 uniformemente en [a,b].

De forma analoga tenemos un resultado, también importante, sobre la de-

pendencia continua de la solucién sobre los parametros de la funcion.

Teorema 1.2.8. Sea A un espacio métrico y F' : W — IR" una funcion con-
tinua definida en un abierto W C IR x IR" X A tal que F(t,x,)\) es localmente

lipschitziana en x, de manera uniforme respecto de A.

Dado un punto (tg,x0,A\) € W denotamos por u(t,to, xo,A) a la solucion
del problema,
' = F(t,z,\); z(to) = o,

y sea I(to, 20, A) su dominio de definicion mdximal. Entonces
i) El conjunto D = {(t,t0,20,\) € R X W; t € I(tg,x0,\)} es abierto.

i) La funcion v : D — R ; (t,10, %0, A) — u(t, 1o, 20, A); €s continua

Teorema 1.2.9. Sea f: W C IR x IR" — IR" una funcion continua donde

ademds existe y es continua f, = =—. FEntonces si u(t,to,x0) es la solucion

ox
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de (1.1), se verifica que es diferenciable con continuidad respecto a t,to, xo €n
su dominio de definicion. Mds ain, uz,(t, 10, x0) es la matriz fundamental del

sistema lineal,

y = fo(t,u(t,to,20))y, y(to) = Identidad.

1.3 Teorema de Kamke

En esta seccion presentamos unos resultados, que son una adaptacion del cono-
cido Teorema de Kamke [43] a la notacién y las propiedades sobre las que vamos

a desarrollar esta memoria.

Para poder expresarnos correctamente necesitamos recordar algunas defini-

ciones.

Definicién 1.3.1. Un sistema ' = f(t,z), f : IR x IR" — R" se dice

cooperativo si fi(t,xq,...,x,) es creciente respecto a x; para todo j # 1 ,
1<,y <n.
Definicién 1.3.2. Dado un conjunto de indices I = {1,...,n} diremos que

S, T determinan una descomposicion de I si I = SUT con SNT =0, y S, T

S0N no vaclos.

Definicién 1.3.3. El sistema 2’ = f(t,2), f: R xIR" — R" se dice irre-
ducible , si dada cualquier descomposicion S, T de [ = {1,...,n} existe (i,7) €

S x T tal que f; es estrictamente creciente en x;.

Los resultados que vamos a presentar necesitan que el sistema sea coope-

rativo e irreducible por tanto, aunque la nomenclatura usual es la expresada en
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las definiciones anteriores, nosotros hemos optado por simplicidad el denomi-
nar 7 sistema cooperativo 7 al que verifica las dos condiciones (cooperativo e

irreducible ).

Teorema 1.3.4. Sean  f,g : IR x R" — IR" funciones continuas con
f < g, y g localmente lipschitziana. Supongamos que u,v son soluciones de
¥ = f(t,x), x(0) = xo; v = g(t,y), y(0) = yo respectivamente. Si el

sistema determinado por g es cooperativo y ademds xo < Yo, entonces u < v

en dom (u) N dom (v) N[0, +00).

Demostracion.
Caso 1. Supongamos z¢9 < o vV f < ¢; entonces u < v. Para probar esta
afirmacién razonamos por reduccion al absurdo, por tanto debe de existir

t; > 0 de manera que,
u(t) < o(t) Vi € [0,41); wi(ty) = vi(ty) para algin e € I = {1,....,n}
de donde deducimos que u}(t1) > vi(t1) lo que implica

Jilti,u(th)) = gi(ty,v(t)). (1.2)

Aqui (f1,..., fa),(g1,...,9n) denotan las componentes de f y g respectiva-

mente.

Tomamos S = {1 € I; u;(t1) = v;(t1)} , T = {5 € I uj(t1) < v;(t1)}
es claro que S,T determinan una descomposicion de I , ademds T # ) ya
que de lo contrario tendriamos que wu;(t1) = v;(t;) Vi € {1,...,n}, de donde
razonado de manera analoga a como se hizo para conseguir (1.2), pero para

todo ¢ € I, deducimos que f(t1,u(t1) > g(t1,v(t1)), lo cual contradice f < g.
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Por otra parte, como y' = ¢(t,y) es cooperativo 3(z,5) € S x T donde,

gi(tr,v1(t1), .oy v5(t), - oy vn(tn) > giltr,ve(ta)y .oy uj(ty), ..o on(t)),
(1.3)
va que v;(t1) > u;(t1) j € T y ademas g; es estrictamente creciente en la
coordenada j por definicion de cooperativo. Como ¢; también es creciente en

las demas coordenadas diferentes de la j-ésima, implica

it v1(t), oy ui(te)s -y vn(tn)) = giltr,ua(te)y ooy uj(ty), .o un(t)).

De (1.2), (1.3) y (1.4) se llega a una contradiccion, lo que completa la
prueba del caso 1.

Caso General. Dado € > 0, llamamos v, a la solucién del problema

—

y' =g(t,y)+€ y(0)=yo+¢

con €= (¢,...,€), donde v, existe por ser ¢ localmente lipschitziana.

Si llamamos ¢.(¢,y) = g(t,y) + €, Yo = yo+ € Como f < g, tenemos que

[ < gy ademas z¢ < yo,, de donde por el caso 1 se verifica que,

u(t) <wv(t) Yy € dom undom v.N[0,+00). (1.5)

Por el Teorema sobre la Dependencia Continua de los Parametros y de las
Condiciones Iniciales, se tiene que para el compacto K = {t} existe ¢, de

manera que si 0 < € < ¢ entonces t € dom(v.) v,

v(t) — v(t) cuando € — 0.
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Por tanto para cada ¢ se tendria que tomando limites cuando ¢ — 01 en

(1.5), se deduce que u(t) < v(t). [ |

Hacemos notar que la hipotesis de localmente lipschitziana y sistema coo-
perativo para la funcién g, se le puede suponer igualmente para la funcién f

y razonar de manera analoga sélo que restando ¢ a dicha funcién.

También para cuando f = ¢ se puede probar facilmente el siguiente resul-

tado.

Corolario 1.3.5. Sea u,v soluciones del sistema cooperativo ¥’ = f(t,x) con
f:IRxIR" — IR" funcion continua y localmente lipschitziana. Si u(0) < v(0),

entonces u(t) < v(t) para todo t € dom u N dom vN [0, 00).

Podemos también obtener algunos resultados de monotonia a partir de los
conceptos de subsolucion y supersolucion, los cuales seran de bastante utilidad

en muchas de nuestras demostraciones.

Dado el sistema,
v = f(t,x), (1.6)
donde f: W — IR", funcién continua y localmente lipschitziana en x, con W

abierto de IR x IR”.

Definicién 1.3.6. Dada v : [a,b] — IR" funcién continuamente diferenciable,
se dice supersolucion (resp. subsolucion ) de (1.6) si (t,u(t)) € W y

u'(t) > f(t,u(t)) ((resp. u'(t) < f(t,u(t)) ) para todo t € [a,b].

Teorema 1.3.7. Sean u,v una subsolucion y supersolucion respectivamente

de (1.6). Si el sistema determinado por f = (f1,...,f.) es cooperativo y
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u(ty) < wv(to) para algin to € I. FEntonces u < v en I N [ty,+00), donde

I = dom undom v.

Demostracién. Definimos,
A1) := f(tu(t) (1) 20, F(t,e) = f(t,2) &A1),
(1) =) S o(1) 20, Gltoe) = f(ta) +, (1),
Entonces es claro que u,v son soluciones de,
e = F(t,z), (1.7)
o' = G(t,z), (1.8)

respectivamente, y que ' < . Ademas los sistemas (1.7) y (1.8) son coo-
perativos. Como por hipdtesis tenemos que u(ty) = v(tp), llegamos a que la
prueba se completa facilmente del Teorema 1.3.4.. [ |
Nota 1. Sien el teorema anterior se supone u(tg) < v(to) se obtiene de manera

analoga que u < v.

En el caso escalar tenemos,

Corolario 1.3.8. Sea u,v : [a,b] — IR funciones continuamente diferen-

ciables tal que u (resp. v) es una subsolucion ( resp. supersolucion ) de

@ = f(t,x). Stu(a) <v(a) entonces u < v.

1.4 Sistemas Peridodicos

Para el caso en el que la ecuacion diferencial no es autéonoma, es decir 2’ =

f(t,x) donde la variable t puede representar al tiempo, cabe la posibilidad de
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que el modelo que representa esta ecuacion se repita en intervalos de tiempo
constantes, lo cual matematicamente significa que la funciéon f(t, ) sea pe-
riédica en t. Esta razén, y dado que en esta memoria sera fundamental este
tipo de sistema, nos lleva a recordar algunos resultados y propiedades sobre
esta condiciéon que nos haran falta en alguna de las demostraciones, las cuales
podemos encontrar en el curso del prof. Tineo de la 7X FEscuela Venezolana”
[63].

Sea W =1IR xV con V C IR" conjunto abiertoy f: W — IR" una funcién

continua y localmente lipschitziana en la segunda variable. Se dice que ,
= f(t,x); v=(21,...,2,) EV (1.9)
es T-periddico para algin T' > 0, si verifica la siguiente propiedad.

ft+T,2)=f(t,z), teR, z€V.

En el desarrollo de esta seccién consideramos que (1.9) verifica la propiedad

anterior, es decir, f es T-periddica.

Proposicién 1.4.1. Si u es solucion de (1.9), entonces u(t +T) también es

solucion de dicho sistema.

Demostracion. Por ser u soluciéon tenemos que v'(t + 1) = f(t + T, u(t+ T))
de donde como f es T-periddica se concluye v'(t +T) = f(t,u(t +T)). [ |

Un resultado conocido que nos permite caracterizar las soluciones T-periodi-

cas es el siguiente.
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Proposicién 1.4.2. Sea u la solucion del problema de valores iniciales,
= f(t,z); 2(0)=a0€V (1.10)

y supongamos que u estd definida en [0,7T]. Si u(0) = u(T) entonces u estd

definida en IR y es T-periodica.

Demostracion. Definamos v(t) := u(t 4+ T') y escribimos dom(u) = («a, ) para
oo < a < < +oo. Dado que por definicion se verifica que v(0) = u(0),
entonces tenemos por la unicidad que u = v, con lo que u es T-periddica,
ademds como dom(v) = (a &T, T , se deduce que a = ooy = 400 lo

que completa la prueba. [ |

Teorema 1.4.3. Sea u una solucion de (1.9), definida y acotada en [0, 00).
Si {u(kT)} converge a un punto de V, entonces (1.9) tiene una solucion

T-periodica ug tal que

u(t) Sup(t) = 0 cuando t — +oo. (1.11)

Demostracion. Sea xq el limite de {u(kT)} y sea v la solucién de (1.9) verifi-
cando la condicién inicial v(0) = .
Afirmacién [0,7] C dom v.

Para comprobar esta afirmacién, tomamos la sucesion {uy : [0,7] — IR"}
donde uy(t) := u(t + kT'). Dado que u esta acotada en [0, 00), entonces {uy}
es uniformemente acotada, es decir, existe M > 0 tal que ||ug(?)|| < M para
todo t € [0,T] Vk € IN. Por tanto de (1.9) tenemos que {u}} estd también

uniformemente acotada, y por Ascoli tenemos que existe {uy, } parcial de {uy}
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que converge uniformemente en un compacto.

{ug,,(t)} — w(t) uniformemente en [0, T1].

Por otra parte uj ~— f(.,w) cuando m — +oo uniformemente en [0, 77,
luego por el Teorema de Intercambio de Limites con Derivadas, llegamos a que

w es solucion de (1.9), donde ademas w(0) = xq.

Por la unicidad del limite, v estd definida en [0,7] y v = w en [0,7T] lo que

prueba nuestra afirmacién.

Por la Proposicion 1.4.1. y un proceso de induccién se llega facilmente a

que uy, es solucién de (1.9) para cada k € IN.

Dado que ug(0) — v(0), entonces

ur — v uniformemente en [0, 7). (1.12)

En particular ui(T) — o(T) y asi v(T) = v(0) ya que ug(T) = ur41(0),

con lo que v es T-periddica.

Para probar (1.11) fijamos ¢ > 0, por (1.12) existe un entero N > 1 tal
que,

|lup(t) ©v(t)]| <e si k> N; te[0,T].

Tomando s > NT', podemos escribirlo como s = kT + r para k > N y

r € [0,7), y asi tenemos
[u(s) Sv(s)]| = [lu(r) o),

ya que v es T-periddica, de donde se completa facilmente la prueba. [ |
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Teorema 1.4.4. Sea u una solucion de (1.9) definida en [0,400) tal que
{u(kT)} converge a un punto p € V. Sea ug la solucion de (1.9) determinada
por la condicion inicial ug(0) = p, y supongamos que ug estd definida en [0,T].

Entonces ug es T-periodica y

u(t) Sup(t) = 0 cuando t — +oo.

Demostracion. Para cada k > 1 definimos uy(t) := u(t + kT'). Por la Proposi-

cién 1.4.1. tenemos que uy es solucién de (1.9). Por otra parte ui(0) =

u(kT) — p = ue(0), de donde

u(t) — ug(t) uniformementeen ¢ € [0,7T] cuando k — +oc.

En particular ug(T) — uo(T). Pero ug(T) = ug41(0) — p cuando k — oo,
de donde por unicidad del limite uo(7T) = uo(0), es decir, uy es T-periddica
y por tanto acotada, con lo que la demostracion se completa facilmente del

Teorema 1.4.3. [ |

En el caso de un sistema T-periddico lineal tenemos el siguiente resultado,

el cual sera de gran utilidad para el estudio de las soluciones T-periddicas.

Teorema 1.4.5. Sea el sistema
¥ =At)x v =(xq,...,2,) € R", (1.13)

con ®(t) sumatriz fundamental, ®(0) = Identidad; A(t) continua y T-periddica
en t. Entonces son equivalentes,
i) I <®(T) es un isomorfismo de IR™ en R".

ii) Bl sistema (1.13) no posee soluciones T-periddicas no triviales.
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Demostracion. Si planteamos el problema de valores iniciales
' = A(t)x x(0) = zo,

tenemos que u(t) = ®(t)xg es soluciéon la de dicho PVI. Por tanto si (1.13)
admite una solucion T-periddica no trivial u(t), por la unicidad de la soluciéon
T-periddica ha de ser de la forma  wu(t) = ®(t)ag con w9 # 0, de la
Proposicion 1.4.2. se tiene que u(0) = u(7') de donde xg = ®(T")xo. Por tanto

se verifica que,

u es solucion T-peridédica no trivial < [®(T) < T]jag=0 w9 # 0.

Y por la negacién de la equivalencia anterior se concluye facilmente la

prueba. [ |

1.5 Ecuacion Logistica

En esta seccion realizamos un breve repaso sobre la ecuacion de logistica,
donde recordamos una serie de resultados que basicamente hemos tomado del
curso impartido por el Prof. Tineo en la "X Escuela Venezolana 7 [63] y de
la tesis doctoral del Prof. Carreno titulada "Modelos Logisticos. Aplicaciones
a la Agronomia” [17], es por esto por lo que omitimos las demostraciones,
aunque si hemos querido enunciarlos dada su importancia en el desarrollo de
las pruebas que realizaremos posteriormente, asi como para poder ver con
mayor claridad la ampliacion conseguida en alguno de ellos para el caso de los
sistemas cooperativos, que son a los que nos dedicaremos fundamentalmente

en esta memoria.
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Mas concretamente, supongamos la ecuacion.
v =aF(t, ), (1.14)

donde F': IR x IRy — IR es una funcién continua tal que F'(f, x) es T-periddica

en t, para algin 7" > 0 y localmente lipschitziana en = > 0.

Notemos que la funcién  F(f,|z]|) es una extension de la F' anterior a
IR x IR. Por tanto podemos suponer, sin perdida de generalidad, que cuando

sea necesario I’ esta definida en IR x IR.

Es también importante resaltar que si u es una soluciéon de (1.14) con
u(tg) = 0 para algin to, entonces u = 0 ( por el teorema de unicidad de la
solucién ). En particular si u es una solucién de (1.14) y u(to) > 0 para algin
to, entonces u(t) > 0 para todo t € dom (u). En este caso se dice que u es una

soluciéon positiva.

Definicién 1.5.1. Diremos que (1.14) es disipativo si:
D1) Cada solucion positiva u de la ecuacion estd definida y acotada en [to, +00)
para algun tg.

Dy) Existe R > 0 tal que
lim sup,_, u(t) < R. (1.15)

para toda solucion positiva u de (1.14).

Algunos resultados técnicos que caracterizan la definicion anterior son los

siguientes.
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Proposicién 1.5.2. Si suponemos que se verifica D). FEntonces (1.14) es
disipativo si y solo si Fux(w) estd acotado, donde Fix(w) denota el conjunto

de todos los puntos fijos no negativos para la aplicacion de Poincare x de la

ecuacion (1.14).

Teorema 1.5.3. Supongamos que F(t,x) estd acotada superiormente y existe
R >0 tal que,

t
/ sup{F(t,z); R<ax < R+ k}dt <0,

[

para todo entero k > 1. Entonces (1.14) es disipativo.

Definicién 1.5.4. Se dice que (1.14) es permanente ( o uniformemente per-

sistente ) si la ecuacion es disipativa y existe m > 0 tal que,
lim inf,_ u(t) > m, (1.16)

para cualquier solucion positiva u de la ecuacion (1.14).

Definicién 1.5.5. Diremos que F(t,x) es fuertemente decreciente en x si,
S1) F(t,x) es decreciente en x.

S1) Existe T > 0 tal que F(7,2) es estrictamente decreciente en x.

Teorema 1.5.6. Supongamos que F(t,x) es fuertemente decreciente en x y
sean u,v : IR — (0, 4+00) funciones diferenciables verificando,

a) u,v,u’,v" estdan acotadas y son uniformemente continuas.

b) v estd acotada inferiormente por una constante positiva.

¢) u (resp. v) es una subsolucion ( resp. supersolucion) de (1.14).

Entonces u <.
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Corolario 1.5.7. Si F(t,x) es fuertemente decreciente en x, entonces (1.14)

tiene a lo sumo una solucion T-periodica positiva.

Con las definiciones y resultados anteriormente expresados, se prueba en
[63] el siguiente teorema, el cual serd fundamental en el desarrollo de esta

memoria.

Teorema 1.5.8. Supongamos que F(t,x) es fuertemente decreciente en x y
T

que / F(t,R)dt < 0 para algin R > 0. FEntonces (1.14) tiene una tnica
0

solucion T-periodica ug tal que,
u(t) Sup(t) = 0 cuando t — 400,
para cada solucion positiva u de (1.14). Mds ain ,

T

w=0 si / F(t,0)dt <0,
0
T

uo > 0 si / F(t,0)dt > 0.
0

Llamaremos “atractor global ” de (1.14) a la tnica soluciéon T-periddica ug
determinada por el Teorema 1.5.8. y la notaremos como 6. Por tanto si v
es una soluciéon T-periddica positiva de (1.14), donde suponemos que verifican

las hipotesis del Teorema 1.5.8., entonces necesariamente v = .

Asi uno de los objetivos planteados en esta memoria, es el estudio de las
condiciones necesarias para la existencia de dicho atractor global para el caso
particular de los que denominaremos sistemas cooperativos y su aplicacién a

un modelo depredador-presa.

[gualmente se prueba en [63] que el atractor global de (1.14) depende de

una manera continua de la funcién F'.
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Teorema 1.5.9. La aplicacion 0 : Dy — Pr; F — 0 es continua.

Aqui Dr denota al conjunto de todas las funciones F': IR x IR}y — IR satisfa-
ciendo las hipdtesis del Teorema 1.5.8. provisto de la topologia de la conver-
gencia uniforme en compactos y Pr al espacio de todas las funciones continuas

y T-periddicas provisto de la norma del supremo.

Corolario 1.5.10. Sea A un espacio métrico y sea F : IR x Ry x A — R
una funcion continua tal que F(.,.,\) € Dr para todo X € A. Si 8, denota al

atractor global de la ecuacion
v =aF(t,x, ),
entonces 0,(1) es continua en (1, ).

Como consecuencia de los Teoremas 1.5.6.-1.5.8. se tiene el siguiente resul-

tado.
Corolario 1.5.11. Sean F,G € Dr. Si I' < G entonces O < 0.

En ocasiones podemos tener ecuaciones del tipo (1.14) pero que no veri-
fiquen las condiciones del Teorema 1.5.8., por lo que no podriamos garantizar
la existencia del atractor global. Sin embargo, podemos determinar su estudio
en base al comportamiento de uno asintético a él. De manera mas precisa, sea
G 2 [0,400) X [0,400) — IR una funcién continua tal que G(¢, x) es localmente
lipschitziana en . Diremos que G es asintotica a £' € Dy, si existen sucesiones
{F.},{G.} en Dp y {t,} en [0,400), verificando
1) Fo(t,x) < G(tx) < Gu(t,x) YE>t,; «>0.

2) F, — F; G, — FenDr.
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En las condiciones anteriormente expresadas se puede enunciar el siguiente

teorema que trata de reflejar un resultado paralelo al establecido en el Teorema

1.5.8..

Teorema 1.5.12. Sea GG : [0, +00) X [0,+00) — R, G(t, ) continua y local-
mente lipschitziana en x. Supongamos que G es asintotica a F' € Dr, entonces
st u es una solucion positiva de la ecuacion x' = xG(t,x), se verifica que u

estd definida en [0,400) y ademds
u(t) ©0p(t) = 0 cuando t — 400,

donde 0 denota al atractor global de (1.14).
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Capitulo 2

Existencia del Atractor Global

2.1 Introduccién

Durante el desarrollo de esta primera seccién vamos a plantear el estudio de
un sistema del tipo Kolmogorov, el cual sabemos que puede aplicarse para
modelar una poblacién biologica de n-especies que, dependiendo de las condi-
ciones que definen el sistema, pueden estar bajo una situacién de mutualismo,
depredador-presa, etc. De una manera mas concreta hemos adaptado, en este
capitulo gran parte de los resultados obtenidos por el prof. Tineo en "On the
Asymptotic Behaviour of some Population Models” [67], a las condiciones en
las que se va a desarrollar esta memoria, para de esta manera poder facilitar las

demostraciones de los resultados a los que llegaremos en capitulos posteriores.

Sea,

v =z fi(t,x); v = (21,...,2,) €ERL, 1 <i < (2.1)

donde f = (fi,..., fn) : Rx IR} — IR" es una funcién continua, y T-periédica

en t. Es decir, f(t +T,2) = f(t, ).

27
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Con el objeto de poder aplicar convenientemente los resultados mas im-
portantes de ecuaciones diferenciales, supondremos en adelante que la funcién
f verifica la siguiente propiedad:

P) [ posee derivada parcial f.(t,z) definida y continua en IR x IR%.

Durante este capitulo, serda fundamental disponer de las siguientes condi-
ciones o hipotesis:

Hy) Existen constantes positivas ¢i,...,¢,, m tales que,

dfi
Cia—xi(t,w) +) ¢

J€J;

donde J; ={j € {l,...,n}; j #1}.

<em 1<1<n

df;
T(tv l‘)

K3

H>) El sistema (2.1) posee una solucién v = (vy,...,v,) definida y acotada en

un intervalo terminal de IR, es decir, de la forma [to, +00) para algin #, € R.

En el capitulo 3 ejemplos concretos donde la hipotesis H; se satistace,
también hacemos igualmente notar la importancia de las hipdtesis Hy) y H>)
para la existencia de lo que definiremos como el atractor global de (2.1),
pero probaremos mas adelante que Hsy) se puede deducir de Hy) bajo cier-

tas condiciones para la funciéon f de (2.1), concretamente en el caso donde
afi
al']‘

kolmogorov que denominamos cooperativo. Este tipo de sistemas sera al que

la > 0 para @ # j, la cual determinard un caso particular de sistema

nos dedicaremos de manera esencial en esta memoria, de ahi la importancia

de la anterior condicién en muchas de las demostraciones.
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2.2 Atractor Global

Antes de definir el atractor global de (2.1) planteamos en primer lugar algunas
cuestiones de notacion, las cuales son necesarias para facilitar la redaccion de

los proximos resultados.
Dado # = (x1,...,2,) € IR", consideramos la norma ||z|| = |x1|+...+|z.].

[gualmente, denotamos por dom wu, al maximo dominio de una solucién u

de (2.1). Por ultimo definimos,
u;(t)

r(t) = éci vj(t)

para u y v dos soluciones positivas de (2.1).

, (2.2)

In

Lema 2.2.1. Sea f : (a,b) — IR wuna funcion diferenciable. FEntonces
g(t) == |f(t)| es diferenciable en I = (a,b)\ D, donde D es el conjunto nu-
merable dado por, D :={t; a<t<b, f(t)=0+# f'(1)}. Ademds

vy [ sIF@IF@) si J(1) #0
“”—{ 0 s f{t)=f()=0

Aqui, sg(x) denota el signo del nimero real x.

Demostracion. En primer lugar es facil comprobar que D es numerable ya que

es un conjunto discreto.

Por otra parte si fijamos to € I, tenemos que
a) Si f(to) # 0 entonces ¢'(to) = sg(f(to))f'(fo) ¥ por tanto ¢ es diferenciable
en 1g.
b) Si f(to) = 0, debe de ser f'(to) = 0. Entonces,

g(t) () .|ﬂw@ﬂmn_MnOuwd

! t = hm —_— = hm -
g ( 0) t—t, L <1 t—to t iy t—to IR

f(t) & f(to)

t <ty

)
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el cual existe y es igual a cero ya que f'(#9) = 0. [ ]

Proposicién 2.2.2. Sea [ = dom(u) N dom(v) # 0 para u,v dos soluciones
positivas de (2.1). Si se cumple Hy), entonces existe un subconjunto numerable
N de I, tal que la funcion r(t) definida en (2.2) es diferenciable en J =1\ N,
y ademds

r'(t) < emllu(t) Su(t)|| para t € J.

Demostracion. Si llamamos,

g:(1) :=

it .
lnu()‘ 1 <e<n,

vi(t)

por el Lema 2.2.1., existe N; C I 1 < ¢ < n, numerable tal que g; es
diferenciable ¥t € I \ N;. Por tanto r es diferenciable en [\ N ., donde
N:= Ny U...UN,, asi para cada t € [ \ N se tiene,

() = écisg(ln ui(t) Inwv(t)) (ng; @ngi;) ,

como [n es una funcién estrictamente creciente y u, v son soluciones de (2.1),

(1) = X essglustt) vl (s u) (e, 0],

por el teorema del valor medio,

(1) = 3 esg(uilt) <o) [Z (1) (us(1) @vj(t))]

donde,
1 fi

o Ox;

a;j(t) : (t, (1 &s)v(t) + su(t))ds. (2.3)
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Ya que sg(x)x = |x| obtenemos,

=D cisg(ui(t) <vi(t))ay (1) (u;(t) &v;(t)) =

= icisg(ui(t) Svi(1))a (1) (ui(t) Suv(t))+

+ i(Z cisg(ui(t) Svi(t)))as(t)(u;(t) Sv(t)) <

J7=1 i€J;
Z CJ|UJ(t) <:>UJ |a]] + Z (Z cz|a” |) |uj(t) <:}vj(t” =
=1 J=1 \z€J

= Z [cja]] + Z cz|a” ] |u]( )@vj(t”-

Por otra parte, de Hy) y la definicién de a;; se tiene,

ciay(t) + Z cilaji(t)] < em,
jed;

de donde el resultado se sigue facilmente. [ |

Proposicién 2.2.3. Supongamos Hy) < Hs), y sea w una solucion positiva de
(2.1) tal que I = dom(u) N dom(v) # 0, entonces u estd definida en [tg, o)

para cualquier to € I. Ademads,
u(t) ©o(t) — 0 cuando t — 400

donde v es la solucion de (2.1) dada en Hy).

Demostracion. Es claro de la Proposicion 2.2.2. que r(t) es una funcién decre-
ciente, asi si tomamos to € I, tenemos que r(t) < r(ty) Vi € [tg,00) N [ por

tanto,
(1)

ln —t Z::

(t)

¢ In Y <r(ty), 1<i<n.
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En particular existe una constante £ > 0 tal que,

uz(t)
‘ln o)

<k 1<i<n,teln][ty,o)

de donde,
e_kvi(t) <wu(t) < vi(t)ek Vit >tg, t €1. (2.4)

Como v esta acotada en [tg, +o0), deducimos de (2.4) que u estéd definida

y acotada en [tg, +00).

Por otra parte de la Proposicion 2.2.2. tenemos,
t d L
= < t) r(t 3 1> 1o
/to [u(s) <v(s)||ds (r(t) <r(to)) 0

y como r(t) es una funcién positiva y decreciente, posee limite A cuando
t — 400, de manera que

(to) A

[ uts) (s ds < *

si llamamos f(t) = ||w(t)||, con w(t) = u(t)<v(t) tenemos que f > 0. Ademds
de (2.5),

(2.5)

m

/ f(s)ds < 4o0.

0

También, |f(t) < f(s)] = [lw(t)] < llwls)l] < [[w(t) Sw(s)]].

Como u, v estan acotadas en [tg, 00) y son soluciones de (2.1), deducimos

que u', v’ también estan acotadas en este intervalo y asi mediante el teorema

del valor medio llegamos a que,

[F(1) & f(s)] < [t <s|sup{llw' ()] 5 €€ (s,1)}

luego f es también uniformemente continua, con lo que por el Corolario A.1.2.

del Apéndice, concluimos que f(¢) — 0 cuando ¢ — 4. [ |
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Proposicién 2.2.4. Supongamos Hy)<Hs). Siu es una solucion positiva de

(2.1) y tg € dom u. Entonces u estd definida en [tg,00) y ademds,
u(t) ©v(t) — 0 cuando t — +oo,

donde v es la solucion de (2.1) dada por Hy). En particular, u estd acotada

en [to, 00).

Demostracion. Es claro que v*(t) := v(kT + t), es solucién de (2.1) para
cada k € IN y ademas, dado que el dominio de v* se amplia respecto al de v,
podemos escoger k € IN tal que tg € dom (v*). Aplicando la Proposicién 2.2.3.

con v* en lugar de v, obtenemos que u estéa definida y acotada en [tg, +o0) y

u(t) <:>vk(t) — 0 cuando t — +oo.

Pero de la Proposicién 2.2.3. con v* en lugar de u se llega a que
vk(t) <v(t) = 0 cuando t — +oo,
con lo que facilmente se completa la prueba. [ |

Proposicién 2.2.5. El conjunto S de soluciones T-periddicas no negativas

de (2.1) es finito. De hecho S es no vacio y contiene a lo sumo 2" elementos.

Demostracion. Para cada subconjunto [ de I, := {1,...,n} sea S(I) el con-
junto de aquellas soluciones T-periddicas v = (uq,...,u,) tales que u; > 0
Vie Iyu =0Vie [,\I. Obviamente S es la unién de los S(I)y S(0) = {0},

es decir, tiene como unico elemento la soluciéon trivial.
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Veamos ahora que S(I), para I # (), posee a lo sumo un elemento. Para

ello supongamos que u = (uy,...,u,) , w = (wy,...,w,) € S(I) y definimos,
ui(t)
r(t)=> ¢ |n ‘
2]

Definimos a;; como en (2.3), y concluimos que fuera de un subconjunto

numerable N de IR,

r(t) =) aisg(uit) <wi(t)) Zi: aij(1)(u;(t) Sw;(t)) =

= Zf: cisg(ui(t) wi(t)) Z;aij(t)(uj(t) Sw;(t))
porque sg(u;(t) <w;(t)) =0 Ve I, \ 1.

Razonando como en la prueba de la Proposicion 2.2.2., se concluye que
r'(t) < emllu(t) <w(t)]] te IR\ N. (2.6)

En particular r es decreciente y T-periddica y en consecuencia constante.

Asir" =0en Ry de (2.6) u = w. Luego S(I) posee a lo sumo un elemento,

y por tanto S es no vacio con a lo sumo 2" elementos. [ |

Para poder probar los préximos resultados de una manera mas cémoda,
establecemos las siguientes definiciones y notaciones. Dado p € IR} se define
u(t,p) como la solucién de (2.1) que comienza en p ; sea D C IR} el sub-
conjunto de todos los puntos p € IR} tal que la solucién u(t, p) esta definida
en [0,7], definimos Il : D — IR" como la aplicacién de Poincare, es decir
H(p) := u(T,p) y denotamos por Fixz(Il) el conjunto de todos los puntos fijos

de II. Es claro que p € Fiz(1l) si y sélo si u(t, p) es una solucién T-periddica
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de (2.1). Ademas dado que IT*(p) = u(kT, p) se tiene,

"+ (p) = I(I1%(p)) = W(u(kT,p)) = u(T,u(kT,p)) = u((k + 1)T, p)

Ya que u(t+ 1T, p) es solucién de (2.1), se tiene de la Proposicién 2.2.4. que
u(t+1T,p) <u(t,p) = 0 cuando t — 400, lo cual implica que,

15+ (p) 1% (p) — 0 cuando k — 4oo. (2.7)

Proposicién 2.2.6. Si {u(kT,p)} tiene una parcial convergente a un punto

q € RY, entonces u(l,q) estd definida en IR y es T-periodica. (¢ € Fux(Il)).

Demostracion. Sea {u(k/T,p)} dicha parcial convergente a un punto ¢, en-
tonces podemos definir la sucesién {w' : [0,7] — IR"} donde w!(#) := u(kT +
t,p)con l € IN 0 <t < T, que por la Proposicién 2.2.4. estd acotada uni-

formemente en [0, T']. También,

(wh) = ui(kT +t,p) = wi fi( kT +t,w0')

y como f; es T-periédica, (w!) = w!fi(t,w") con lo que {(w')'} es una suce-
sién uniformemente acotada en [0,7]. Por Ascoli, existe una parcial de {w'}

convergente, que por simplicidad la vamos a notar igual, es decir,
w'(t) = w(t) cuando | — 4oo uniformemente en [0, 7],
y por el teorema de intercambio de limites con derivadas, se tiene

w=w fi(t,w) 1 <i<n.

K3
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de donde por (2.7),

luego, w es periddica, y w(t) = u(t, q). [ |

Con todo esto estamos en condiciones de probar el siguiente resultado, el
cual es especialmente importante ya que es a partir de él cuando obtenemos
las condiciones suficientes para la existencia de lo que denominaremos como el

atractor global del sistema.

Teorema 2.2.7. Sea el sistema (2.1) verificando Hy) < Hs). Entonces existe

una nica solucion T-pericdica U de (2.1) tal que,
u(t) <:>Uf(t) — 0 cuando t — +oo,
para toda u solucion positiva de (2.1).

Demostracion. De la proposicion 2.2.4. se tiene que si u,w son soluciones

positivas de (2.1) entonces,

u(t) ©w(t) — 0 cuando t — oo. (2.8)

De aqui tendriamos la unicidad con lo que dado p > 0, bastaria ver la

existencia de una solucién T-periédica U/ de (2.1) tal que

u(t,p) U (1) — 0 cuando ¢ — +oo.

Con este fin notemos que por la Proposicién 2.2.5., el conjunto Fiz(1l) es

finito y no vacio. En particular se puede escribir,

Fix(Il) = {p1,...,ps} para algun s > 1.
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Tomamos By, ..., Bs bolas cerradas alrededor de pq, .. ., p; respectivamente,
tal que B;N B; = () si i # j. Sea N; el conjunto de todos los enteros k > 1 tal
que IT*(p) € B;, ysea N = IN\ (N, U...U N;).

Afirmacién. N es finito.

Supongamos por el absurdo que {n; < ny < ... < ny < ...} es infinito.
Por la Proposicién 2.2.4., la sucesion {u(nT,p)} esta acotada y por tanto
posee un punto limite ¢ € IR}. De la Proposicién 2.2.6. tenemos que g €
Fix(Il) = {p1,...,ps}, de donde ¢ es el centro de alguna de las Bj, es decir,
NN N; # 0, lo cual contradice la manera en la que hemos definido N y por

tanto la afirmacion es cierta.

En consecuencia existe j tal que N; es infinito el cual podemos ordenar de

la siguiente manera N; = {my < mqy < ...}.

Por la Proposicién 2.2.6. y la eleccion de las bolas By, ..., B es facil ver
que,

Hkm(p) — p; cuando m — +oo. (2.9)
De aqui y de (2.7),
Hkmﬂ(p) — I(p;) = p; cuando m — 400

y en consecuencia existe k. € N tal quesi k > k.y k € N; entonces k+1 € N;,
luego {k € IN; k> k.} C N; y por (2.9)

I1*(p) — p; cuando k — +oo.

Tomando U/ (t) = u(t,p;) es claramente una solucién T-periédica y por el
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Teorema 1.4.3. , se tiene ademas que,
u(t,p) U (1) — 0 cuando ¢ — +oo.

Definicién 2.2.8. Llamamos atractor global de (2.1) a una solucion T-periddica
U, tal que
u(t) <U(t) — 0, cuando t — +o0

para toda solucion positiva u del sistema (2.1).

Veamos como para el caso auténomo, es decir, cuando la funciéon f no
depende de t, el atractor global de (2.1) es constante. Para ello necesitamos

el siguiente lema previo.

Lema 2.2.9. Sea U : R — X una funcion continua y periodica de periodos

Ty >0, NeIN con{Tn}— 0 cuando N — 4o00. Entonces U es constante.
Demostracion. Fijemos € > 0, por ser U continua, existe 6 > 0 tal que

|U(r) <U(0)] <€ st |r| <é. (2.10)

Por otra parte como T — 0, existe Ny € IN tal que Ty, < 6.

Fijamos t € IR arbitrario y recordemos que

t=Fkln,+r con 0<r<é, ke (2.11)

Como U es Ty-periddica, ¥V N € IN, se sigue de (2.10) y (2.11) que
|U(t) <U(0)| = |U(KTNn, +1r)<U(0)] = |U(r) <U(0)| <,

lo que completa la prueba. [ |
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Teorema 2.2.10. Sea U’ el atractor global de

vh=af(z) 1 <i<n,

donde f = (f1,...,f.) : R}
Hy) < Hs). Entonces U7 es constante.

Demostracion. Como f no depende de ¢, podemos suponerla Ty-periédica con

Tnv =2V N € IN. Sea U%N el atractor global Tx-periddico de (2.12), para

cada N € IN, en particular Ulf es de periodo T = 1.

Por otra parte,

1
y como Ulf es atractor global del sistema (2.12), por el Teorema 2.2.7.,

Ul (k+to) ©Ul(k+1o) — 0 cuando k — oc.

De aqui ,
Ui (to) = Uf(to).

y en consecuencia,

vl =i,
2
Por tanto Ulf también es de periodo T' = % y de manera analoga

Uy =U;i...

W=,
N[,

Uf

Luego U/ = Ulf es de periodo 27V VN € IN, y por el Lema 2.2.9. con-

cluimos que U7 es constante.

(2.12)

— IR" es una funcién de clase C1 que verifica
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2.3 Sistemas Cooperativos

Tal y como planteamos al principio de este capitulo, probaremos que la hipote-
sis H3) no es necesaria para obtener el Teorema 2.2.7. cuando el sistema veri-
fica algunas condiciones. Mas concretamente, supongamos que la funcién f
del sistema (2.1) satisface,

af:
al']‘

>0 sii# ], (2.13)

en este caso particular Hy) implica Hs). Para probar dicha afirmacién seguimos

un articulo del profesor Tineo [62] (sometido a publicacion).

Esta condicién implica claramente que el sistema sea cooperativo, la cual
desde el punto de vista biologico viene a decirnos, que cada especie se beneficia

por la presencia de las demas.

Dado que practicamente en el resto de esta memoria nos vamos a dedicar
a sistemas con esta condicion y segin hemos dicho anteriormente esta implica
que el sistema es cooperativo, supondremos, salvo que se diga lo contrario,
que los sistemas cooperativos seran aquellos casos particulares de los sistemas

kolmogorov que satisfagan la condicién (2.13).

Para poder llegar a comprobar que Hy) no es necesaria para obtener el
Teorema 2.2.7. en el caso de sistemas cooperativos , debemos de desarrollar
previamente una serie de resultados técnicos que nos seran necesarios en alguna
de las demostraciones. Comenzamos con una proposicion que es consecuencia
de un Teorema de Lazer [46], pero que aqui demostramos de manera directa

y simple.
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Proposicién 2.3.1. Sea A = (a;;) una matrizn X n continua y T-periddica.

Supongamos que existen cq,...,c, constantes positivas tales que,

em; = cag(t) + Z cilaji(t) < 0; telR, 1<i<n.
J€J;

Si ®(t) es la matriz fundamental del sistema,
v = A(t)x (2.14)
con ®(0) = Identidad, entonces el radio espectral de ®(T') es menor que uno.

Demostracion. Sea w = (w1, ..., w,) una solucién de (2.14), y definamos

() = Y eslus (o).
j=1
Usando el mismo argumento de la Proposicion 2.2.2. , existe un subcon-
junto numerable N de IR tal que r es diferenciable en R\ N y /() <
&y mi|wi(t)]. Tomando m = min{my,...,m,} v ¢ = max{ey,...,c,}
queda,

r'(t) < eme ().
Integrando la desigualdad anterior en [0, 7] queda
r(T) < exp(emc'T)r(0).
Definimos ||.||. en IR™ como |||, := e1]|z1] + ... + culan| v asi,

J@(T)e]. < exp(emeT)Je]. (2.15)

Si A es el valor propio de ®(T'), se verifica que |A|||z||. = ||®(T)x||. para
algin « € IR™ \ {0}, y junto con (2.15)se tiene que,

Alllz]le < exp(eme™ T)|]..
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Simplificando, tenemos que |\ < exp(&me™'T) < 1, lo que completa la

prueba. [ |

Corolario 2.3.2. Supongamos que se verifica Hy) y sea U = (Uy,...,U,)
una solucion T-periodica positiva de (2.1). Entonces II'(U(0)) < Identidad es

invertible, donde 11 es la aplicacion de Poincare de (2.1).

Demostracion. Si calculamos la ecuacién en variaciones de (2.1) en U obte-

nemos,

n afZ
= tU s U
yi = fi Nyi + ;ax]

(2.16)

du
Ip
Teorema 1.2.9. se tiene que II'(U(0)) = ®(T'), siendo ® la matriz fundamental

de (2.16) con ®(0) = Identidad.

Sabemos que II(p) = u(T, p) y por tanto II'(p) = — (7', p), de donde por el

Por otra parte, si hacemos el cambio z; = Y% ol sistema (2.16) se transforma
en

U, (t)z; (2.17)

;= Of
Zi—;ax (t,U

of; (t,U(t))U;(t); tenemos que por Hy),

Ox;

y llamando a;;(t) =

ciay(t) + Zcﬂaw )| < emlU(t) < em;

con m; > 0 ya que U; > 0.

Por la Proposicion 2.3.1. tenemos que si W(?) es la matriz fundamental de
(2.17) con ¥(0) = Identidad , el radio espectral de U(7T') es menor que uno y

analogamente para ®(7T) ya que ,

U(T) = PO(T)P~" con P = Diag(Uy(T),...,U.(T)).
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Con lo que facilmente se completa la prueba. [ |

Para poder probar los resultados que nos hemos planteado en lo que sigue
en este capitulo, necesitamos el siguiente lema técnico sobre ” continuacion de

soluciones 7.

Lema 2.3.3. Sea H : D — IR" una funcion continuamente diferenciable con
D un subconjunto abierto de [0,1] x IR", y supongamos que,

i) H™'(0) es un subconjunto compacto.

i) H™1(0) N ({0} x IR™) es un conjunto unitario.

iii) La derivada parcial Hy(\, ) es invertible si H(A\,x) =0

Entonces H71(0) N ({1} x IR™) es un conjunto unitario.

Demostracién. Para cada A € [0,1], notemos por P, := H™*(0)N ({A} x IR").
Es claro por i) que H(0,x¢) = 0 para algin zo € IR", de donde por i) y
el Teorema de la Funcién Implicita, existe p € (0,1] y una funcién continua
U [0,u) — R™ tal que (\,W(A)) e D v HAU(A) =0 VA e [0,u). Es
decir, P\ # () para cualquier A € [0, u).
Afirmacién 1. Existe € € (0, 1] tal que Py es un conjunto unitario para todo
A€ 0,6).

Razonando por reduccion al absurdo, suponemos que existen dos sucesiones
(Mes2r)y Mgyyr) con Ay — 05w # v v H(Ak,xx) = H(Ak,yr) = 0.
Por tanto se tiene que (Ag,xx),(Ag,yr)€ H™H(0) y por i), podemos encontrar

parciales convergentes, es decir

T, — X Yp, — Y cuando k; — +o00.

Y por la continuidad de la funcién H tenemos H(0,z) = H(0,y) = 0 de



44 2. FExistencia del Atractor Global

donde por i7) deducimos que & = y = .

Por el Teorema del Valor Medio,

1
0=HMs,xp) HAp,yx) = /0 H. (A, (1 &8y, + sap)ds (x Syr).

Tk =Yk

Llamando w" = queda

ek Sl
1

[/ H. (A, (1 &s)y, + Sxk)ds] wh =0,
0

tomando w un punto limite de w*, se tiene
H.(0,20)w =0, (2.18)

como ||wg]| =1 Vk se obtiene de (2.18) y ¢¢) una contradiccion lo que prueba
la Afirmacion 1.
Afirmaciéon 2. Para el ¢ dado en la Afirmacién 1, se tiene que P, es un

conjunto unitario.

Es claro que P. no es vacio ya que tomando {A;} — ¢ con 0 < A\, < ¢ VEk
, por 1) i) v la Afirmacion 1 existe x5 € D con {x;} — & donde ademas

(Mg, 2x) € Py, , tomando limites,
(Mg, 2x) — (6,2) cuando k — +oo.

y por la continuidad de H, se tiene que H(e, z) = 0.

Sean (e, '), (e,2?) € P,. Por iii) y el Teorema de la Funcién Implicita,
existe § € (0,¢) y funciones Wy, W, : [§,¢] — IR™ con WUy(e) = a' |, Wy(e) = 22
vy HAY,(A)=0 i=1,2; A€ [b€].
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De la Afirmacion 1 sabemos que Wy(A) = Wy(A) A € (4,¢), por tanto
tomando limite cuando A — € queda z' = W,(€) = Wy(e) = 2. Con lo que la

Afirmacién 2 queda totalmente probada.

Definimos E := {e € (0,1]; P\ es unitario YA € [0,¢)}. Claramente es un

conjunto no vacio y acotado. Llamamos ¢y = sup F£.

Por la Afirmacién 2 tenemos que si ¢; € F, entonces [0, ¢;] C F, con lo que
el conjunto F es un intervalo, ademds si A € [0, ¢p] por andlogos argumentos a
los utilizados en la demostracion de la Afirmacién 2, tenemos que A € E y por
otra parte, es inmediato que F C [0, ¢], de donde se deduce que F = [0, ¢,
es decir, ¢ < 1. Para finalizar supongamos que ¢, < 1, entonces por el mismo

argumento de la Afirmacién 2, existe un entorno N, de ¢y donde P, es unitario

VA € N

-, €n particular podemos tomar A > €y, lo que contradice el que

€o = sup I/, por tanto ¢g = 1, con lo que la prueba esta completa. [ |

Teorema 2.3.4. Si ademds de Hy) y (2.13) se verifica,
T
/ F(1,0)dt > 0 Vi, (2.19)
0
Entonces (2.1) posee una solucion T-periddica positiva.

Demostracion. En primer lugar notamos que la condicion H;) para el caso
cooperativo, es decir cuando se verifica (2.13), la podemos expresar de la sigui-

ente manera,

n af]
. < X
& on =

Dado @ = (#1,...,2,) € R", definimos S(x) := a1+ ...+ x,; ¥

ffla)=1+c¢' 1+ S@)eh+Da]; 1<i<n.
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Claramente f*:= (ff,..., fr) satisface Hy) y (2.19). De hecho,

o Of .
c; = <l; Ve
]Z:; ! 6:1;2

Notemos también que f*(z*) = 0 , en donde a* = (z7,...,2), con
PP = Lt (4 7 e 5(0) v o= (ens o).

Por otra parte, para cada A € [0,1] definimos,
Fr= R ) R R, — R [ () = (L&) fi(2) + Mt @),

donde IR} | := {x € IR"; # > 0} y ademas se cumple,
d =L (tx) < em. (2.20)
i=1 ! 6:1;2

con m := min{l,m}.

Es claro que esta parametrizacién determina que fP = f*; f! = f; Vi.

Sea Il : Dy — IR" la aplicacion de Poincare para el sistema,
! ::I;Z'f?(t,xl,...,xn) 1<:<n. (2.21)

Es sabido que D) es un subconjunto abierto de IR" el cual eventualmente
pudiera ser vacio. También sabemos que, por el Teorema sobre la dependencia
continua de los parametros, D := {(A\,z) € [0,1] x R"; « € D,} es un
abierto de [0,1] x R",y H : D — IR"; H(\,z) = I\ (2) <a; es una funcion
continuamente diferenciable. Vamos a tratar de aplicarle a la funcion H el
resultado obtenido en el Lema 2.3.3. para de esta manera concluir con la
demostracion del presente Teorema. Por (2.20) y el Corolario 2.3.2. se tiene
que H,(\, z) es invertible para todo (A, ) € H~'(0), y asi la funcién H verifica
el apartado ¢2) del Lema 2.3.3.
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También hemos visto que H(0,2*) = Ilp(z*) <a* = 0, lo que por el Teo-
rema 2.2.10., implica H~'(0) N ({0} x R") = {(0,2*)}. Es decir, H verifica
el apartado i¢) del Lema 2.3.3.. Para poder aplicar el citado Lema, nos hace
falta comprobar el apartado i), es decir, que H~(0) es un compacto.

Sea {(Ag, )} una sucesién de H1(0) y llamamos u* = (uf,... u*) a la

solucion positiva T-periddica de la ecuacion,
v, = [(1 &) f7(x) + A fi(t,2)] 1 <i<n,

con u*(0) = z*.
Afirmacién. La sucesién (u*) estd uniformemente acotada, es decir existe

M > 0 tal que ||u*(t)|| < M para todo t € Ry k € IN.

Para comprobar dicha afirmacién, definimos

Wt = S0 oult) 1= 3 ey (1),

Por (2.20) tenemos que
Py

Ty

(t,2) < em; Yk, it
de donde junto con el Teorema del Valor Medio,
or(t,x) < ¢x(1,0) Smfle]| < K <mllel,
para alguna constante K > 0. Por tanto
IW@:@@ngK@mi@®§K@%quﬂ
=1 j=1
con ¢ = max{¢; ¢ =1,...,n}. En particular

W) < K <23 enul(t) = K & =W,(1).
C C

J=1
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Como W} es T-periddica, alcanza su maximo y por tanto

max(Wy(t)) < ﬁ,

de donde,
ub (1) .ok () < M, (2.22)

Ya que f*(0) > 0, se sigue de (2.19) que,

T
/‘ﬁ@®ﬁ>0;AEmJL1§i§n (2.23)
0

Consideremos ahora, para A € [0, 1], la siguiente ecuacién de logistica.

7 = Zf?(t,zei) 1<i<n (2.24)

con e; = (0,...,1,...,0); es decir, 1 en la i-ésima coordenada y 0 en el resto.
aff _ em

Como f* verifica (2.20), en particular se tiene que Ji < < 0 de

Z; C;
donde f(t,ze;) — ©oo cuando z — oo uniformemente en A € [0,1] y

t € [0,T1]; por tanto existe R > 0 para el que se verifica fOT fMt, R) < 0. Porel
Teorema 1.5.8. existe una tunica solucién T-periddica positiva U;(t,A) 1 <
i < n de (2.24); que atrae a todas las soluciones positivas del sistema y donde
ademds por (2.23) y el Teorema 1.5.8. se cumple que U;(¢,A) > 0 Vi. Notamos
también que por el Corolario 1.5.10., U;(f,A) es continua respecto de las dos

variables (£, ) y en consecuencia,

a:=min{U;(t,\): 1<¢<n, t€[0,T], A€[0,1]} > 0.

Por (2.13) es claro que f(t,x) > f(t,xe;) para x € R}, de donde uti-

lizando el mismo razonamiento empleado por el Prof. Tineo en el teorema 1.1
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de [64], llegamos a que,
ub(t) > U(t, ) > a>0 Vi=1,...,n (2.25)
y fijando k € {1,...,n} se sigue de (2.22) que,

oSOk < M. (2.26)

Con lo que la afirmacién es cierta.

De la anterior afirmaciéon y (2.21) concluimos que la sucesion de derivadas
((u*)") es uniformemente acotada, y por el Teorema de Ascoli existe una
parcial uniformemente convergente a una funcion continua T-periddica
v =(v1,...,0,) : R = IR", la cual por simplicidad en la notacién la vamos a

escribir igual.

Por otra parte como A € [0, 1], podemos suponer que converge a un punto

i, de donde es facil probar que v es solucién del sistema,

v, =ax fl(t,x); 1 <i<n.

K3

Asi (A, u®) — (u,v), y en particular se tiene que z* = u*(0), lo que implica
que (Mg, z¥) — (p,v(0)) € H71(0) , por tanto H~'(0) es compacto, y por el
Lema 2.3.3. se deduce que (2.1) posee una soluciéon T-periddica que ademas es
positiva ya que por (2.25) v;(f) > o Vt € IR; 1 < < n, lo que completa la

prueba. [ |

Teorema 2.3.5. Si el sistema (2.1) verifica Hy) y (2.13). Entonces cada
solucion positiva estd definida en [tg,+00) para to € R. Mds ain, dicho

sistema tiene una solucion T-periodica U tal que,

u(t) <U(t) = 0 cuando t — +o0
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para cualquier solucion positiva u del sistema.

Demostracion. Fijamos p > 0 en IR" tal que p + f(¢,0) > 0 para todo t € IR
y definimos ¢(t, ) := p + f(t,2). Por el Teorema 2.3.4. y el Teorema 2.2.7. se

tiene que cada solucién positiva del sistema,
v =z9,(t,x) 1<i<n (2.27)

esta definida y acotada en algin intervalo terminal de IR.

Sea u una solucién de (2.1) con u(0) > 0 y sea v la solucién de (2.27)
determinada por la condicién inicial v(0) = u(0). Dado que g(¢,x) > f(t,z),
por el Teorema 1.3.4. se verifica u(t) < v(t) Vt > 0 del dom (u)Ndom (v), de
donde claramente u estd definida y acotada en [tg, +00) para ty € IR, es decir
el sistema (2.1) verifica la condicién Hs) y el resultado se sigue del Teorema

2.2.7. [ |

Es interesante resaltar que si un sistema cooperativo, como el que esta-
mos considerando, posee una solucién T-periddica positiva, entonces ésa es el
atractor global, mientras que si se tiene una solucién T-periédica no negativa
( con alguna componente nula ) ya no es tan evidente que ella sea el atractor
global, lo cual sera uno de los objetivos de esta memoria, el cual probaremos

posteriormente.

Corolario 2.3.6. Si f;(t,x) verifica Hy) y es de la forma,

filt,x) = ai(t) @an bi(tae; 1<i<n,

para a;(t),b;;(t) : IR — IR funciones T-periddicas. FEntonces el resultado

obtenido en el Teorema 2.3.5. es igualmente cierto.
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Demostracion. Tomamos mg > 0 con mg > a;(t) y definimos f3;;(1) := by (1);

Bij = HAbis| i+ # 5y 9ilt, x) == mo @Z Bii(t)x; 1 <@ < n, como por Hy)
j=1

existen constantes positivas ¢q,...,¢,, m tales que

cibii(t) + D ¢ilbi(t)] < &m,

Jj€d;
en particular, g satisface las hipotesis de Teorema 2.3.5. , como ademas f(¢, ) <
g(t, ), utilizando el mismo argumento empleado en la demostracién de Teo-

rema 2.3.5. se completa la prueba. [ |
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Capitulo 3

Continuidad del Atractor

3.1 Introduccidon

Este capitulo determina el nicleo fundamental de esta memoria, donde se
desarrolla un teorema de continuidad para el atractor global del sistema (2.1).
Por tanto es importante tener presentes las hipdtesis planteadas en el capitulo
anterior para, de esta manera, garantizar la existencia del citado atractor

global del sistema.

Mas concretamente volvemos a considerar un sistema peridédico Kolmogorov

de la forma,

v =aifi(t,x); v = (r1,...,0,) € R}, 1 <0 <,

K3

donde f = (fi,..., [n) : RxIR} — IR" es una funcién continua, y T-periédica
en t, a la que recordamos se le supone que verifica la propiedad P)( del capi-
tulo anterior) y donde para poder disponer de las principales conclusiones del
Capitulo 2, es necesario tener en cuenta las hipdtesis Hy) < Hj), asi como la

condicién (2.13), que por comodidad en la notacién, la vamos a considerar

33
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como una nueva hipétesis sobre (2.1), concretamente:
afi
al']‘

Esta hipotesis sabemos que determinara los sistemas que hemos definido

Hs) >0 para ¢ # j.

como cooperativos, los cuales recordamos que desde el punto de vista biolégico
representa aquellas situaciones en las que cada especie, de las n modeladas
por el sistema, se beneficia en su desarrollo por la presencia de las demas.
También recordamos que, segiin hemos comprobado en el capitulo anterior
esta condicién junto con Hy) implica Hsy), reduciéndose asi para estos sistemas

las hipotesis necesarias que garantizan la existencia del atractor global.

Veamos en primer lugar un ejemplo de un sistema donde estas condiciones
se satisfacen.
Ejemplo. Sea,
1<:<3 (3.1)

3
/
T, = 2 [ai @Z bijl']‘

i=1

donde a;, b;; € R,con b; >0y bj; <0 Vi#j.

Se comprueba de manera inmediata mediante simples calculos que, si se
verifica que det B > 0 donde B = (b;;) entonces el sistema (3.1) satisface las
hipotesis del Teorema 2.2.7. y por tanto tendriamos garantizada la existencia
del atractor global para dicho sistema. Concretamente, debemos encontrar
c1, C3, c3 constantes positivas tales que,

3
> by >0 i=1,2,3
j=1
o sea, B*C* > 0, donde B* es la matriz traspuesta de B y C* es el vector

columna de C' = (¢q, ¢a,¢3). Asi el problema planteado se reduce a encontrar
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p € Int(IRZ) tal que,
(B)"'p>0. (3.2)

Como det (B) > 0, existe B™' y ademds si calculamos explicitamente la

matriz B™1, se tiene

B_l = (d”) con dij >0 Vl,j (33)

lo que junto con (3.2) nos lleva a que se verifica Hy) y por el Corolario 2.3.6.

tenemos la existencia del atractor global para (3.2).

Hacemos notar que por idénticos argumentos , y de una manera mas sen-
cilla, el resultado anterior es igualmente véalido para cuando en el sistema (3.1)
la matriz B sea de 2 x 2 y el det B > 0. Por tanto, a partir de aqui, tenemos
ejemplos concretos donde las condiciones para la existencia del atractor global
del sistema se satisfacen, alguno de los cuales analizaremos de manera mas

precisa en el Capitulo 5.

También podemos comprobar mediante el siguiente ejemplo que esta condi-
cién, es decir det B > 0, no resulta suficiente para el caso donde B sea una
matriz de 4 x 4.

Ejemplo. Dada,
10 <100 <l <10
&HD 10 <100 <1
<10 &l 10 <90 |°
&l &H <9 10

se tiene que det B > 0, y obviamente verifica las condiciones del sistema (3.1),

B =

sin embargo si calculamos el Adj (aq1) resulta negativo, con lo que en este caso
no podemos garantizar (3.3), es decir (3.2) puede no verificarse y la condiciéon

de que el det B > 0 no seria suficiente en este caso.
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3.2 Teorema de Continuidad.

Tal y como hemos expuesto al comienzo de este capitulo vamos a estudiar
la continuidad del atractor global de (2.1), que notamos U7, respecto de la
funcién f que determina dicho sistema obteniendo un resultado preciso para
el caso en el que sea cooperativo, es decir cuando la funcion f verifique la
hipdtesis Hs). Para ello es necesario definir unos espacios de funciones, que

seran en los que posteriormente nos desenvolveremos.

Definimos Fr como el espacio de todas las funciones continuas y T-periodi-
casent, f = (fi,...,f.) : R x IR} — IR" satisfaciendo la propiedad P), al
que vamos a dotarlo de la topologia 7 generada por la siguiente familia de

seminormas,

[l = max{sup {[| (£, 2)[; (1, ) € RxXK}, sup {|[fo(t,2)[; (1, 2) € RxK }}

donde K es cualquier subconjunto compacto de IR} . Ademas de la discursion
en “Introduction to Functional Analysis” [61] pag. 143-147, se sigue que dicha
topologia es metrizable, de hecho es localmente convexa y se verifica que Fr
tienen una métrica invariante por traslaciones, que genera la topologia en

cuestion.

Definimos también A7 como el subconjunto de Fr formado por todas las
funciones f € Fr que satisfacen Hy)<H,), con el que establecemos la siguiente
funcion,

U: Ar — Cr(IR,IR™); U(f)=U". (3.4)

Veremos que es una funcién continua para cada f € Ag tal que U/ > 0,

donde Cr(IR,IR"™) representa el espacio de todas las funciones v : IR — IR"
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continuas y T-periddicas provisto de la norma del supremo,
[ullo = sup{llull, ¢ € IR}.

Para ¢i,...,¢,, m constantes positivas fijas definimos Ar(c, m,n), como el
subconjunto de Fr formado por aquellas funciones que verifican Hy) y Hs).
En particular, segin vimos en la demostracion del Teorema 2.3.5., podemos

afirmar que la relacion entre los conjuntos definidos anteriormente es,
Ar(e,m,n) C Ar C Fr.

Veamos en primer lugar una propiedad de monotonia para los atractores

globales, respecto del orden usual en el espacio de funciones.

Proposicién 3.2.1. Sean f,g dos funciones de Ay con g < f. Entonces se
verifica que U9 < U7,

Demostracion. Si v(t) es una solucién positiva de af = x,¢;(f, x), por el Teo-

rema 2.3.5. tenemos,

v(t) U t) — 0 cuando t — +oc. (3.5)

Por otra parte, si u(f) es una solucién de (2.1) con u(0) > v(0), dado que

g < f, tenemos que por el Teorema 1.3.4.,

u(t) > ov(t) Vi >0. (3.6)
También tenemos que por el Teorema 2.3.5.

u(t) U’ (t) = 0 cuando t — +oo, (3.7)
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restando (3.7) v (3.5) nos queda que,
[(u(t) o(t)) & (U7 (1) ©U(1)] = 0 cuando ¢ — +oo,
lo que junto con (3.6) implica,
Uty > U%(t) Vte R,
ya que US| U? son funciones T-periédicas. m

Teorema 3.2.2. Si el atractor global U/ de (2.1) es positivo. Entonces la

funcion definida en (3.4) es continua en f.

Demostracién. Sea C3(IR,IR™) el espacio de todas las funciones continua-
mente diferenciables y T-periddicas v : IR — IR™ provisto de la norma [|ul[; =
max{||ullo, [|/|o} v sea P = {u € C3(IR,IR") : u > 0}.

Definimos ¢ : P x Ar(IR,IR") — Cr(IR,IR") como ®(z,¢) = 2’ <G(., ),
donde G(t,2) = (xr19:(t,2),...,209a(t,2)) para ¢ = (g1,...,9n) ¥y ¢ =
(#1,...,2,) € R}. De esta manera los ceros de la funciéon @ corresponden

con las soluciones T-periddicas positivas del sistema,

v, =29t x) 1<i<n. (3.8)

Se prueba que ® es continua y ademas posee derivada parcial continua
®,.:Pr x .AT — ,C(le«,CT(R, IRn))

De hecho,
O, (2, 9)u=u &SG(.,x)u (3.9)
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Veamos que @,(U7, f) es invertible, para lo cual suponemos la existencia

de w tal que ®,(U7, f)w = 0 luego por (3.9) tenemos,

= fi(t, UL ())w; + U/ (t) Z th Nw; 1<i<n,

si hacemos el cambio de variable v; = el sistema queda,

Uf’
= &SR0 v o, (3.10)
el cual tiene por solucion v = (vy,...,v,).
sea 4 = (2L Uf<t>>0j<t>), por 1)),
al']‘
f; f It ! f
aw(tU )+ > ¢ —tU())Ui(t)gﬁmUi(t)<0

J€J;

también A es continua y T-periddica, luego por la Proposicion 2.3.1. el radio
espectral de W(T') es menor que uno, para ¥ matriz fundamental de (3.10),
lo que significa que W(T') <[ es invertible. Por tanto por el Teorema 1.4.5.
tenemos que v = 0. Esto prueba que ®,(U”, f) es inyectiva y por la teoria de

Fredholm tenemos que ®,(U/, f) es un isomorfismo.

Como U’ es una solucién T-periddica del sistema (2.1), se verifica que
®(U/, f) =0, ademas ®,(U7, f) es invertible, luego por el Teorema A.2.1. de
la Funcion Implicita del Apéndice, existe una funciéon continua ¢ : N — P
definida en un entorno N de f tal que »(f) = U’ y donde ®((g),g) = 0 para
toda g € N.

Por la continuidad de la funcién ¢ y dado que U/ > 0, podemos suponer

que ¢(g) > 0 Vg € N. Por tanto segin hemos definido ®, tenemos que
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©(g) es una solucién T-periddica del sistema (3.9), que ademas es positiva.
Pero también U(g) = U9 es soluciéon T-periddica positiva de dicho sistema, de

donde facilmente deducimos,
elg) =U =U(yg).

Por tanto ¢ = U, lo que completa la prueba. [}

Para poder generalizar el teorema anterior al caso en el que el atractor
U/ pueda poseer componentes nulas, necesitamos verificar antes los siguientes

resultados.
Lema 3.2.3. Dada F : IR x R} x Ap(e,m,n) — R",

F(t,x,g9) = (v1g1(t,x), ..., x0ga(t, 7)),

entonces I es continua y localmente lipschitziana.

Demostracion. Para ver la continuidad definimos,
H:IR xR} x Ap(e,m,n) — IR"; H(t,x,9) = g(t,x),
D:R"xR"—=R"; D(x,y) = (x1y1,.. ., TnYn) (3.11)

Obviamente D es continua, por tanto F' lo sera si también lo es H. Sin
embargo esta afirmacién se sigue de la convergencia en Fr (fn<:f>T—>f), ya que

esta supone convergencia uniforme en IR x K de las f, a f, junto con las

derivadas (f.): a f.

Para ver que F' es localmente lipschitziana respecto de x, fijamos (%o, 20, o) €

IR x IR} x Ar(c,m,n), con lo que debemos encontrar entornos Ny, Ny, Ny,
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de tg, x9, go respectivamente y una constante L > 0 tal que,
[F(t,2,9) = F(t 2 g)|| < L]z <=
st 1€ Ny, v,y € Ny, g€ Ny,.

Recordamos que ||z|| = |z1]+. . .+|z,| de manera que, || D(x, y)|| < nflz|||y]|

para D la funcién definida en (3.11). De aqui,
[£(t, 2, 9) <1 (L 2, 9)|| = [[D(x, H(t, v, 9)) < D(z, H(t, z,9))|| <

< |[[D(z, H(t,z,9)) = D(z, H(l, 2, 9))|| + [|D(z, H(L, 2, 9)) < D(z, H(L, z, 9))]

y usando la bilinealidad de D, queda
[E(t,x,9) < F(t 2 9)|| < nllz <=|lg(t, o)l + nllzllllg(t, 2) <g(t, 2)]. (3.12)
Ya que (go), es continua, existe r > 0 tal que,

1(g0)=(1,2) &(g0)e(lo, wo)|| <1 si [t to| <1 |z ol <.

Es decir,
1(g0)a (1, )| < Lo := 1 4 [/(go)(to, wo) | (3.13)

con [t &t <lyx e K:={rc R} : |z&ux <r}. Fijamos g € Br(go,1),

entonces
lg(t,2) ©go(t, 2)|| <1, lga(t, ) S (g0)alt, )| <1 Vie R Vze kK.
De aqui y de (3.13),

lg(t, @)l < T+llgo(ts )] 5 {12 (L, @) || < 1+[[(go)a(ts )| < Ly = 14 Lo, (3.14)
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donde |t &ty| <r, v € Ky g€ Bk(go,1).

Sea Mo = sup{|lgo(t,)|l; |t to| <7 [[z Swol| <7}, entonces ||g(t, z)]| <
1+ My y de (3.12),

|F(t e, g) P12, g)]l < ndile 2] + nlr + e} Lafle 2]

con x,z € K, [t&ty| <ryg€ Brl(go, 1), ya que ||z aol| < ry de (3.14)

junto con el teorema del valor medio,

lg(t, ) ©g(t, 2)|| < ||z <z sup |[lg-(t, &)l

E€[x,2

donde ¢ varia en el segmento lineal que une = con z.

El resultado se termina tomando L = nM;y + nli[r + ||zo|]. [ |

Lema 3.2.4. Sea v : K x A — X wuna aplicacion continua, con K, A, X
espacios métricos y K compacto. Entonces dada go € A y ¢ > 0, existe N

entorno de go tal que,

d(u(€,9),u(é g0)) < e VEE€ K, Vg€ N.

Demostracion. Dado & € K por la continuidad de la funcion u, existe un

entorno N(&y) de go en A y un entorno V(&) de & en K tal que

d(u(&,g),u(&o,90)) <€ Vg€ N(&), YEe V(&) (3.15)

Como {V(&); & € K} determina un recubrimiento de abiertos de K y éste
es compacto, existe &,...,& € K tal que V(&),...,V({,) cubren a K. De
donde tomando N = N(&)N...NN(,) v (3.15) se completa facilmente la

prueba. [}
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Proposicién 3.2.5. Dada f € Ap(c,m,n), existe un entorno N de f tal que
el conjunto {U%; g € N} estd acotado en C3(IR,IR™).

Demostracion. Fijamos en primer lugar un entorno Ny de f en Ap(c,m,n) tal
que,

sup{[lg(¢,0)[|; g € No, t € IR} < +oo. (3.16)

Dada g € Noy U = (U{,...,U?), definimos [, := {i € {l,...,n}

;U7 > 0}, de esta manera podemos establecer la siguiente funcién

x) =Y cigit,x) si 1, #0,

J€ly

0 (t,z) =0 si I, =0.

Por tanto para ¢ € [, tenemos,

9%/ - 99]
c; ) < em
3:1/‘2 -2 ‘70:1:2 Z_:
J€lqy =
va que ¢ satisface Hy) y Hs).
Por otra parte, U7 = 0 si ¢ ¢ I,, lo que junto con el teorema del valor

medio implica la existencia de & € IR} tal que

o1, U7(1)) 01,0y = 30 L2l o

=1 awl

< e T 020 = m 3 U7(1) = ml|07(1)]| (3.17)

Por (3.16) existe una constante My > 0 tal que ¢ (¢,0) < My para todo
g€ NogytelRy asi de (3.17) se tiene,

(1, U(1)) < (1, 0) £m||U7(1)]| < Mo <m||U(1)]].
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Definimos,
W,:=> ¢;InUl(t); g€ Ny
J€ly
de donde,
Wy = @4(t, U°(1)) < Mo <m[[U(1)]), (3.18)

pero dado que W, es T-periddica, entonces Wi (,) = 0 para algiin ¢, € [0, 7]
y por (3.18) existe Ry > 0 tal que,

[U?(t,)]] < Bo Vg € No. (3.19)

Dada ¢ = (¢1,...,9.) € No, denotamos por u(t,p,&, g) la solucién del
problema,

v, =x9,(t,x); 1<i<n, z(p)=¢,
con p € [0,T)y e RY.

Por el Lema 3.2.3. I/ : IR x R} x Ag(e,m,n) — IR" ; F(l,z,9) =
G(t,z) = (zrq(t,z), ..., 209.(1,2)) es continua y localmente lipschitziana,
entonces también lo es u como funcion de sus cuatro variables, de donde si
tomamos en el Lema3.2.4. K = {(t,p,z); p€[0,T],t € [p,p+T], ||| < Ro};
A = Ar(e,m,n) y X = IR", existe un entorno N; de f contenido en Ny tal
que

[u(t, p,z,9) Sult,p, 2, f] <1,
para g € Ny, p € [0,7], ¢ € [p,p+T), ||z]| < Ro.

De donde, existe R > 0 tal que,

Ju(t, p, 2, 9)|| < R, (3.20)
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para g € Ny, p € [0,T],t € [p,p+T]y ||z] < Ro.

Fijamos ahora un entorno N de f contenido en N; de manera que,
lg(t,x) = f(tx)| <1 si ge Ny [lz]| <R,
entonces existe M > 0 verificando,
lg(t,2)| <M si ge Ny |lz| < R,
en particular como ||z|| < R, se tiene
|Gt x)[| <M si g€ Ny |z|| <R, (3.21)

para G(t,l‘) = (xlgl(tvx)v . '7xngn(t7x))‘

Por otra parte U9(t) = u(t,t,,U9(t,),g); asi para cada t € [t,,t, + T,
[U9(1) < U (t)|| = llult, ty, U(ty), 9) Sully, ty, U(ty), 9)|| <

|t &ty sup{||u'(s, 1y, U (1y), 9)ll; s € [yt +T]} <
T.sup{||G(t,u(t, p,2,9))|l; g € N1, p€ [0, T], t € [p,p+T] y |lz|| < Ro}

de donde por (3.20),
[U9(1) U (tp)|| < T.sup{||G(¢, 2)[; [[=]l < &, g € N},
y por (3.21),

U9 (t) U (1) < MT Vg€ N te[tyt, +T).

Lo que junto con (3.19), implicaque {U?9 : g € N} es acotado en Cr(IR,IR").
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Como la acotacion es en C3(IR,IR™), necesitamos comprobar que también

estan acotadas las derivadas, pero sabemos que (U?)" = G(t,U7).

Tomando un entorno de f incluido en N ( el cual por comodidad en la

notacién vamos a escribir igual) donde,
lg(t,w) < f(Le)| <1 st [lo]| < Ro+ MT, ge N
y por analogo razonamiento al empleado anteriormente, se tiene
|G (t, )| < M para |z|| < Ro+ MT, g€ N
de donde concluimos, ||(U9)(¢)|| < M Vg € N. [ |

Teorema 3.2.6. La funcidn U : Ar(c,m,n) — Cr(IR,IR"); U(f) = U’, es

continua.

Demostracion. Sea f € Ar(e,m,n), y definamos el siguiente conjunto de
indices, I :={i € {1,...,n} U/ >0}.
Caso 1. Si I =10 ,U»f = 0 Vi Sea N el entorno determinado por la

K3

Proposicién 3.2.5. y supongamos que existe una sucesiéon {g*} — f tal que
inf{JU9"|); ke N} >0 (3.22)

Como N es entorno de f podemos suponer que ¢* € N, con lo que por la
Proposiciéon 3.2.5. tendriamos que las funciones U9" estarfan acotadas al igual
que sus derivadas, y por el Teorema de Ascoli existe una parcial convergente

que por simplicidad en la notacién la llamamos igual, es decir,

K .
{U? } — W uniformemente en un compacto,
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con W: IR — IR} funciéon T-periddica, ademas por el Teorema de Intercambio

de Limites con Derivadas tenemos que W es solucién de (2.1).

Sea z una solucién positiva de (2.1) con z(0) > W(0), por el Corolario
1.3.5., llegamos a que
z(t) > W) >0 Vt>0.

Del Teorema 2.2.7. sabemos que z(t) — 0 cuando { — 400, por tanto

W(t) — 0 cuando t — oo y asi,
{ng (1)} — 0 uniformemente en t,

lo cual contradice (3.22) y completa la prueba en este caso.

Caso 2. Supongamos ahora que I # (), donde reordenando podemos

suponer sin pérdida de generalidad que I = {1,...,p}.

Definimos g = (g1,...,gp) : IR x IRE. — IRP como,

gi(tvylv"'vyp) = gi(tvylv"'vypvov"'vo)v

para ¢ € N con N el entorno determinado por la Proposicién 3.2.5.

Es inmediato que g € Ar(¢,m,p) v que la funcién,
Az(e,m,n) — Ar(e,m,p); g g,
es continua. En particular por el Teorema 2.2.7. el sistema,
vl = yigi(t,y) (3.23)

tiene un atractor global que notamos V9. Es facil comprobar que (Ulf, cees Ug)

es solucién de (3.23) para f, ademés por la unicidad de la solucién T-periédica
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tenemos que se verifica que V/ = (Vlf,...,fo) = (Ulf,...,UZf) > 0 y como la

funcién U definida en (3.4) es continua, tenemos que V9 > 0 para toda g € N.

Sea x = (x1,...,x,) solucién positiva del sistema,
v, =29t x) 1<i<n.
Por H3) tenemos
> xigi(t e, .o, x,), 1<i<p

por tanto (1,...,x,) es una supersolucién de (3.23), asi tomando la soluciéon
y de (3.23) que satisface y;(0) = x,(0) 1 < < p, se llega por el Teorema 1.3.4.
aque z;(t) > y(t) Vi>0 1 <i<p.

Como del Teorema 2.2.7., tenemos que,
() U (t) =0 t— 4o 1<i<n,
yi(t) Vi) =0 t— 400 1 <i<p,
podemos deducir que,
U >V?P 1<i<p VgeN. (3.24)
Razonando nuevamente por reduccién al absurdo, suponemos que existe
una sucesiéon {g*} — f tal que
inf{|U*" <UT|l; ke N} >0 (3.25)

por el mismo argumento al empleado en el Caso 1, tenemos que {U? k} converge
uniformemente en compactos, para W funcién andloga a la obtenida en el

Caso 1.
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También por (3.24) deducimos, Ufk > Vigk 1 < < p, de donde tomando

limites cuando k — 400 se llega a que,

Wiz Vli=Ul 1<i<p,

y por tanto W > U/ ya que Uif:() Vi > p.

Sea z una solucién positiva de (2.1). Igual que en el Caso 1, tenemos que,

() > W(t) > U (t) vt>0.

De donde por el Teorema 2.2.7. se tiene que W (t) & U’(t) — 0 cuando
t — 400, con lo que se tiene que W = Uf dado que ambas son soluciones
T-periddicas. Por tanto, {ng (1)} — U/(t) uniformemente en t, lo cual con-

tradice a (3.25). [ ]

3.3 Caracterizacion del Atractor global

Vamos a tratar ahora de caracterizar de una manera precisa al atractor global

del sistema (2.1), para lo cual probaremos el siguiente resultado.

Proposicién 3.3.1. Sea U’ la solucion T-periodica dada por el Teorema 2.2.7.

Y sSupongamos que Uif = 0 para algin i. FEntonces,
T
/ F(UT(1)dt < 0.
0
Demostracion. Supongamos por absurdo que esto no ocurre, es decir

/OT F(, U (1) dE > 0 (3.26)
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y sea u una soluciéon de (2.1) tal que u(0) > 0. Definimos, para k£ € IN,
uk(t) = u(t + kT); como por el Teorema 2.2.7. u(t) & U’(t) — 0 cuando

t — 400, concluimos que,

u*(t) — U'(t) cuando k — +oo, uniformementeen [0,7]

Por otra parte, integrando la relacién

= it u(t))

en [kT kT + T]; k € IN; obtenemos después de un cambio de variable

w(kT+T)  [KT4T T
In % = [ pttuoyde= [ g o)
de donde,
ln% — /OT fi(t, U4 (t))dt cuando k — 400

De aqui'y de (3.26), la sucesién {u;(kT)} es estrictamente creciente a partir
de un cierto término y en consecuencia no puede converger a Uif(()) =0, lo

que completa la prueba. [ |

Corolario 3.3.2. Si [ fi(t,0)dt > 0 ¥i y [T fi(t,0)dt > 0 para algin Fk,
Entonces US = (U{,---,Ugf) > 0.

Demostracion. Si U]f = 0 para algun j, se sigue de la Proposicion 3.3.1. y
de la hipétesis Hs) que 0 < fOTfj(t,O)dt < fgfj(t,Uf(t))dt < 0. Es de-
cir, JI £;(t,0)dt = I f;(t,U7(t))dt, y usando Hs), una vez méas, concluimos
que U7 = 0. En particular, U,f = 0, y de la Proposiciéon 3.3.1., tenemos
Ik fi(t,0)dt = Ik fx(t, U’ (t))dt <0. Esta contradiccién termina la prueba. B
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Vamos a comprobar mediante el siguiente resultado que la propiedad expre-
sada en la Proposicién 3.3.1., caracteriza a los atractores globales del sistema

(2.1).

Teorema 3.3.3. Sea [ un subconjunto estricto de {1,...,n} y supongamos
que existe una familia {W; : R — (0,+00)} con ¢ € I de funciones T-

periodicas y continuamente diferenciables tales que,

W =Wifit,>_ Wie;) i€l (3.27)
jeI
donde eq, ..., e, denotan los vectores de la base canonica de IR". St,

/OT F S Wie)dt <0 Vi ¢ 1. (3.28)

jeI
Entonces,

Ui=W, Yiel ; U'=0 Vi¢l,

donde U’ es la solucion T-periddica dada en el Teorema 2.2.7..

Demostracion. Definimos V = (V4,..., V) : IR — R}, como V; = W; Viel
y Vi=0 Vi ¢ I, esclaro que V es T-periddica y ademas es solucién de (2.1),

més aun el linealizado de (2.1) en V es,

n

yi = [ilt,V(t)yi Ny i €1

yi = L, V(1) z@él. (3.29)

Mediante el cambio de variable,

22:% vel; zi=yi 1 ¢,
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el sistema (3.29) queda,

4 = S uvowos + S L u v e
jg1

jer 9T

Si notamos  ®(¢) a la matriz fundamental del sistema anterior, con

®(0) = Identidad, tenemos que si suponemos que I = {1,...,p}, dicha matriz

()| )
M)‘( 0 }Dm)’

seria de la forma,

donde U(T') es la matriz fundamental del sistema,

f; .
L= v s et

jer 97

con ¥(0) = Identidad. Mientras que D(T') es la matriz diagonal,

D(T) = diagonal (exp ( /0 a0 V(t))dt) ..., exp ( /0 Y, V(t))dt)) .

Por tanto los autovalores de ®(7T') son,

T
exp (/ filt, V(t))dt) para @ ¢ [
0
junto con los correspondientes a los de W(T').

Por la Proposicién 2.3.1. el radio espectral de W(T') es menor que uno,
con lo que también sera cierto para ®(7') si las desigualdades de (3.28) son

estrictas.

Entonces si las desigualdad (3.28) es estricta, tenemos que V' es atractor
local de (2.1), y la demostracién en este caso se sigue facilmente por el Teorema

2.3.5.
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Para demostrar el caso general, tomamos € > 0 y definimos f< = (f,..., f5)
como ff(t,x) = filt,x) Vi e ly fi(t,x) = fi(t,x) e Vi ¢ I. Es claro que

(3.27) es satisfecha si reemplazamos f por f°.

Por otra parte de (3.28),

/OT f;(tazwj‘(t, ej)dt <0 Vi ¢ I

jeI
y del caso anterior se tiene que,

U'=W, Yiel y U/"=0 Vi¢ I

K3

La prueba se completa facilmente tomando limites cuando ¢ — 0. y usando
el Teorema 3.2.6. sobre la continuidad del atractor global respecto de la funcién

del sistema que lo determina. [ |
Corolario 3.3.4. Supongamos que,
T
/ F(1,0)dt <0 Vie {1,...,n}.
0
Entonces, Uf = 0.

Demostracion. Basta considerar I = @) en el Teorema 3.3.3. [ |

Ejemplo. Supongamos n = 2 y escribamos a; = [ fi(t,0)dt. Por el
Corolario 3.3.2. tenemos que si a; > 0 v a; + a; > 0, entonces U/ > 0.
También sabemos del Corolario 3.3.4., que U/ = 0 si a; < 0. Queda por
analizar el caso en que aq, ay tienen signo opuesto. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que a; < 0 < ay. Denotemos por U la unica solucion

T-periddica positiva de la ecuacion logistica

2= 2f5(t,0,z2). (3.30)
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Si [ fi(2,0,U5(t))dt < 0, entonces del Teorema 3.3.3. se tiene que U/ =

(0,U;). Mostraremos ahora que si

ATﬁ@ﬁJgaMﬁ>0, (3.31)

entonces Uf := (Ulf, UQf) > (. Con este fin, supongamos primero que Ulf =0.

De la Proposicion 3.3.1., tenemos
T
/)ﬁW&Ubﬁéo. (3.32)
0

También de la Proposicién 3.3.1., U/ # 0, ya que ay > 0 y vale H3. De
aqui, sz > (), y en consecuencia, sz = Uy, puesto que (3.30) posee una tnica
solucién T-periddica positiva. Usando (3.32) tenemos [ fi(t,0,Uy(t))dt < 0,

lo cual contradice (3.31) y prueba que Ui >o.

Si fuera sz = 0, se tendra de la Proposicion 3.3.1. y de Hs que, ay <

fOT falt, Ulf(t), 0)dt <0, y esta contradiccién termina la demostracion. [ |



Capitulo 4

Modelo Depredador-Presa.

4.1 Introduccidon

Los modelos depredador-presa han sido y son objeto de estudio en la teoria
sobre la dinamica de poblaciones. El primer estudio lo realizan de forma
paralela Lotka(1925) y Volterra(1928), donde adoptando el principio de accion
de masas proponen el siguiente modelo,

dN

— = alN &bNP
dt
d—P = ¢NP &dP
dt

donde N y P son las densidades poblacionales de presa y depredador,a y d es
la tasa de cambio percapita en ausencia el uno del otro, b y ¢ la tasa de cambio
debida a la interaccion. Poco después Nicholson y Bailey (1935) proponen un
modelo discreto en el tiempo sobre la interaccion de insectos y sus huéspedes.
A partir de aqui son muchos los autores que han realizado estudios sobre
este tipo de modelos poblacionales, entre otros podemos citar Solomon (1949),

Holling(1959), Berryman (1981), Ardity-Ginzburg (1989), Aydity-Berryman

75
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(1991).

En este capitulo estudiamos un modelo depredador-presa consistente en
n-presas y un depredador, donde se considera que las presas en ausencia del
depredador se desarrollan bajo un sistema Kolmogorov de los que hemos de-
nominado de tipo cooperativo. Esta condiciéon la suponemos con el fin de
poder utilizar todos los resultados obtenidos para este tipo de sistemas en los

capitulos anteriores.

De forma mas concreta, supongamos el siguiente sistema:

y/ = yg(tvxlv"'vxnvy)v (42)
donde fi,...,fn,g : R x IR} x IRy — IR son funciones continuas , T-pe-

riédicas y con derivadas parciales continuas respecto de todas sus variables
P T

Desarrollaremos unos esquemas iterativos siguiendo la idea planteada por
Lépez-Gémez, Ortega y Tineo [48], para de esta manera obtener una cuenca de
atraccion para las soluciones de (4.1) y (4.2), donde ademas bajo determinadas

condiciones se tendra un resultado de extincion para el depredador.

Tal y como hemos comentado anteriormente, para poder aplicar convenien-
temente los resultados conseguidos en capitulos anteriores asi como otros ya
conocidos sobre la ecuacion de logistica, suponemos que las funciones f; para

t=1,...,ny g verifican las siguientes condiciones,
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df; afi afi

A >0 Vi #y; < 0; <0
1) Ox; 7 Ox; Ty
dg dg .
>0>— :1=1,...,n
ox; dy Y
Ay) Existen constantes positivas ¢i, ..., ¢,, m verificando,

chaij'(t,l',y) < &m Vi € {1,...,71},
J=1 ¢

con x = (x1,...,2,) € R}, y € Ry, t € IR,

Por otra parte, dada V : IR — IR} funcién continua y T-periddica, defini-

mos

FY(t ) = f(t,2, V(1))
donde f = (f1,..., fn)

Como f verifica las hipdtesis A;)&A,), es facil comprobar que f¥ pertenece
al conjunto Ar(c,m,n) definido en el capitulo anterior. Ademas segin hemos

visto en el Teorema 2.3.5., se tiene que el sistema
o =aif! (t,x), 1<i<n (4.3)
posee un atractor global que vamos a notar como (V).

[gualmente seran necesarios algunos de los resultados de la ecuacion de
logistica enunciados en el Capitulo 1, para lo cual supondremos que la funcion

g verifica la siguiente propiedad,

T
As) / g(1,0(0)(1), R)dt < 0 para algin R > 0.
0
Hacemos notar que 6(0) es el atractor del sistema

v, = f;(t,2,0) 1<i<n (4.4)
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cuya existencia esta garantizada por el Teorema 2.3.5.

Analogamente dada una funcién continua y T-periddica U : IR — IR} tal

que U < 0(0) tenemos que la ecuacién de logistica,
y' =yy(t,U(1),y) (4.5)
posee un atractor global, ya que por As) se tiene
/OTg(t, U(t), R)dt < 0 para algin R > 0,

lo que junto con el Teorema 1.5.8. nos garantiza la existencia de dicho atractor,

el cual notamos por , (U). Ademaés se verifica que,
T
AU)=0 s [ gt U, 00 <0,
0

L(U) >0 si /OTg(t,U(t),O)dt > 0.

4.2 Esquemas Iterativos.

Utilizando la misma notacion empleada en la seccion anterior para los atrac-
tores de (4.3),(4.5) y siguiendo la idea de Lépez-Gémez, Ortega y Tineo en

[48], planteamos el siguiente esquema iterativo,
VO=0; UYN=90VvN Y, VvV = (UY) NelN (4.6)

Lo primero es hacer notar que segun las condiciones que hemos visto en
la introduccién, claramente (4.6) esta bien definido y ademas se verifican las

siguientes condiciones de monotonia,

Ut >3 > >UN T SN > L >U > U >0

VI 2V VT e I > eV V> V0 =0, (A7)
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Para comprobar de una manera mas explicita las anteriores condiciones de
monotonia, estudiamos con mayor detalle como se desarrollan algunas de las
iteraciones del esquema (4.6). Se comienza reemplazando y por V() en
(4.1) con lo que llegamos al sistema (4.4), el cual sabemos que por el Teorema
2.3.5. posee un atractor global U' = #(V") > 0. Siguiendo con el esquema
tomamos dicho atractor y lo sustituimos en (4.2) en lugar de x, obteniendo asi

la ecuacion,
y/ = yg(tv Ul(t)v y)' (48)

Por A3) y el Teorema 1.5.8., existe V! = | (U') > 0 atractor global de
la ecuacién (4.8). De esta manera avanzando un paso mas en el proceso,

sustituimos y por V*(¢) en (4.1) obteniendose,
ah =z fi(t,x, V'(1)). (4.9)
Por la monotonia de la funcién f; (ver A;) ), se tiene que
filt,z, V(1) < fi(t,2,0)
va que V1> 0.
Por tanto, de la Proposicion 3.2.1., se comprueba que
U <u', (4.10)

donde U? es el atractor global de (4.9), el cual lo tenemos garantizado por

el Teorema 2.3.5.

Si realizamos una nueva iteraciéon y reemplazamos x en (4.2) por UZ?(¢),

llegamos a

y/ = yg(t,Uz(t),y), (4'11)
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que por la monotonia de g ( ver Ay) ), tenemos

g6, U (1), y) > g(1, U (1), y) (4.12)

lo que junto con As) implica,

0>/0Tg(t,U1(t),R)dtZ/OTg(t,Uz(t),R)dt,

de donde aplicando nuevamente el Teorema 1.5.8. existe V? atractor global de

(4.11), que por el Corolario 1.5.11. junto con (4.12) se tiene que,

Vi>v2>o.

Continuando con este proceso de una manera iterada, se determinan unas
sucesiones de atractores las cuales de manera general estan definidas por el
esquema (4.6), que ademas claramente verifican las condiciones de monotonia

establecidas en (4.7).

Asi, las sucesiones {U2N=1 LU VN1 v [V2VY para N € IN son

mondtonas y uniformemente acotadas, por tanto convergentes punto por punto

para cada t € IR.

Definimos ahora,

= - . 2N -1 . _ 1 2N

Ut) = Jlim U571 5 UQ) = lim U5(1),

[/ _ : 2N -1 . _ : 2N

Vi(t) = Nl—lgloo VERHL) 5 V() = Nl_lgl()() V(). (4.13)

También es claro, tal y como se ha desarrollado el esquema, que UV | VV;

N € IN verifican,

(UMY = UNfi(t, UN, VT (1))

(VNY = Vg, UN (1), V), (4.14)
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por lo que las sucesiones {(UN)' (1)} v {(VY)'} estdn uniformemente acotadas.

Aplicando el Teorema de Ascoli existen sucesiones parciales uniformemente
convergentes, y por (4.7) concluimos que la convergencia expresada en (4.13)

es uniforme en t € IR.

Por tanto de (4.14) y el Teorema de Intercambio de Limites con Derivadas

podemos afirmar que se satisfacen las siguientes ecuaciones,

Vo= Vgt U(#),V) 1 V' =Vg(t,Ut),V). (4.15)

Por otra parte, la misma idea desarrollada en (4.6) la podemos utilizar para
una solucién positiva del sistema (4.1) (4.2), y de esta manera intentamos es-
tablecer una relacion entre los dos esquemas que se producen, determinando asi
un resultado en el que probaremos que toda solucion del sistema se encuentra
atraida por el "rectingulo 7 [U,U] x [V, V].

Concretamente sea (u(t),v(t)) la solucion positiva del sistema (4.1) (4.2)
que verifica la condicién inicial u(0) = zo > 0 ,v(0) = yo > 0. Definimos v? = 0

y la reemplazamos por y en (4.1) llegando asi al siguiente sistema,
v, =x; f;(t,2,0) x(0) = o, (4.16)

por el Teorema 2.3.5. tenemos que (4.16) posee una soluciéon u'(¢) definida y
acotada en [0, +00). Ademas por la monotonia de la funcién f; (ver A;) ) se

verifica

fi(tvul(t)vv(t)) < fi(tvul(t)vo)v
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es decir, u'(?) es una supersolucién del sistema,

l’; = xzfz(tv L, U(t)),
y por el Teorema 1.3.7., se tiene

u(t) <u'(t) vt > 0. (4.17)

Tomamos u'(¢) y la sustituimos por z en (4.2), quedédndonos la siguiente

ecuacion,
y'=yg(t,u'(t),y) y(0) = yo, (4.18)
como u! estd acotada, tenemos que existe M > 0 tal que

ul(t)y <M Vt>0, i=1,...

luego si definimos M = (M, ..., M) e IR, por la monotonia de la funcién g

se verifica,

—

gt ul(t),y) < g(t, M,y) < g(t, M,0) < K,

de donde la solucién v! de (4.18) satisface (v') < Kv' | es decir, v! < efly,

de modo que v'(t) esta definida en [0, +00).
Por otra parte de (4.7) y la monotonia de la funcién g, se tiene
gt u(t),y) < g(t,u'(t),y)
asi, v'(t) es una supersolucién de la ecuacién
v =yg(t ult),y)

de donde nuevamente por el Teorema 1.3.7. tenemos que v(t) < v'(¢) para

todo ¢t > 0.
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Si el proceso lo continuamos, llegamos a unas sucesiones de soluciones que

de forma general podemos expresar en el siguiente esquema iterativo,

(xN)/ = vafi(tvavyN_l); xN(O) = Zo; yOEO con N €IN

(") = wo(t,2",y™); y™(0)=yo con N el (4.19)

Ademas es facil comprobar que se satisfacen las siguientes condiciones de

monotonia,
0 < *<u'<.. <N <u<NT < < <dt (4.20)
0 = << <o <o << <P <! (4.21)

Nuevamente tendriamos cuatro sucesiones {u*¥~1} | {u?V} | {v¥¥"1} ¥
{v?V1 | que por los mismos argumentos empleados en el esquema iterativo
de los atractores, convergen puntualmente para cada ¢t € IR. Tomando un
compacto arbitrario de IR , tenemos que esta convergencia seria uniforme sobre
dicho compacto, de esta manera si notamos como u, u, v y v a los limites

respectivos, podemos concluir utilizando el Teorema de Intercambio de Limites

con Derivadas que se verifica,

u = ﬂifi(t,ﬂ,y) 3 Ll{:gifi(tvgvﬁ) (422)

= og(t,u,0) ; v =vg(t,u,v) (4.23)

Proposicién 4.2.1. Sean v : (a,4+00) — (0,400) funcion continua,

V:IR — [0,400) funcion continua y T-periddica, verificando

v(t) V() =0 cuando t — 4o0. (4.24)
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Sea u una solucion positiva de ! = x;fi(t,x,v(t)) definida y acotada en

[0,400). Si U es el atractor global de (4.3). Entonces

u(t) <U(t) = 0 cuando t — 4o0.

Demostracion. Dado 6 > 0 tenemos que por (4.24), existe o € IR de manera
que,

max{0,V(t) 6} <o) S V()+6, t >t
Ademas, por la monotonia de f; se verifica,

Por otra parte si llamamos u, a la solucion de
rh = xif;nax{o’v_é}(t,x), 1 <i<n, x(ty) =x0>0. (4.25)
y u* a la solucién de
zh = J}Z'fiv-l_é(t,l'), 1 <i<n, x(ty) =x0>0. (4.26)

tenemos que por el Teorema 1.3.4. y el Teorema 2.3.5. dichas soluciones estan

definidas en [tg, +00) v ademas,

we(t) < u(t) < u(t) V>t (4.27)

También del Teorema 2.3.5. tenemos que (4.25) (4.26) poseen atractores
globales f(max{0,V <¢é}), 0(V + 6) que por la Proposicion 3.1 verifican,

f(max{0,V <6}) <U <OV +6),



4.2. Esquemas Iterativos. 85

lo que junto con (4.27) implica,
ui(t) U (1) S ul(t) Ui (t) = u (1) <0V +6)i(t) + 0(V +6):(t) <Ui().

Por el Teorema 3.2.6., se tiene que (V + 6) — U cuando § — 0, de modo

que para cada € > 0 existe 69 > 0 tal que

OV +6) () eU() <= VeER, i=1,...,n (4.28)

[N e

como O(V + 6) es atractor global de (4.26), existe #; tal que
ui(t) <0V +6)(t) < Vi>ty, i=1,....n (4.29)

por tanto de (4.28) y (4.29) concluimos que u;(t)<U;(t) < e Vi > t;. Analoga-
mente existe t; € IR tal que u;(t) ©U;(t) > ©¢ Vit > ty. con lo que facilmente

se completa la prueba. [ |

Proposicién 4.2.2. Dado N € IN, se tiene
uN(t) <:>UN(t) — 0 cuando t — +o0
vN(t) <:>VN(t) — 0 cuando 1t — 4+o0

para u™, v, UN VN definidas en los esquemas iterativos (4.19) y (4.6).

Demostracion. Vamos a razonar por induccién sobre N, para lo cual sabemos
que u' es solucién del sistema z} = x;f;(t,2,0) 1 <i < n,y como U es el

atractor global del mismo sistema, se tiene

ul(t) <:>U1(t) — 0 cuando t — 4o (4.30)
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1

Por otra parte sabemos que v' es solucién de la ecuacién y' = yg(t, u'(t), y)

v V! es el atractor global de y' = yg(t,U*(¢),y). Por tanto de (4.30) y el Teo-
rema 1.5.9. sobre la dependencia continua del atractor respecto de la funcion

que lo determina, se concluye facilmente que
vl(t) <:>V1(t) — 0 cuando t — 400
lo cual prueba el caso N = 1. Supongamoslo cierto para N <1 | es decir

uN_l(t) <:>UN_1(t) — 0 cuando t — 400 (4.31)

vN_l(t) <:>VN_1(t) — 0 cuando t — 400

Tomamos ahora u¥ que sabemos que es solucién de @} = z; f;(t, v, 0™ ~1(1)),
1 <7< n. Como UV es el atractor global de z! = z,fi(t,z, VN=1(#)) para

1 <t < n, tenemos de (4.31) y la Proposicién 4.2.1. que
uN(t) <:>UN(t) — 0 cuando t — 4oo.
De donde la prueba se sigue facilmente, empleando un razonamiento analogo

al realizado con v!, V1, para vN, VN, u

Con todo esto estamos en condiciones de poder demostrar el resultado que

nos habiamos planteado en este capitulo.

Teorema 4.2.3. Sea (u(t),v(t)) una solucion positiva del sistema (4.1),(4.2).
Entonces (u,v) estd definida en un intervalo terminal de IR y ademds para todo

€ > 0 existe tg > 0 tal que

Ut)yee < w(t)SU{t)+e 1<i<n; 1>1

Vit) e < v(t) < V(t)+e t>t. (4.32)
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Demostracion. Hacemos notar en primer lugar que claramente segin hemos
visto en el desarrollo explicito de los primeros pasos del esquema iterativo

(4.19), se deduce que la solucién (u,v) estd definida en un intervalo terminal

de IR.

Fijamos € >0y un 7 = 1,...,n. Por (4.20) tenemos que

ui(t) U (t) < uN7H 1) <U(t),

lo que por conveniencia escribimos en la forma,

wi(t) SU(t) <uV7Ht) SUNTHE) + UPNTHE) < Ui(t). (4.33)
Como la convergencia de (4.13) es uniforme, existe Ny tal que,

UMY ) eUi(t) < = VielR. (4.34)

NN e

Por otra parte del la Proposicion 4.2.2., existe o verificando

WM U <

K3

% Vi > 1. (4.35)

Por tanto concluimos que de (4.33),(4.34) y (4.35),

ui(t) <U(t) <e Vit>t,.

Utilizando el mismo argumento se llega a la existencia de #y,

ui(t) <UL (1) > e Vi > 1.

De manera facil se siguen las desigualdades para v, lo que completa la

prueba. [ |

Veamos como a partir del Teorema anterior podemos obtener bajo deter-

minadas condiciones un resultado de extincién para y(t).
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Corolario 4.2.4. Sea U el atractor global de (4.4) y supongamos que
T
L/g@ﬂ%%@ﬁgo. (4.36)
0

Entonces, (u(t) <U(t),v(t)) — (0,0) cuando t — +oo, para toda solucion
positiva (u,v) del sistema (4.1),(4.2).

Demostracién. De (4.36), tenemos que V! = 0 de donde por (4.7), deducimos
que VN = 0 para todo N € IN.

Por tanto de (4.6) UN =U VYN € IN, y asi ,

V=V=0y U=U=U.

Con lo que la prueba se completa facilmente del Teorema 4.2.3. [ |



Resultado Colateral

Otro tipo especialmente importante de los sistemas kolmogorov es el caso de
aquellos en los que se tiene una competicion entre las especies, por esto hemos
querido realizar una seccion para este tipo de sistemas donde utilizando la
misma técnica iterativa, podemos llegar a una persistencia en promedio, resul-
tado que es totalmente colateral al obtenido por medio de otro procedimiento
en el trabajo 7 Persistence in the Means of Some Competing Systems 7 [25].

Para ello establecemos previamente la siguiente notacion.

Dada una funcién acotada ¢ : [0,+00) — IR, definimos

g :=limsupg(t) ; g« := lgm_l_infg(t).

t—4oco

Para f : (0,+00) — IR funcién continua y acotada, definimos su promedio
como,
1 ft
<f>():= ;/0 F(s)ds,
cuando este promedio posea limite, lo notaremos

. Lot
< f> ::tEeroo?/o f(s)ds.

89
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Enunciamos ahora algunos resultados sobre la ecuacion logistica cuya de-

mostracion omitimos, pero que podemos encontrar en el citado trabajo [25].
Supongamos la siguiente ecuacién de logistica,
' = zfa(t) Sba], (C.1)
donde «a : [0,+00) — IR es continua y acotada con b una constante positiva.

Proposicién 1. Dada u una solucion de (C.1). Se tiene que si < a >,> 0,

entonces < u >*=< a >* b~

[gualmente y aplicando el lema 1.1 de [25], se obtiene ficilmente para el
limite inferior del promedio que,
<u>><a> b (C.2)
Por tanto, si suponemos que existe < a > y es positivo, tenemos que por
la Proposicién 1. , < u >*=<a >b7', lo que junto con (C.2) implica,

Tasbhl<<u><<u>=<as>bl,

es decir <u > =< a >b71, lo cual lo podemos enunciar mediante el siguiente

teorema.

Teorema 2. Sea u una solucion de (C.1) . Si existe <a > > 0, entonces

Tu> =<a>b"N

Veamos ahora como utilizando los mismos argumentos del Capitulo 4,
podemos desarrollar un esquema iterativo para el siguiente sistema de n-

especies en competencia,

= x; (ai(t) @}Z bijl']‘) 1< < n, (Cg)
7=1
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con a;(t) : (0,400) — IR acotada y b;; > 0. Determinando un resultado

analogo al obtenido en el teorema 2.2 de [25].

De forma mas explicita el esquema iterativo lo expresamos de la siguiente

manera,

0

0
u;

(uf\hl_l)/ = uf\hl_l ai(t) <:>b“u£\7+1<:>2 b”ué\f(t) , nElN, (04)
J€J;

conl <1 <n.
Es facil comprobar que si u es la soluciéon de (C.3) con la condicién inicial
u(0) = 2° > 0 y tomamos las soluciones de (C.4) verificando v (0) = 2? para

1 <:<nyné€lIN, entonces se cumple la siguiente condicién de monotonia,

w<ul <L <N < <N < <l <l 1< <o

— — — 3

Por otra parte si suponemos para N = 0 en (C.4) que <a; > > 0 para

todo: =1,...,n, tenemos que por el Teorema 2.,

<u} > (1) — < a; >b;" cuando t — +oo, 1 <7< n.

Analogamente para N = 1 tenemos que si se verifica,

<a; > > by<ul> 1<i<n, (C.5)
Jj€d;

entonces nuevamente por el Teorema 2. se cumple,

<ul > (1) = <a;i(t) D byui(t) >b;" cuando ¢ — oo 1 <i<n,
JEJ;
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de donde por la linealidad del promedio llegamos a,

<u?>:(<ai><:>Zbij<u}>) bzt 1 <4< n, (C.6)
Jj€d;
y ademas < u? > > 0 para todo i = 1,...,n. De esta manera se prueba

facilmente que,

O<<w?><<ul><.. . <<uV>< <V >
<uN s < <<udi><<ul > 1<i<n,
verificando la siguiente ecuacién,
by<ul ' >=Ta s e bi<ul > 1<i<n, NelN. (C.7)

J€J;

; 2N-1 2N
Por tanto tenemos dos sucesiones < u >nelN » < Ut >N N que son

claramente monoétonas y acotadas , es decir,
< u?N_l >— A cuando 1<:<n

<u?*N >, — )\, cuando 1<i<n

Luego tomando limites cuando N — +oo, para N par y para N impar

respectivamente en (C.7) tenemos,

TS = bihi+ 3 b,

J€J;
<a; > = by + Z bijA;
JE€J;
restando ambas expresiones,
bi(Ni 2A;) = D bij(A (C.8)

J€J;
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Llamamos w; := b;(\; ©),) v fijamos k = 1,...,n tal que,

w w; .
—kZmaX{—] ]zl,...,n}, (C.9)
(043 J (&5
con a; =< a; >paraj=1,...,n
. bi; .
De (C.8) se tiene que w; = »_ —Lw; , para todo i = 1,...,n, y por (C.9)
jeJ; Vi
llegamos a,
bk‘ bk Wi
W = Z #wj < Z #aj_v
jedy Vi jegy Yii Ok
de donde,
b
> | wy <0,
jez, bii
lo que junto con (C.5) implica que w;, = 0y por (C.9) concluimos que

w; =0 1 <1< n,es decir

M= =X>0 1<i<n.

Por otra parte sabemos que u?N < w; < uN7! YN E€IN, 1 <i<mn, en

particular tomando promedios se deduce,

<uN><<u><<uN > 1<i<n.

Si fijamos € > 0, como < u?¥ 7! > — \;, existe N, de manera que

7

<uNl>s el <e 1<i<n. (C.10)

K3

[gualmente para dicho N, como,

2Ne-1 2Ne—1

< > (1) — < u; > cuando t — 400
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tenemos que existe tg tal que,
<uN Tl s () e<u™ > < V> 1. (C.11)

Por tanto de (C.10) y (C.11) deducimos que,

<ui> () <<uNTl s () < Ai4+2¢ 1< <,

7

de donde < u; >*< A;. Analogamente se obtiene que < u; >.> A; y de esta
manera llegamos al mismo resultado obtenido en el teorema 2.2 de [25], el cual

podemos enunciar.

Teorema 3. Dado el sistema (C.3) con, < a; > >0 1 < <n, verificando

<a; > ,
J 1< <n.
by

<a; > > Y by
JE€J;

Entonces existe A € IR", X > 0 tal que < u > = X para u solucion positiva
de (C.3).



Capitulo 5

Aplicaciones

5.1 Introduccién

La busqueda de soluciones a la importante incidencia econémica de las plagas
en los cultivos ha sufrido, como es natural, una evolucion a lo largo del tiempo,
que ha sido muy rapida en las ultimas décadas, como consecuencia de los
problemas derivados del uso casi exclusivo de los plaguicidas organicos de
sintesis (p.e.: mayor incidencia de plagas, aparicién de nuevas especies plagas,
resistencias a plaguicidas, incrementos de costes, problematica toxicologica y
ambiental) (Baungérter y Gutiérrez, 1989; Norton y Munford, 1993; Cabello,
1998).

La utilizacion de métodos racionales de control de plagas de los cultivos,
debido a la complejidad de los procesos biolégicos y de los objetivos economi-
cos implicados, ha dado lugar a la aplicacién de técnicas de analisis de sis-
temas. El importante papel de estas técnicas en la agricultura en general,

pero especialmente en el control de plagas y enfermedades, concretamente en

95
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su aproximacion analitica, ha sido recientemente revisada por Carreno (1996).

Dentro del agroecosistema, si consideramos el sistema formado por la plaga-
cultivo, debemos considerar como en cualquier ecosistema, aunque en el pre-
sente caso se trate de un ecosistema no natural, el conjunto de seres vivos y
su ambiente. El conjunto de seres vivos esta constituido por la poblaciéon de
plantas, en este caso el cultivo; la poblacion de fitéfagos, que alimentandose en
las plantas originan un dano; y finalmente la poblacién de enemigos naturales,
que causan mortalidad, a su vez, sobre la poblacién de las especies plagas.
Los enemigos naturales constituyen un factor fundamental en la regulacion de
las poblaciones de las especies plagas, y por tanto en su posterior incidencia

econdmica en el cultivo (Hill, 1987; Dent, 1991).

Los enemigos naturales de las especies plagas estan constituidos por un
conjunto de seres que viven de forma parasitaria sobre ellas. Los enemigos
naturales se dividen en dos grandes grupos: El primer grupo esta constituido
por agentes patogénicos, es decir que la relaciéon de parasitismo se expresa
en el desarrollo de una enfermedad en el individuo plaga; en este grupo de
encuentran: virus, bacterias, hongos, protozoos y nematodos (Beckage et al.,
1993). El segundo grupo esta constituido por artropodos (insectos y acaros)
que capturan y devoran individuos de la plaga (depredadores), o bien estable-
cen una especial relacion de parasitismo (parasitoides). Esta denominacién de
parasitoide corresponde tnicamente a insectos cuyos estados inmaduros viven

dentro, o sobre, las especies plagas, alimentandose de ellas (Jervis y Kidd,

1997).

La importancia del papel de los enemigos naturales de las especies plagas,
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dentro del cultivo, es fundamental. Ellos, conjuntamente con otros factores
bioticos y abidticos, originan una mortalidad que va a regular las poblaciones
de las plagas, es lo que se denomina ”control natural”. En el caso concreto
del agrosistema, de todos los factores de control natural, es la accién de los
enemigos naturales (depredadores, parasitoides y patégenos) el de mayor in-
cidencia sobre las poblaciones de las plagas; y responsables, por tanto, del
mayor o menor grado de severidad del dano originado por plagas (Huffaker,

1980; Huffaker y Rabb, 1984).

El control ejercido por los enemigos naturales de las especies plagas obvia-
mente es insuficiente para regular sus poblaciones, y especialmente mantenerlas
por debajo de un umbral en el que causa danos de importancia econémica en
los cultivos. Cuando de forma deliberada se manipula la acciéon de los ene-
migos naturales, por la conservaciéon o incremento de su nimero, asi como
la introduccién de especies nuevas, tenemos la definicion de lucha bioldgica

contra plagas, técnica alternativa al control quimico de plagas (DeBach, 1977,

1984; Samways, 1990).

En el estudio de la dinamica de poblaciéon de las especies plagas, dentro del
cultivo, es fundamental considerar los sistemas depredador-presa, parasitoide-
hospedante y patégeno-hospedante; segin sea el tipo de enemigo natural en el
que estemos interesado (depredador, parasitoide o patdgeno). En relacion a la
descripcion del sistema depredador-presa (parasitoide-hospedante), numerosos
han sido los trabajos que han abordado el tema desde un punto de vista

matematico; especialmente destacan los trabajos iniciales de Lotka (1925),

Volterra (1926), Nicholson (1933), y Nicholson y Bailey (1935); los posteriores
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de Solomon (1949), Watt (1959), Holling (1959, 1963, 1966), Hassell (1966);
Royama (1971); Huffaker y Stinner (1971); y Curry y DeMichele (1977). En la
actualidad se han revisado los trabajos realizados sobre la relacion depredador-

presa, cuando se aplican, como el presente caso, a insectos plagas (Mills y Getz,

1996).

Las aplicaciones practicas de la relacion depredador-presa para el estudio
de la importancia del papel del control natural en la dinamica de poblacion de
las especies plaga, se senalaron muy posteriormente a su desarrollo matematico
(Hassell y Waage, 1984; Hassell, 1988; May y Hassell, 1988; Mackauer et al.,
1990); por lo tanto, pocos han sido los trabajos que han abordado este aspecto
de aplicacion. En el caso de evaluacion del control natural debemos senalar los
trabajos sobre tres grupos de especies plagas: afidos (Gutierrez et al., 1984),
acaros (Sabelis, 1985) y tisanépteros (Lewis, 1997).

5.2 Casos Concretos

En esta seccién pretendemos plantear y estudiar desde el punto de vista
matematico, las condiciones para que se verifiquen los resultados obtenidos en
los anteriores esquemas iterativos en el caso Lotka-Volterra auténomo, com-

probandolos mediante dos supuestos ejemplos.
Concretamente consideramos el siguiente sistema diferencial,

J}; = x; [ai @Z bijl']‘ @dly]

i=1

y =y [@Oé—l- Zn:ﬂil'i @vy] (5.1)

=1
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donde o, Bi,d;,v >0 1 <¢ < n. Ademds para que (5.1) verifique las hipdtesis
necesarias para poder aplicar los resultados obtenidos (fundamentalmente en

el capitulo 3) sobre el atractor global del sistema, suponemos que,

b;; >0 > bij V1 75 j (52)

[gualmente suponemos también que existen ¢y, ..., ¢, constantes positivas
tales que,

ch‘bﬁ >0 Vie {1,,n} (53)

7=1
En primer lugar hacemos constar que en modelo (5.1), el operador B = (b;;)

posee la siguiente propiedad, la cual expresamos a través del siguiente Lema.

-1

Lema 5.2.1. La matriz B es invertible y ademds B~ es positiva, es decir

B Ya)>0para a>0 y a#0, donde a = col(ay,...,a,).

Demostracion. TFijamos ¢ € R}, a # 0y sea U = (Uy,...,U,) € R} el
atractor global del sistema

i=1

Recordamos que por (5.2) y (5.3) dicho atractor lo tenemos garantizado por
el Teorema 2.3.5., el cual sabemos ademas que es constante segin el Teorema

2.2.10.
Afirmaciéon, U > 0. Para demostrarla razonamos por reduccion al ab-
surdo, y asi suponemos que U; = 0 para algin ¢ € {1,...,n}. Por la Proposi-

T n
cion 3.3.1. tenemos,/ (ai <:>Z bi;U; | dt < 0, lo que junto con a; € IR} y
0

i=1
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(5.2) implica,
0 S a; S Zb”U] = Z bijU]‘ S 0

=1 JEJ;
con lo que U; =0 Vj € J;, es decir , U = 0.

Dado que a € IR} con a # 0, fijamos k € {1,...,n} tal que a; > 0.

Por otra parte como U = 0, en particular Uy = 0 y por la Proposiciéon
3.3.1. se deduce que a; < 0 lo cual es absurdo. Esta contradiccién prueba

nuestra afirmacion.

Por (5.4) y la afirmacién anterior, tenemos
a; = ZbUU] Vi € {1,...,n},
7=1
de donde B(U) = a. En particular la imagen de B contiene a R} , de aqui B

es invertible, y ademas B™'(a) = U > 0. [ |

Ejemplo 1
Veamos mediante el siguiente caso concreto cémo se desarrollaria para (5.1)

el esquema iterativo del capitulo anterior. Asi supongamos que el operador B

viene determinado por los siguientes coeficientes,

_( 14 <05
b= ( 0.5 17 )

y que, a = 1, v = 14, B = (1.2,1.6), d= (2,8) y @ =(0.7,0.8). Entonces con
la ayuda del paquete informatico Mathematica se realiza el programa dado en
el Anexo I, incluido al final del presente capitulo, se obtiene que después de
50 iteraciones la cadena de atractores globales para dicho caso concreto es la

expresada en las siguientes tablas,
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Iteracion k 1 3 47 49
xf 0.746 | 0.745 0.6181 | 0.6180
x5 0.690 | 0.687 0.479 | 0478
yk 0.0763 | 0.0758 0.0397 | 0.0396

PARES

Iteracion k 2 4 48 50
xf 0.481 | 0.482 0.6088 | 0.6088
x5 0.253 | 0.256 0.463 | 0.463
yk 0.0005 | 0.001 0.0369 | 0.0369

La expresion grafica de la resolucion numérica del proceso realizada mediante

el paquete informatico ”Pupulus” muestra el siguiente resultado:

0,7

0,67

0,57

0,47

0,37

0,27

0,17

Presa x1
Presa x2
Depredador y
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De manera, comprobamos la concordancia entre ambos resultados y de
forma general, se puede comprobar que para aplicar el esquema iterativo al
modelo (5.1), las condiciones suficientes son las que expresamos mediante el

siguiente teorema.

Teorema 5.2.2. Supongamos que,

i) < B (a), > a > 0.

_ < B Y(a),8 > <
¥

ii) B™(a) B~Y(d).

wi) v > < B7Yd), 3 > .

donde a = col(ay,...,a,), d =col(dy,...,d,), B=col(fr,...,0.) y <.,.>
es el producto interno usual en IR". Entonces (5.1) posee un punto de equilibrio

positivo (U, V) tal que
(x(t),y(t)) — (U, V) cuando t — +oo,

para cualquier solucion positiva (x,y) del sistema.

Demostracién. Por el Lema 5.2.1. B~(d) > 0, lo que junto con las hipdtesis
i) &i1) se prueba facilmente que B~'(a) > 0, por tanto se tiene que B~'(a) es

solucion del sistema,
i=1

n
rh = (ai <:>Z bij:zjj) 1 <e<n,

y segin vimos en la prueba de la Proposicion 2.2.5. las soluciones T-periddicas

son tnicas, por tanto tenemos en particular que U' = B~'(a).
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Si continuamos con el esquema iterativo, tenemos que V! es el atractor

global de
y' = yleat < B, B (a) > eyl

de donde por 7),
1
V= ;[< B,B7(a) > &a] > 0. (5.5)

Por 1) se tiene que B™'(a ©V'd) > 0, y dado que U? = (V') implica
U? =B Y asV'd) =B laesV'B™'(d).
Por otra parte es facil ver que ,
<U* B> ea= [< B™(a), 8 > <:>oz] [1 @% < B7Yd), 3>,

lo que junto con #ii) determina que < U? 3 > ©a > 0. Consecuentemente

VZ=_(U* >0y por (4.7), se tiene que U, U, V, y V son positivos.

Como UM, VN son constantes, también lo seran U, U, V, v V, de lo que

junto con (4.15) se deduce que

a = BU)+Vd ; <B,U>=a+~V
a = B(U)+Vd ; <p,U>=a++V

Restando convenientemente las ecuaciones anteriores se llega a,

en particular < 8, B™Y(d) > (V &V) = v(V V) vy asi,

[ve&< 3, B (d) >|(V V) =0.
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Lo que junto con 7i7) nos lleva a V =V y de (5.6) se tiene que U = U con lo

que la prueba se sigue facilmente del Teorema 4.2.3. [ |

Corolario 5.2.3. Sea el sistema (5.1) con a; > 0 ; ap # 0 para algin
ke {l,...,n}. Siseverifica (5.2),(5.3)y < pB,B Ya)><a, entonces

(z(t),y(t)) — (B *(a),0) cuando t — +oo,
para cualquier solucion positiva (x,y) de dicho sistema.

Demostracién. Del Teorema 1.5.8. se tiene que V' = 0, por tanto de (4.7) se
deduce que VN = 0 para todo N € IN, de donde V =0 =V = 0. Entonces se
verifica que UV = U! para todo N € IN, con lo que por el Teorema 4.2.3. se

completa facilmente la prueba. [ |

Ejemplo 2.

También podemos plantear el caso autéonomo suponiendo que el depredador
se reproduzca, para lo cual empleamos el modelo analogo al (5.1), cambiando
la segunda ecuacién con lo que queda el siguiente sistema,

J}; = x; [ai @Z bijl']‘ @dly]

i=1

y =y [Oé + Zn: Bix; évy] (5.7)

=1
Veamos al igual que en el Ejemplo 1 un caso concreto para el modelo (5.7),

utilizando los siguientes coeficientes,

_( 13 «02
B:(@m 1)’
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y que, a = 0.2, v =85, 3 = (0.2,0.7), d = (13,5), v @ = (1.3,0.5). Nueva-

mente mediante el programa informatico del Anexo I obtenemos,

IMPARES
Iteracion k 1 3 49 50
¥ 1.094 | 0.832 0.475445 | 0.475444
¥ 0.609 | 0.463 0.264891 | 0.26489
y* 0.009 | 0.081 0.0565309 | 0.0565308
PARES
Iteracion k 2 4 48 50
zf 0.006 | 0.205 0.475443 | 0.475444
¥ 0.003 | 0.114 0.26489 | 0.26489
y* 0.0239 | 0.0378 0.0565307 | 0.0565308

Nuevamente la expresion grafica de la resolucién numérica utilizando el mismo

paquete informatico, quedaria de la siguiente forma.

0,6

0,57

0,47

0,37

0,27

0,17

Presa x1
Presa x2
Depredador y
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Se observa de nuevo la concordancia entre ambos resultados y es claro que
al no variar aqui las ecuaciones que modelan a las presas del modelo (5.1),
tenemos igualmente las condiciones para la existencia del atractor global, asi
utilizando los mismos argumentos empleados en la prueba del Teorema 5.2.2.,
se puede ver que se simplifican las condiciones para que el proceso iterativo
se pueda utilizar. Concretamente podemos llegar facilmente al siguiente Teo-

rema.

Teorema 5.2.4. Supongamos que,

< B a),B > +a
v

Entonces se obtienen para (5.7) las mismas conclusiones que en el Teorema5.2.2.

B~ Y(a) > BY(d)

, donde a, d y 3 andlogos a los del citado teorema.

5.3 Aplicaciones de los modelos Presa-Depre-
dador en cultivos horticolas.

Para la aplicacion de los modelos depredador-presa se han elegido ejemplos
relativos a especies plagas en cultivos horticolas, dentro de estos cultivos la
incidencia de estos enemigos de las plantas, asi como su solucién mediante el
control quimico, constituye un capitulo muy importante (Cabello y Canero,
1994); ademas de su importancia cuantitativa, esta la cualitativa, fundamen-

talmente por la problemética derivada de la misma (Cabello, 1998).

En concreto se han elegido dos cultivos: pimiento y tomate; asi como tres

grupos de especies plaga de gran severidad econdémica en los mismos: ”He-
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liothis del tomate”, lepidoptero, Noctuido, denominado: Helicoverpa armigera
(Hb.), "mosca blanca”, nombre comin que corresponde al Homéptero, Aleyré-
dido: Bemisia tabaci (Gen.); y finalmente el Tysandptero, Tripido: Frankli-
niella occidentalis (Pergande), que se denomina cominmente "trips occidental
de las flores”. En este grupo de especies plagas, y condiciones de cultivo, se
disponen de estudios sobre su biologia, ecologia y control (Belda et al., 1992;
Cabello y Belda, 1994; Cabello y Benitez, 1994; Cabello et al., 1996 a,b,c).
En el caso de "mosca blanca” y "trips occidental de las flores” se trata de
insectos de pequeno tamano, que se sitian entre los 0,3 y 2,0 mm de longitud,
respectivamente; sin embargo, sobre la planta la primera especie es mévil,
y la segunda es inmovil en sus estados inmaduros. Por el contrario "helio-
this”, presenta estados inmaduros de un pequeno tamano inicial, en estado de
huevo ( 0,5mm) y primeros estadios larvarios (2,0-3,0mm), pero al avanzar su
maximo desarrollo, su tamano se triplica (30,0 - 35,0mm), lo que la hace mas

dificilmente de depredar por otros insectos.

En el caso de los depredadores empleados en el control biolégico de estas
especies plagas, destacan las especies de Orius y Macrolophus. El primer
depredador es un Heterdptero, de la familia Anthcoridae; su tamano es muy
similar al de sus presas, desde 0,4 mm. en los primeros estados de su desarrollo,
hasta los 2,0 a 3,0 mm. en estado adulto. Por el contrario, Macrolophus
caliginosus Wagner, se trata también de un Heteroptero (Miridae) que de
mayor es casi el doble del anterior, pudiendo llegar los adultos hasta los 5,5

min.

Los datos empleados, que no han sido publicados, corresponden a los resul-
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tados de tres ensayos realizados en el control biologico de las especies plagas,
con los depredadores anteriormente mencionados (Cabello, 1998, com. pers.;
Garcia Jiménez, 1998, com. pers.). En el caso de un solo depredador- una
presa, se ha utilizado los datos del control biolégico mediante el depredador
Orius sp., de la especie plaga Frankliniella occidentalis en cultivo de pimiento
en invernadero, localizado en la Mojonera (Almerfa), durante las campana
1991/92, y 1997/98. En el primer caso se realizaron sueltas del depredador
de forma quincenal, y una dosis de suelta de 1 individuo cada 2 plantas. En
el segundo caso la dosis de suelta fue la misma, pero sélo se realizé una vez,

concretamente en la décima semana del cultivo.

Para la aplicacion del modelo depredador-presa, con dos presas y un solo
depredador, se emplearon los datos de lucha biolégica contra Helicoverpa
armigera 'y Bemisia tabaci, con el depredador: Macrolophus caliginosus, en un
cultivo de tomate en invernadero, localizado en Mazarrén (Murcia), durante
la campana 1996/97. En el presente caso la dosis de liberacién del depredador

fue de 1 por planta, y se realizé en la quinta semana del cultivo.

En todos los casos hemos intentado ajustar mediante un modelo depredador-
presa con friccién, donde el depredador experimenta una reproduccion en el
desarrollo de su poblaciéon, concretamente lo expresamos mediante el siguiente
sistema.

J}; = x; [ai @Z bijl']‘ @dly]

J=1

y =y loz + > B @vy]

=1
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5.3.1 Aplicacion al caso de Orius-Frankliniella

Grafico 1.Valores observados (simbolos) y estimados (lineas continuas) de la dina-
mica de poblacién de la especie plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripi-
daeae) y su depredador :Orius sp.(Hem: Anthocoridae) en cultivo de pimiento en

invernadero, localizado en la Mojonera (Almeria), en la campana 1997/98.
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Cuadro 1. Valores del ajuste al modelo depredador-presa del control bioldgico de
la especie plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripidaeae) por el depredador
:Orius sp.(Hem: Anthocoridae) en cultivo de pimiento en invernadero, localizado en

la Mojonera (Almeria), en la campana 1997/98.

Coeficientes del ajuste Depredador Presa
ay by | dy a 4 g.l. total r? g.l. total r
0.333 | 1.1 | 17 ] 0.25 | 2.7 28 0.9216 28 0.9026

2

-2

En el grafico 1 se recogen los valores observados y los estimados de la
dinamica de poblacién de la especies plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.:
Thripidae) y su depredador: Orius sp. (Hem: Anthocoridae) en cultivo de
pimiento en invernadero, localizado en la Mojonera (Almeria), en cultivo de
pimiento, durante la campana 1997/98. Los coeficientes de ajuste conseguido
por el modelo depredador-presa se recogen en el cuadro 1, asi como los estadis-
ticos de comparacion donde por g.l. total entendemos como grados totales de
libertad y por r% el coeficiente de correlaccién, los cuales presentaron una alta

significacion (P < 0.01).
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Grafico 2. Valores observados (simbolos) y estimados (lineas continuas) de la
dindmica de poblacién de especies plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripi-
dae) y su depredador: Orius sp. (Hem: Anthocoridae) en hojas, cultivo de pimiento

en invernadero, localizado en la Mojonera (Almeria), en la campana 1991/92.

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

Densidad relativa(0.02XN° en hoja)

0.1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo ( semanas )

1 Reales Presa

== Estim. Presa
o Reales Depredador

" Estim. Depredad

Cuadro 2.Valores del ajuste al modelo depredador-presa del control biolégico
de la especie plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripidae) por el depredador:
Orius sp. (Hem: Anthocoridae) en hojas, cultivo de pimiento en invernadero, loca-

lizado en la Mojonera (Almeria), en la campana 1991/92.

Coeficientes del ajuste Depredador Presa

ay | by | dy | a | B | v | el total r? g.l. total r

225101 1110711219 8 0.8801 8 0.8970

2
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Grafico 3. Valores observados (simbolos) y estimados (lineas continuas) de la dina-
mica de poblacién de especies plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripidaeae)
y su depredador: Orius sp. (Hem: Anthocoridae) en flores , cultivo de pimiento en

invernadero, localizado en la Mojonera (Almeria), en la campana 1991/92.
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Cuadro 3.Valores del ajuste al modelo depredador-presa del control biolégico de la
especie plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thripidae) por el depredador: Orius

sp. (Hem: Anthocoridae) en flores, cultivo de pimiento en invernadero, localizado

~ Estim. Presa
~ Estim. DepredadorA Reales Depredador

Tiempo (semanas)

en la Mojonera (Almeria), en la campana 1991/92.

+ Reales Presa

Coeficientes del ajuste Depredador Presa
ar | by dq a B1 | v | gl total r? g.l. total r?
3.110.07 1099 |25 ]0.66 |2 8 0.9414 8 0.9619
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Los valores observado (simbolos) y estimados (lineas continuas) de la diné-
mica de poblacién de la especies plaga: Frankliniella occidentalis (Thys.: Thrip-
idae) y su depredador: Orius sp. (Hem: Anthocoridae) en hojas, cultivo de
pimiento en invernadero, localizado en la Mojonera (Almeria), durante la cam-
pana 1991/92, se recogen en la grifica 2 cuando se muestrearon hojas, y en
la grafica 3 para muestreo en flores. En los cuadros 2 y 3 se presentan los
coeficientes de ajuste del modelo, asi como los estadisticos de comparacion,
que en el presente caso fueron también altamente significativos (P < 0.01),

tanto en hojas, como en flores.

El modelo depredador-presa, como se observa en los dos ejemplos, se ajusta
bien a los datos reales de campo. Ellos constituyen casos de aplicacion de
la lucha biologica contra plagas, en concreto la realizacion de sueltas del
depredador Orius contra la plaga F. occidentalis, en dos localizaciones dis-

tintas.
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5.3.2 Aplicacion al caso de Bemisia-Helicoverpa y Ma-
crolophus.

Grafico 4.Valores observados (simbolos) y estimados (lineas continuas) de la dina-
mica de la poblacion de dos especies plaga: Bemisia tabaci (Hom.:Aleyrodidae) y
Helicoverpa armigera (Lep.: Noctuidae), y su depredador: Macrolophus caliginosus
(Hem.: Miridae) en cultivo de tomate, al aire libre, en Mazarrén (Murcia), en la

campana de 1996/97.
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Cuadro 4. Valores del ajuste al modelo depredador-presa del control bioldgico de
las dos especies plaga: Bemisia tabaci (Hom.:Aleyrodidae) y Helicoverpa armigera
(Lep.: Noctuidae), por el depredador: Macrolophus caliginosus (Hem.: Miridae) en

cultivo de tomate, al aire libre, en Mazarrén (Murcia), en la campana de 1996/97.

Coeficientes del ajuste
aiizl,Z (b”)l,jzl,Q dZZ:1,2 (8% ﬂ21212 vy

Loz ) | L )L (0) ] o2 | ()

Macrolophus Bemisia Heliocoverpa
g.l. total 2 g.l. total 2 g.l. total 2
18 0.8208 18 0.8904 18 0.8208

Para el caso del modelo con un depredador y dos presa, la grafica 4 repre-
senta los valores observados y estimados de la dinamica de poblacion de dos
especies plaga: Bemisia tabaci (Hom.: Aleyrodidae) y Helicoverpa armigera
(Lep.: Noctuidae), y su depredador: Macrolophus caliginosus (Hem: Miridae)
en cultivo de tomate. Los coeficiente de ajuste, asi como sus estadisticos se

dan en el cuadro 4.

El modelo depredador-presa puede ser comparado con el estudio realizado
por Hallam, T.G. y Zhien Ma. (1986) [28] para el conocimiento de procesos
de reproduccion y mortalidad de especies que cubren el espectro zoologico,
donde estas pueden verse afectadas por factores exdgenos que pueden afectar

al parametro demografico, como es el caso de los toxicos o pesticidas.

Asi toma una ecuacién de tipo Kolmogorov,

' =aF(r(c(t)),z) te0,+o0), (5.8)
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con x la densidad de poblacién de la especie, r() un parametro demografico

y ¢(t) un factor exégeno que puede afectar al parametro demogréfico.

En dicho trabajo se prueba que:

T1) La poblacién de (5.8) es persistente cuando r(¢*) > 0.
T2) La poblacién de (5.8) se extingue cuando r(c.) < 0.
para ¢ =limsupc(t) ; c.=liminfe(t).

En nuestro caso podemos considerar como factor exégeno en el desarrollo
de la plaga el que realiza sobre ella el depredador, de esta manera se tendria que
r(e(t)) = a; <d;y(t) comprobando que se verifica T1) para los casos de Orius-
Frankliniella en hoja expresados en los graficos 1 y 2, mientras que se tiene
T2) para el caso de Orius-Frankliniella en flor, representado en el grafico 3.
Analogamente tendriamos una concordancia de dicho resultado con lo obtenido

en el caso Bemista-Helicoverpa y Macrolophus expresado en el grafico 4.

La aplicacion practica del modelo, también ha resultado adecuada al caso
de un solo depredador cuando se ha empleado en el control biolégico de dos
presas que constituyen plagas: Bemisia y Helicoverpa. La presente aplicacion,
conjuntamente con lo encontrado en el caso anterior ( gréafico 4), se considera
que demuestra de forma fehaciente la aplicabilidad del modelo. Su posterior
utilizaciéon en la evaluacién de eficacias en la depredaciéon, empleada como
herramienta de control de plagas, debe ser desarrollada. Sin embargo, se
estima que el presente modelo puede ser eficaz para dicha valoracion. Lo
que supone actualmente una piedra angular de la estimacion de la eficiencia,

y forma de actuaciéon de los agentes de control bioldgico.
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5.4 Anexo

Utilizando el paquete informatico del Mathematica, hemos desarrollado el si-
guiente programa el cual ha sido utilizado para los esquemas iterativos de los

ejemplos 1 v 2 planteados al comienzo de este capitulo.

o Procedimiento Principal.

Clear [”Global”];

Presa|mb ,a.d ,aalfa bbeta,ggamma n error . flag]:=
Module[{sx,sy=0,y,iter=0,listax={} listay={},er=109},
While [iter<n &&er>error,
iter++;
sx=LinearSolve[mb,a-sy*d];
[f[EvaluacionSinAlfa,
sy=Solve[ggamma*y==-aalfa+({bbeta}.

Transpose[{sx}])[[L1]].y][[1,1,2]];
sy=Solve[ggamma*y==aalfa+({bbeta}.

| Transpose[{sx} )1, L]].y][[L,1,2]

Iffiter>1,
er=Max[Abs[{sx-Last[listax], sy-Last[Listay] }|]

J;

AppendTollistax,sx];AppendTo[listay,sy];

)
Return[If[flag==1,{listax,listay,er},{sx,sy,er}]]

]
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o Entrada de Datos.

file=Input[” Archivo de datos:”];

datos=ReadList[file, Number,NullRecord->True,RecordList->True];
n=Lenght[datos[[1]]];

mb=Table[datos][[i]],{i,1,n}];

a=datos[[n+1]];
d=datos[[n+2]];
bbeta=datos[[n+3]];
niter=datos[[n+4,1]];
error=datos[[n+5,1]]
flag=datos[[n+6]];
If[datos[[n+7]]=={},EvaluacionSinAlfa=True, aalfa=datos|[[n+7]];
flag=0;

(*Fin entrada*™)

?

[f[EvaluacionSinAlfa,

(*Caso en que la variable "alpha” no estd tomada del fichero de datos*)
ss=Solve[({bbeta}.Inverse[mb].Transpose[{a}])[[1,1]]-x==0,x];
mensajel="Alfa(<”<>ToString[ss[[1,1,2]]]<>"):";
aalfa=Input[mensajel];

var2=Max[{Max[Table[(({bbeta}.Inverse[mb].Transpose[{a}])[[1,1]]-aalfa*
(Inverse[mb].Transpose[{d }])[[i,1]]/(Inverse[mb].Transpose[{a}])[[i,1]],
{i.1, Length[a])]].
({bbeta}.Inverse[mb].Transpose[{d }])[[1,1]]}],

(* Caso en que la variable "alpha puede tomar sdlo valores positivos *)

var2=Max[Table[(({bbeta}.Inverse[mb].Transpose[{a}])[[1,1]]+aalfa*
(Inverse[mb].Transpose[{d }])[[i,1]]/(Inverse[mb].Transpose[{a}])[[i,1]],

| {i,1,Length[a]}]]

mensaje2="Gamma(>" <>ToString[var2]<>"):";

ggamma=Input[mensaje2];
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e Resolucion Numérica. Presentacion de Resultados.

(*Resolucion por Métodos Iterativos del Sistema Diferencial *)

sol=Presa|mb,a,d,aalfa,bbeta,ggamma,niter error,flag];

(*Presentacion de los Resultados*™)

lf[flag==1,

(* Visualizacion de la sucesion de iteraciones obtenidas *)

Print[” Lista x:”,MatrixForm[sol[[1]]]];

Print["”];

Ip={}li={};

For[i=1,i<=Length[sol[[2]]],i++,
f[Mod[i,2]==0,AppendTo[lp,sol[[2,i]]],

AppendTolli,sol[[2,i]]]

]

J;

Print[li,Ip],

(* Solucion final ajustada a la cota de error establecida. *)
Print["x="sol[[1]]];

Print[”y="s0l[[2]]];

Print[” Errores="sol[[3]]];
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Apéndice

A.1 Lema de Barbalat

Lema A.1.1. Sea una funcion diferenciable f: [a,+o0) — IR tal que:
i) Eriste tl}_lrpoo f(t),

i) f'(t) es uniformemente continua.

Entonces,

f'(t) =0 cuando t — +oo.
Demostracion. Dado un € > 0 tomamos ¢ > 0 tal que,

[F(1) = f(s)] <

si |t es| <26

[N e

Para cada n € IN tenemos 7, € (né,né + 6) tal que
Fné +8) < f(n8) = 6/'(7,).

Por ¢) se verifica que, f(né + 6) & f(né) — 0 cuando n — oo, de modo

que f'(17,) = 0 cuando n — oo.

121
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En particular, existe un valor N > 1 tal que

Hemos de notar que se cumple, 7,417, < 20,y asi, dado t > 7n escogemos

un valor n > N tal que 7, <t < 71,44.

Entonces se tiene que t <7, < 20 y en consecuencia,

IORIHCA S

de donde resulta que,

f'(t) = 0 cuando ¢ — +oo.

Del lema anterior se puede obtener un resultado preciso para cuando la

funcién es de la siguiente forma.

Corolario A.1.2. Sea g : [0,00) — [0,00) una funcion uniformemente con-

tinua tal que,

/Oog(t)dt < +o00.
0

Entonces, g(t) — 0 cuando t — +oo.

Demostracion. Bastaria aplicar el Lema anterior a la funcién f : [0,00) —

[0, 0) definida como f(t) = f; g(s)ds, lo que completaria la prueba. [ |
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A.2 Teorema de la Funcién Implicita

En esta secciéon demostramos una version del Teorema de la Funcién Implicita,
que puede encontrarse en [23], donde la demostracién la exponemos por com-

plitud.

Teorema A.2.1. Sean X.Y espacios de Banach, A un espacio topologico y
U un subconjunto abierto de X. Sea ® : U x A — Y una funcion continua con
derivada parcial continua @, : U x A — L(X,Y). Si ®(x0, o) =0 y O, es

invertible para algun (xo, o) € U X A, entonces existe una funcion continua

U : N — B(zg,r) C B(zo,r) C U,
definida en un entorno N de Ao con las siguientes propiedades:
i) P(P(A),A) =0 VAe N
i) St ®(x1,M) =0, M € N yaxy € B(xo,r) entonces v1 = V(A). En

particular (o) = g
Demostracion. Definimos L(A\) = ®,(xo,A), R(x,\) = ®(z,)) & LNy

a=|L(X)7t|7!/4. Como P, es continua, existe r > 0 y un entorno Ny de Ag

tal que la bola cerrada B(zg,r) esta contenida en U v,

| (2, X) ©Py(20, V)| < : x € B(xo,7), X € No.

NN

De donde aplicando el Teorema del Valor Medio se tiene,

|R(z, \) ©R(z,\)|| < a|lx 2| ; z,2 € B(xo,7), A € No. (A.1)

Fijamos Nj entorno de A\g contenido en Ny tal que,

120 L0 < 12007 ¥ae N, (A2
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Es conocido que L(\) es invertible y,

1LY < 20L(0) 7| VA€ Ny,

Finalmente dado que ®(xo, Ag) = 0, existe un entorno N de ¢ contenido
en Np tal que,
| (20, A)|| < ar VA€ N.

Como A € N, definimos T) : B(zo,r) — E por,
Th(z) := LA\ Rz, \).

Notamos que por (A.1)-(A.2)
IT(x) & Ta()]] < L) R(2, A) < R(z, M) < %HMEMH-
También se tiene que.
T\(z) &0 = L) [L(A) 2o+ R(20, V)] = LX) [® (20, \)+R(x, \) SR (20, )]
y as,
1T (2) € woll < [ILOA)TH @ (o, M| + 11z, A) & R0, MI] <
2 L(Ao) ™ [ar + allx S]] < dar|[L(Xo)7|] = 1.

Como, T es una aplicacién de B(zq,r) en B(zg,r), por el Teorema del
Punto Fijo de Banach, T tiene un tnico punto fijo W(A) en B(xo, 7).
Si0=®(A,x1) = LA )1+ R(xq, A1), para algin (21, A1) € B(ag,r) X N,

entonces vy = <L(A )" ' R(21, A1) = T),(21), con lo cual z; = U(A;). Por otra
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parte, U(A\) = TA\(P¥(N)) = L(A)TR(VY(N),A) vy también, 0 = L(A)P(A) +
R(U(A), ) = &(W(N),N).

Para finalizar la prueba fijamos A € N y notamos que,

1LY TR (R, A) & RO, NI < L) [la| w(R) &w ()]
< 2 L0) ¥R ST = 500 SN

De donde, [W(\) & (D] < 2L ROE(R),N) & LT ROE(R) D], v

la continuidad de W se sigue de los siguientes hechos,

L™ = LY vy R(W(A),N) — R(U(X),\) cuando X — .
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