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Proélogo

El ingeniero, cuando disefia o proyecta un ingenio, se auxilia de una representacién de ese sistema
que le sirve de ayuda en el propio proceso de concepcién al permitirle un “didlogo” con lo que esta
imaginando. Por ello, la geometria en general, y el dibujo en particular, han estado entre las herramientas
cldsicas de todo ingeniero, que le han permitido tener imdgenes aproximadas de aquello que atin no
existe, pero que, gracias a su labor, acabard existiendo. Tanto edificios y obras ptiblicas como mdquinas se
han beneficiado de las representaciones gréficas para su proyecto. De este modo, las imdgenes han sido
una herramienta bdsica en la actividad del ingeniero. Sin embargo, el recurso a la geometria se restringe
a concepciones estdticas, y no a las dindmicas en las que el tiempo se convierte en una dimensién esencial
y que, como se verd mds abajo, son las propias del ingeniero de control, por lo que el estudiante que se
inicia en esa rama de la ingenieria debe familiarizarse con el comportamiento temporal.

Si dirigimos la mirada a los sistemas realimentados, el problema con la realimentacién es que, pese
a la simplicidad del principio en el que se basa, su puesta en préctica puede producir problemas de
inestabilidad, ya que se trata de una cadena causal circular, lo que unido a los inevitables retrasos e iner-
cias a lo largo de la cadena tiende a producir perniciosos efectos oscilatorios, en forma de transitorios
indeseables. Precisamente una de las labores genuinas del ingeniero de control es someter esos transi-
torios a especificaciones adecuadas. Pero, como es patente, estos procesos se propagan en el tiempo por
lo que inevitablemente se requiere, para un estudio adecuado de los sistemas realimentados, disponer
de herramientas que permitan manejarse con comodidad y eficacia en ese dominio. En un principio,
se emplearon técnicas que podriamos llamar indirectas, en el sentido de que lo que se estudiaba eran
caracteristicas matematicas de los transitorios, como los autovalores de la forma linealizada en torno al
punto de operacién, con los que se determinaba la estabilidad relativa del sistema. Este hecho empez6
a investigarse sistematicamente en el siglo XIX, empleando para ello métodos algebraicos.

Los métodos de andlisis de los sistemas realimentados alcanzaron su madurez en el XX, especial-
mente con los trabajos en los Laboratorios Bell, en cuya némina figuraba el ingeniero de telecomuni-
cacién Harold Black, que concibi6 el amplificador de realimentacién negativa para compensar la pérdida
de calidad en la transmision a distancia de sefiales eléctricas por las lineas telefénicas. Este dispositivo
electrénico fue objeto de un estudio sistematico mediante métodos en el dominio de la frecuencia, con
los que estaban familiarizados los ingenieros de telecomunicacién. Con estos métodos se obtuvo una
solucion general al problema del disefio de sistemas realimentados, que permitia calcular los elementos
de compensacion necesarios para que el sistema cumpliese unas determinadas especificaciones. Pero
estos métodos se desarrollaban en el dominio de la frecuencia, por lo que tuvieron que interpretarse
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en ese dominio las especificaciones en el dominio del tiempo de una forma que no era intuitiva. No
obstante, la flexibilidad y posibilidades que ofrecian los métodos frecuenciales hicieron que finalmente
acabaran imponiéndose incluso en dmbitos en los que la interpretacion en el dominio de la frecuencia
resultaba un tanto forzada. Ademads se limitaban al estudio de sistemas lineales por lo que su dmbito
de aplicacion era restringido. No obstante, su éxito fue crucial para la consolidacién de los métodos de
disefio de sistemas realimentados y para la génesis de la propia ingenieria de control.

En todo caso, la aparicién de oscilaciones, atenuadas o no, inherentes a la introduccién de la reali-
mentacién convierte a los transitorios en un factor distorsionador del comportamiento esperado. Y estos
transitorios se desenvuelven en el dominio del tiempo, por lo que es a ese dominio al que debe recurrirse
en dltima instancia cuando se acomete el andlisis y disefio de sistemas de control.

La llegada del ordenador hizo concebir que los procedimientos numéricos, ponderados como mds
exactos, sustituirfan a los graficos. Y ello influy6 incluso en los planteamientos tedricos. De los métodos
frecuenciales se pasé a las variables de estado, imbuidas de métodos basados en el dlgebra matricial,
cuya puesta en practica implicaba el empleo de cdlculos numéricos. Parecia que los métodos graficos
estaban destinados a desaparecer, reemplazados por los mds precisos de tipo numérico. Sin embargo,
aquellos métodos basados en imdgenes se resistian a extinguirse porque posefan, por su propia natu-
raleza grafica, un cardcter intuitivo que facilitaba el proceso de disefio.

Felizmente los progresos en la informdtica han permitido que los tradicionales, y a veces engorrosos,
métodos graficos adquieran unas posibilidades insélitas para los ingenieros que en los afios treinta, en
los origenes de los métodos de disefio de sistemas de control, no podian ni sofiar y que las hubiesen
recibido con alborozo. De este modo los métodos gréficos mediante ordenador han permitido que los
métodos cldsicos de disefio de sistemas realimentados recobren actualidad y pujanza.

Pero posiblemente la mayor influencia de los métodos informéticos en la concepcién y disefio de sis-
temas de control la ha aportado la posibilidad de simular el comportamiento del sistema en el dominio
del tiempo, ademads de permitir animaciones que complementan la mera evolucién de las variables en
el tiempo. Se abre asf una via esplendorosa para el estudioso de sistemas de control. Esta es la via que
recorren con brillantez los autores de este libro que ademds se benefician de unos métodos “amiga-
bles” (cémodos y flexibles) de simulacién interactiva que abren unas oportunidades insdlitas para el
estudiante de sistemas realimentados.

El resultado de las perspectivas que permiten estos nuevos métodos informéticos se hace patente
en el libro que el lector tiene en sus manos, el cual presenta una exuberante exploracién de esas opor-
tunidades. Sus aportaciones son muy notables y constituyen una valiosa contribucién para los que se
inician en la ingenierfa de control. El mundo de posibilidades que se despliegan en las paginas de este
libro son ciertamente fascinantes, por lo que serd muy bien recibido por los jévenes que se adentran
en el estudio del control por realimentacién, que encontrardn en las pdginas que siguen un cadmulo de
atractivos medios informadticos para familiarizarse con los métodos tradicionales de control con suma
facilidad y elegancia.

De este modo, el lector encontrard en este libro un conjunto de herramientas para su ordenador que le
ayudardn a comprender los conceptos bdsicos relativos al estudio de los sistemas realimentados; y para
ello dispondrd de una serie de ejemplos de dificultad progresiva con los que se ilustran esos conceptos
mediante un aprendizaje basado en estos ejemplos.

Asi, el estudiante que se forma en control automdtico mediante sistemas realimentados aprende y
consolida los conceptos que progresivamente van apareciendo, interactuando con ayuda de potentes
herramientas informadticas, con las que mediante el simple uso del rat6n se pueden visualizar las distin-
tas representaciones que se asocian al problema bajo estudio. Con ello se resuelve algo que era a la vez el
suefio y la pesadilla de los que empleaban los métodos frecuenciales: el paso comodo y eficiente del do-
minio frecuencia al del tiempo, y viceversa; y al tiempo que se comprueba facilmente los comportamien-
tos asociados a las posiciones de polos y ceros en el plano complejo. Asimismo se tienen animaciones
que permiten vislumbrar el comportamiento temporal de los sistemas estudiados. Estas herramientas
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interactivas se acomparian de unas fichas donde se explican los objetivos de aprendizaje, un resumen de
la teorfa asociada a dichos objetivos, las principales referencias bibliogréficas, la descripcién detallada
de la herramienta interactiva y un listado de ejercicios orientados a que el alumno utilice esa herra-
mienta interactiva en su resolucién. Con ello, la obra se adapta al modelo pedagdgico que propugna
el Espacio Europeo de Educacién Superior, que comporta considerables desafios metodolégicos incluso
para el profesorado universitario. Entre estos desafios destaca el de fomentar el aprendizaje auténomo
de los estudiantes, con la asistencia activa de los profesores, para lo que el potencial del aprendizaje con
medios informdticos (e-learning) adquiere enormes posibilidades.

Javier Aracil Santonja

Catedrético de Ingenieria de Sistemas y
Automatica de la Universidad de Sevilla
Académico Numerario de la Real Academia
Esparfiola de Ingenieria






Prefacio

La culminacién de un nuevo libro siempre provoca en sus autores un cierto sentimiento de alegria
contenida al ver que el trabajo tantas veces planificado finalmente llega a su fin. En cierto sentido es
como el corredor que avizora la meta después de superar los numerosos obstdculos que se le han ido
poniendo en el camino. No importa lo pasado sino que el destino ya estd en sus manos. Este texto no iba
a ser una excepcion a esta regla y después de los naturales vaivenes ha llegado a su puerto final. Estas
lineas que aparecen en las primeras pédginas del libro son en realidad las tltimas que se han escrito.

Por este motivo nos ha parecido oportuno compartir con nuestros lectores con un cierto grado de
complicidad la forma en como se gesté y por qué nos interesamos por este tema del estudio y aprendiza-
je del control automdtico mediante la utilizacién de fichas interactivas. Todos los autores provenimos del
sector académico y como educadores estamos interesados en los retos que tiene planteado la educacién
en control. La idea de las “fichas interactivas” nos ha parecido un medio eficaz para que nuestros estu-
diantes aprendan y refuercen el aprendizaje de nuevos conceptos de control automdtico, comprendan
las relaciones entre diferentes representaciones de un sistema dindmico y adquieran ciertas habilidades
y destrezas que consideramos esenciales para conseguir una buena formacién en esta materia.

El proyecto de “Herramientas Interactivas para la Educacién en Control Automaético” que se desa-
rrolla en el Departamento de Control Automdtico de la Universidad de Lund, a mediados de los afios
noventa del siglo pasado, liderado por el Prof. K. J. Astrém, ha servido de referencia a muchas de las
ideas y conceptos que posteriormente iban a producirse en este campo. Las ICTools, como se conocfan a
este conjunto de herramientas, fueron implementadas en Matlab 5.3 y eran de libre distribucién.

En abril de 2000, con ocasién de su investidura como Doctor Honoris Causa por la UNED, el Prof
Astrom visita Madrid y tenemos ocasién de mantener una conversacién en profundidad sobre el pa-
pel que este tipo de herramientas interactivas puede tener para mejorar el aprendizaje de los conceptos
bdsicos de un curso de control automadtico. Nos anima a trabajar en el tema y nos muestra algunas
aplicaciones interactivas desarrolladas en un nuevo lenguaje denominado Sysquake que habia sido de-
sarrollado por Yves Piguet, un estudiante de doctorado de la Escuela Politécnica Federal de Lausanne
(EPFL). El lenguaje de base era compatible con Matlab pero incorporaba un conjunto de primitivas y
funcionalidades que facilitaban la escritura de aplicaciones interactivas. Era desde su punto de vista la
herramienta adecuada para empezar a trabajar y desarrollar una nueva familia de médulos interactivos
dedicados al estudio del control automatico.
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A partir de 2001 comenzamos a desarrollar nuestras primeras aplicaciones interactivas utilizando
Sysquake y los resultados nos animan a continuar explorando nuevas formas de interactividad y pro-
poniendo aplicaciones en diferentes dominios y técnicas de control. Al mismo tiempo sugerimos sucesi-
vas mejoras en el entorno de Sysquake a Yves Piguet, que las va incorporando manteniendo en todos los
casos una total compatibilidad con todo lo previamente realizado. Esta estrecha colaboracién con Yves
se va a mantener a lo largo del tiempo y es en nuestra opinién uno de los factores claves que nos ha
permitido plasmar muchas ideas que sin su ayuda no hubiera sido posible.

En este camino se produce un hecho crucial para seguir generando nuevas herramientas interactivas:
la incorporacién de José Luis Guzmdn a finales de 2003 para realizar su Tesis Doctoral en el tema de
“Disefio interactivo de sistemas de control”. También Ramén Costa comienza a desarrollar un conjunto
de fichas interactivas que utiliza en sus clases en la Universitat Politecnica de Catalunya y que suponen
el primer germen sobre el que se va a asentar este texto. Como parte de su plan de formacién en el
desarrollo de su tesis José Luis realiza varias estancias en Lund, donde comenzamos una fructifera
colaboracién con K. J. Astrom y T. Hagglund para el desarrollo de una serie de médulos conocidos
como “Interactive Learning Modules” (ILM) adaptados al libro “Advanced PID Control” que habian
publicado en esos momentos. El proyecto ILM (http:/aer.ual.es/ilm/), todavia activo, tenia como objetivo
soportar la ensefianza y el aprendizaje de conceptos bésicos de control automadtico. Hasta la fecha se han
implementado los siguientes médulos:

Modelado.

Fundamentos del control PID.

Disefio de controladores PID.

El fenémeno de la saturacién del término integral (windup) en controladores PID.

Compensadores para sistemas con retardo de tiempo.

AL N O

Introduccién al problema de la interaccién entre lazos de control.
7. Fundamentos de disefio de controladores por prealimentacién (feedforward).

Otras herramientas interactivas que durante estos afios hemos desarrollado y que el lector interesado
puede descargarse son las siguientes:

1. SISO-GPCIT (http://aer.ual.es/siso-gpcit/): Herramienta interactiva para el estudio del Control Predic-
tivo Generalizado en sistemas SISO.

2. MIMO-GPCIT (http://aer.ual.es/mimo-gpcit/): Herramienta interactiva para el estudio del Control Pre-
dictivo Generalizado en sistemas MIMO.

MRIT (http://aer.ual.es/mrit/): Herramienta interactiva para explicar fundamentos de Robética Movil.
Herramienta interactiva para el estudio del Predictor de Smith Filtrado (http:/aer.ual.es/interactiveFSP/).
ITCRI (http://aer.ual.es/ITCRI/): Herramienta interactiva para Identificacién Relevante al Control.

ITSIE (http://aer.ual.es/ITSIE/): Herramienta interactiva para la Identificacion de Sistemas Dindmicos.

N o gl W

SISO-QFTIT (http://ctb.dia.uned.es/asig/qftit/principal.html) : Herramienta interactiva para el estudio de
la Teoria de la Realimentacién Cuantitativa (QFT) en sistemas SISO.

Una caracteristica que suelen compartir todas estas herramientas es que contienen mucha informa-
ci6én y se hacen dificiles de utilizar por un usuario inexperto si no tiene la ayuda directa de un profesor
para guiarle en el proceso de aprendizaje, aunque todas ellas disponen de un manual de uso y publi-
caciones asociadas donde se explican sus caracteristicas. Desde estas consideraciones y tomando como
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punto de partida la experiencia ganada durante todos estos afios de desarrollo de herramientas interac-
tivas, nos decidimos a iniciar el proyecto de escribir un nuevo texto inspirado en las ideas del Espacio
Europeo de Educacién Superior. El objetivo que nos marcamos es que pudiese ser utilizado como ve-
hiculo a través del cual explicar conceptos bésicos de un curso de introduccién al control automaético
y facilitar al recién llegado su aprendizaje. Este objetivo genérico debia concretarse en una serie de
premisas que consideramos esenciales desde el primer momento:

1. Sencillez. Las fichas deben ser sencillas y concentrarse sobre el concepto concreto que se desea
transmitir, sin necesidad de sobrecargar en exceso su contenido. La virtud de la simplicidad es
pues un objetivo prioritario.

2. Uniformidad. Las fichas deben compartir una estructura en sus aspectos visuales que las identifique
como pertenecientes a una misma familia. La reusabilidad de componentes en diferentes fichas
facilita su utilizacién y aprendizaje.

3. Autocontenidas. Cada ficha puede ser accedida como una unidad de estudio independiente que
proporciona todo lo que es necesario para su aprendizaje.

Esperamos que los lectores disfruten con el conjunto de herramientas interactivas que se han desa-
rrollado siguiendo esta filosoffa.

Los autores
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Pagina web del libro

Control automdtico con herramientas interactivas incluye un cédigo de acceso al sitio web
www.pearson.es/fichas_interactivas

Esta suscripcién gratuita proporciona acceso a todas las dreas de soporte al estudiante y al profesor,
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y se actualizardn de forma continua para incluir nuevas funcionalidades y corregir posibles errores. A
medida que se realicen modificaciones en las mismas, se actualizaran en la pdgina web y se notificara el
cambio a los usuarios via correo electrénico.
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Nomenclatura

Introduccion

La automadtica o control automdtico es una rama de la ingenieria (también denominada ingenieria de control)
cuyo objetivo es el gobierno auténomo del comportamiento de sistermas o procesos, entendidos éstos como
un conjunto de partes o elementos organizados y relacionados que interactdan entre si para lograr un
objetivo. Es por tanto una disciplina que aplica la feoria de control automdtico para disefiar sistemas que
tengan un comportamiento predecible. Se dice que un proceso estd automatizado cuando funciona solo,
sin intervencion del ser humano. En la préctica se usan sensores! para medir la evolucién de la salida
del sistema que se quiere controlar y esa medida se utiliza en un lazo de realimentacién para que se
puedan realizar acciones sobre el proceso a través de los actuadores?, con la finalidad de alcanzar un
comportamiento deseado. La realimentacién, que es el proceso por el que una cierta proporcién de la
sefial de salida de un sistema se redirige de nuevo a la entrada, es el concepto clave en que se basa el
control automadtico. Un sistema en lazo abierto utiliza un dispositivo de actuacién para controlar el proceso
directamente sin usar realimentacién. Un sistema en lazo cerrado utiliza una medida de la sefal de salida
y una comparacién con la salida deseada (referencia) para generar una sefial de error que se aplica al
actuador [9].

En el control automatico se utiliza una representacién gréfica como la mostrada en la siguiente
seccién denominada diagrama de bloques. Es el lenguaje grafico de representacién de los sistemas dindmi-
cos mds difundido en ingenierfa. El objetivo de estos diagramas es enfatizar el flujo de la informacién
y abstraerse de los detalles del sistema [2]. En un diagrama de bloques, los diferentes elementos del
proceso se describen usando cajas o bloques, cada una de las cuales tiene entradas representadas por
una flecha entrante y salidas simbolizadas por una flecha que sale del bloque. Las entradas denotan las
variables que tienen influencia sobre el proceso y las salidas las sefiales de interés o que inciden sobre
otros subsistemas. Como se puede ver en el diagrama de bloques de la siguiente pdgina, las sefiales se
pueden sumar o restar (por ejemplo, u(t) = uc(t) + d(t)). La representacién en diagrama de bloques
permite no sélo obtener modelos a partir de las relaciones constitutivas y estructurales, sino también
utilizar ciertas técnicas de andlisis directamente sobre los diagramas, conocidas éstas como dlgebra de
bloques (Capitulo 6), como consecuencia de la aplicacién de las propiedades de la transformada de Laplace.
En este texto, los bloques representan a un sistema dindmico lineal invariante en el tiempo (Capitulo 2) y por
tanto pueden contener distintas descripciones del mismo, como una ecuacién o sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias (Capitulo 2), una funcion de transferencia (Capitulo 3) o una descripcién en espacio
de estados (Capitulo 9).

1Dis.positivo capaz de medir magnitudes fisicas o quimicas y transformarlas en variables eléctricas.
Dispositivo que proporciona la potencia motriz al proceso.
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Diagrama de bloques basico y senales asociadas

d(t)
D(s)
(t) o_elt (1) ’% t ¢
IrW’ F(s) +_ :(S) c(s) ZC(S)+ LLI/((S)7 G(s) {’;s))
Ty + n(t)
N(s)

A

H(s)

Diagrama de bloques estdndar de un sistema en lazo cerrado. A lo largo del texto se supondra el caso de realimen-
tacion unitaria (H(s) = 1) y no se utilizar4 filtro en la referencia (F(s) = 1), aunque se haréd referencia a ambas
funciones de transferencia.

Simbolo Descripcién
Sefiales y funciones de transferencia bdsicas
C(s) Funcién de transferencia del controlador
d(t), D(s) Perturbacion a la entrada del sistema (perturbacién de carga)
e(t), E(s) Senial de error
F(s) Funcién de transferencia del filtro de la referencia
G(s) Funcién de transferencia del sistema
H(s) Funcién de transferencia del lazo de realimentacion

n(t),N(s)  Sefal de ruido a la salida del sistema
r(t), R(s) Referencia o consigna al sistema
u(t), U(s) Entrada del sistema (sefial de entrada)
¢(t),Us(s) Salida del controlador (sefial de control)
y(t),Y(s) Salida del sistema (sefial de salida)
Funciones de transferencia compuestas

J(s) Diferencia de retorno J(s) =1+ C(s)G(s)H(s)

Polinomio caracteristico

J(s)=0 Ecuacioén caracteristica J(s) =1+ C(s)G(s)H(s) =0

L(s) Funcién de transferencia del lazo L(s) = C(s)G(s)H(s)

P(s) Funcién de transferencia de un proceso tomado como ejemplo
Q(s) Funcién de transferencia de la cadena directa Q(s) = C(s)G(s)
5(s) Funcién de sensibilidad S(s) = 15 CHIGEHE)

T(s) Funcién de transferencia del lazo cerrado T'(s) C:)G(s)

~ 1+ C(s)G(s)H(s)
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Variables y parametros

Simbolo Descripcion Unidades
a Area del orificio de salida del tanque cm?
A Area del tanque cm?
Matriz dindmica de la representacion en espacio de estados
B Matriz de control de la representacion en espacio de estados
C Matriz del sensor de la representacién en espacio de estados
D Matriz de término directo de la representacién en espacio de estados
Cee Error en estado estacionario %
Cee, Error en estado estacionario asociado a la posiciéon %
Cee, Error en estado estacionario asociado a la velocidad %
Cee, Error en estado estacionario asociado a la aceleracion %
g Aceleracién de la gravedad a nivel del mar cm /s?
h(t) Altura de fluido del tanque cm
k Ganancia estdtica del sistema (limitada a £10 en las herramientas)
K Ganancia proporcional del controlador (en formato de constantes de tiempo)
Vector de ganancias de realimentacién del vector de estados
K Ganancia proporcional del controlador (en formato de polos y ceros)
K, Constante de error en estado estacionario en aceleracién 1/s2
Ky Ganancia derivativa del controlador PID
K; Ganancia integral del controlador PID
Ky Constante de error en estado estacionario en posicién
K; Constante que multiplica a la referencia en el control por realimentacién
lineal del vector de estados con dos grados de libertad (2GdL)
K, Constante de error en estado estacionario en velocidad 1/s
L Vector de ganancias del observador
MF Margen de fase °, rad
MG Margen de ganancia dB
MS Margen de seguridad de disefio en el dominio de la frecuencia ©, rad
M, Magnitud pico o pico de resonancia dB
I Tipo de un sistema
N Numero total de rodeos del origen del plano J(s)
1y Numero de datos experimentales usados en ajuste de modelos
Ny Pardmetro del filtro de la accién derivativa de un controlador PD

Ntimero de polos del polinomio caracteristico J(s) = 0
p Polo de un sistema
Pe Polo de una red de avance o retraso de fase
q(t) Caudal de entrada de fluido al tanque cm3/s
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Simbolo Descripcién Unidades
s Variable compleja de la Transformada de Laplace s = o + jw rad/s
SO Sobreoscilacion %
Ty Tiempo derivativo de un controlador PID s

te Tiempo de establecimiento s
T; Tiempo integral de un controlador PID s

ty Tiempo de pico s

t, Tiempo de retardo (limitado a un méximo de 30 s en las herramientas) s

ts Tiempo de subida s
ug(t) Accién derivativa

u; () Accién integral

up Término de prealimentaciéon en un controlador proporcional

up(t) Accién proporcional

x(¥) Vector de estados

Xe Valor en estado estacionario (equilibrio) del vector de estados

xi(t) Elemento i del vector de estados

Ye Salida en estado estacionario (equilibrio) de la descripcién interna

z Cero de un sistema

Dindmica adicional asociada a un integrador en el control por realimentacién
lineal del vector de estados
Ze Cero de una red de avance o retraso de fase

Z Numero de ceros del polinomio caracteristico J(s) =0

Letras griegas

o Factor de atenuacién de redes de adelanto de fase -

o; Coeficientes del polinomio caracteristico del lazo cerrado (especificaciones)

B Constante de tiempo asociada a un cero s
o(t) Funcién impulso unitario

o Numero infinitesimal (estabilidad de Lyapunov)

€ Numero infinitesimal (estabilidad de Lyapunov)

0% Angulos de las asintotas del lugar de las raices °, rad
r Contorno en el plano complejo

i Constante de transferencia de la funcién de transferencia en formato polo-cero

v Frecuencia normalizada w/ w, -

¢ Angulo de fase (/G(jw)) ©, rad
Pm Angulo de fase minimo o maximo en redes de avance y retraso de fase °, rad
Pw), Asintota de fase en baja frecuencia ©, rad
Py Asintota de fase en alta frecuencia 9, rad
) Angulo que forman las raices (polos o ceros) con el eje de abscisas °, rad

A Autovalores o valores propios




Funciones -

Simbolo Descripciéon Unidades

w Frecuencia y parte imaginaria de los polos complejos rad/s

We Frecuencia de corte rad/s

wWer Frecuencia de corte de fase rad/s

Weg Frecuencia de corte de ganancia rad/s

wy Frecuencia natural amortiguada rad/s

We Frecuencia esquina rad/s

Wiy Frecuencia de mdxima (minima) contribucién de fase en redes de rad/s
avance (retraso) de fase

W Frecuencia natural no amortiguada rad/s

Wy Frecuencia de resonancia rad/s

Q Matriz de controlabilidad

[y Magnitud de G(jw) (|G(jw)]) dB

Pw), Asintota de magnitud en baja frecuencia dB

Py Asintota de magnitud en alta frecuencia dB

o Parte real de los polos complejos rad/s
Varianza de la sefial de ruido

0 Vector de pardmetros de un modelo

0; Angulo que forma con el eje real el vector que une el polo i con un polo °, rad
complejo del lugar de las raices

Y, Angulo que forma con el eje real el vector que une el cero i con un cero °, rad
complejo del lugar de las raices

Q) Matriz de observabilidad

T Constante de tiempo del sistema s

Te Especificacion de la constante de tiempo del sistema en lazo cerrado s

r Constante de tiempo del sistema en lazo cerrado s

v Autovectores o vectores propios

0 Centroide del lugar de las raices

g Factor de amortiguamiento relativo

Funciones

arctan (-)  Arcotangente arg (-) Argumento

argmin(-) Argumento minimo cos(-) Coseno

den(-) Denominador det(-) Determinante

Im(-) Parte imaginaria lim(-) Limite

In(-) Logaritmo neperiano log (-) Logaritmo decimal

num( ) Numerador Re(-)  Parte real

sen( ) Seno tan(-) Tangente

XV
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Otros simbolos

D>~ P P s e s

>

s e R R R

Médulo de un nimero complejo

Norma euclidea

Fase de un ntimero complejo

3 o

—
o

El subindice representa un estado inicial

El subindice representa un punto de equilibrio
El subindice representa al lazo cerrado
Representa una variable de desviaciéon
Representa una variable estimada

Derivada respecto al tiempo (d{ - }/dt)

Incremento

Simbolos interactivos

Simbolo Descripcién

o Punto caracteristico de la respuesta
o Cero del sistema
X Polo del sistema
o Derivador
X Integrador
A Polos del lazo cerrado
& Centroide del lugar de las raices
O Puntos de bifurcacién del lugar de las raices
O Polos que representan las especificaciones en lazo cerrado
0 Punto de médxima/minima magnitud y fase en redes de avance y retraso de fase
o Determina la frecuencia en diagramas frecuenciales
o Margen de seguridad (MS) en el disefio de redes de avance y retraso de fase

o Circulo interactivo para introducir instante y amplitud del escalén en la referencia

Circulo interactivo para modificar instante y amplitud de escalén en la
perturbacién de carga

o Circulo interactivo para cambiar instante y varianza del ruido a la salida

_sincro | Botones de activacion (activation buttom)

[ 5 Cuadro de seleccion (checkbox)

w0 Botén circular de seleccién excluyente (radiobuttom)

1 Barra de desplazamiento (slider)
k 10 Cuadro de texto (textbox)

A Cambio del fondo de escala en los ejes de abscisas y ordenadas en las gréficas
\V/ Cambio del fondo de escala en los ejes de ordenadas en las gréficas
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Introduccion

Introduccion

El objetivo de cualquier curso de ingenieria es que los estudiantes adquieran los conocimientos y ha-
bilidades que les hacen ser vélidos para la industria. El mercado de trabajo busca ingenieros con una
formacién sélida en la teoria en que se fundamentan los conceptos de ingenieria, pero que al mismo
tiempo tengan la capacidad de aplicar estos conceptos con ingenio y destreza. La segunda de estas ha-
bilidades debe aprenderse mediante la aplicacion repetida de los conceptos en una amplia variedad
de situaciones. Al hacerlo asi, el estudiante adquiere una intuicién del problema bajo estudio. Durante
muchos afios, el método bdsico de ensefianza de conceptos en ingenieria ha sido la interaccién en clase
y los ejercicios realizados por el estudiante. Estos métodos se consideran adecuados para transmitir las
matemadticas que hay detrds de la escena, pero a menudo dejan al alumno huérfano de la intuicién que es
necesaria para aplicar los conceptos. El obstaculo principal en la adquisicién de la intuicién acerca de un
concepto es la incapacidad del estudiante de visualizar las ideas que se desean aprender. Muchos con-
ceptos tienen representaciones visuales complejas, que no pueden explorarse suficientemente a través
de la experiencia normal en una clase. Por estas razones surge la necesidad de construir un conjunto de
aplicaciones que proporcionen a los estudiantes la oportunidad para, visual e interactivamente, explo-
rar los conceptos sin tener necesidad de usar “ldpiz y papel”. En los tltimos afios se ha producido una
demanda creciente dentro de la comunidad educativa para el desarrollo de tales médulos, que facilitan
al alumno un control mds completo de su propio proceso de aprendizaje. Con este tipo de herramientas
no se estd constrefiido a los ejemplos que se dan en el texto de estudio. Ademds, al hacerlo de esta forma
mejora su comprension e intuicién sobre el tema.

Es nuestra firme conviccién que la comunidad del control automadtico deberfa “invertir en nuevas
soluciones en educacién, en un mayor alcance de la difusién de conceptos de control y en el desarrollo
de herramientas para conseguir audiencias no tradicionales” [28]. Un elemento importante de la docen-
cia en automadtica es que se centra en el uso continuo de experimentos y desarrollo de nuevos labora-
torios y aplicaciones basadas en computador. Este tipo de desarrollos tecnolégicos deberia integrarse
como parte de los contenidos docentes. Siguiendo esa filosofia, este texto va dirigido tanto a docentes
del dmbito de la automdtica como a estudiantes de ingenierfa. Se han disefiado un conjunto de fichas
interactivas que facilitan el aprendizaje de los conceptos relevantes de un curso bdsico de control auto-
maético. Cada una de estas fichas da al usuario un control completo sobre el proceso de aprendizaje de
un determinado concepto o técnica de control, al proporcionarle todos los elementos necesarios para su
estudio de una forma totalmente interactiva. El texto y las herramientas interactivas son ttiles tanto para
el profesorado como para los estudiantes. Para los primeros porque les permiten presentar los conceptos
de una forma visual e intuitiva y sirven asf de apoyo a la teoria subyacente. Para los segundos porque
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les facilitan la comprensién y el aprendizaje auténomo de conceptos bdsicos del control automatico y
la construccién de numerosos ejemplos y escenarios que pongan a prueba sus destrezas y habilidades.
Pueden ser también un elemento ttil para evaluar dicho aprendizaje. En cierto modo, se sigue la idea
de R. Bellman [5] de buscar un buen compromiso entre teoria y préctica en el aprendizaje’.

1.1 El proceso de Bolonia: Alcance y objetivos

Lo que hoy dia se ha dado en llamar el “proceso de Bolonia” tiene sus origenes en una declaracién con-
junta firmada por los ministros europeos de educacién reunidos el 19 de junio de 1999 en la muy antigua
y prestigiosa Universidad de Bolonia. El compromiso que adquirieron fue constituir en un plazo sufi-
cientemente amplio (11 afos) un Espacio Europeo de Educacién Superior (EEES) que fuese al mismo
tiempo respetuoso con las peculiaridades de cada pais. De entre los distintos objetivos que se expresa-
ban en esa declaracion, se establecio el sistema de créditos ECTS?, que expresa la cantidad de trabajo
que cada curso supone en relacién con el volumen global de trabajo de un curso completo. El volumen
de trabajo incluye clases presenciales, trabajos practicos y trabajo personal. Bolonia trata de buscar una
participacién activa de los alumnos en su propio proceso de aprendizaje, cambiando la cultura de estu-
diantes “receptores de informacién” a la de estudiantes “inquisidores del saber y el conocimiento”. Un
escenario ideal en el que profesores y alumnos compartan la apasionante aventura del descubrimiento.
Desde este punto de vista enseiianza puede significar dos cosas completamente diferentes. En primer
lugar puede simplemente significar presentar informacién, de forma que si se imparte una clase sobre
un determinado tema, se puede decir que se estd ensefiando, independientemente de que alguien haya
aprendido. El segundo significado de ensefianza es ayudar a alguien a aprender. De acuerdo con este
significado, que personalmente aceptamos los autores de este texto, si se imparte una clase sobre algin
tema y los estudiantes no han aprendido, no se les ha ensefiado. El enfoque tradicional de “ensefiar un
curso” implicitamente utiliza el primer significado. Se prepara un programa, explicitando los temas que
se planifican y van a ser cubiertos, se exponen los temas en clase y por hacer esta tarea los profesores se
ganan el sueldo. No importa cudntos estudiantes aprenden; si se ha explicado el temario, se ha hecho
el trabajo. El enfoque alternativo, en el que se fundamentan muchas de las ideas del proceso de Bolo-
nia, se suele denominar a veces educacion basada en resultados. En lugar de definir un curso simplemente
escribiendo un programa, se intenta precisar con tanto detalle como sea posible los conocimientos, ha-
bilidades, actitudes y competencias que deben adquirir los estudiantes cuando finalice el curso. En el
proceso de ensefianza-aprendizaje, los profesores deben presentar y explicar el conocimiento especificado,
proveer ejercicios practicos, proporcionar realimentacién a tiempo a lo largo del curso y ofrecer ayudas
y modelos para las actitudes que se consideran importantes que los estudiantes adopten. Los alum-
nos deben utilizar todos los medios a su alcance para cubrir los objetivos de aprendizaje y adquirir las
competencias relacionadas con la materia objeto de estudio.

Quizds la forma mds directa para analizar si el proceso de aprendizaje ha tenido éxito sea obser-
var c6mo los estudiantes hacen algo que demuestre su conocimiento o comprensién (dar unos “puntos
de referencia” contra los cuales puedan verificar su comprension). Cuanto mdés explicitos sean esos ob-
jetivos, especialmente aquéllos que requieren de altos niveles de pensamiento critico y creativo, mds
probable serd que los estudiantes los alcancen.

Los estilos de aprendizaje son las diferentes formas que los alumnos caracteristicamente adoptan para
procesar nueva informacién. Los estudiantes funcionan con una panoplia de estrategias en las situa-
ciones de aprendizaje. Unos prefieren tratar con informacién concreta ~hechos, observaciones, datos

1“Theory without application is like the smile of the Cheshire cat; application without theory is blind man’s buff” (traduccién
libre: La teoria sin préctica es como la sonrisa del gato de Cheshire; la practica sin teoria es como jugar a la gallina ciega).
2 European Credit Transfer System (Sistema Europeo de Transferencia de Créditos).
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experimentales— y otros se encuentran mas cémodos con conceptos abstractos y modelos matematicos.
Algunos retienen mds la informacién visual (figuras, diagramas, graficas) que la informacién estric-
tamente verbal (palabra hablada o escrita) y otros progresan mejor de forma inversa. La mayoria de
los estudiantes de ciencias e ingenierfa aprenden de una forma activa y obtienen su mayor grado de
asimilacién cuando hacen algo —resuelven problemas o mantienen intercambios de ideas con otros— pre-
firiendo los cursos basados en ejercicios, casos practicos y laboratorios (que son excepciones notables en
la actualidad) a los que siguen un formato de clase magistral. Se encuentran incémodos si no pueden
ver conexiones entre lo que estdn aprendiendo y el “mundo real”. Se puede decir que son “aprendices
visuales”.

1.2 Qué entendemos por visualizacion

En el prélogo del libro “Geometry and the Imagination” [22], Hilbert y Cohn-Vossen escribian lo siguien-
te: “En el estudio de las matemadticas encontramos dos tendencias perfectamente delimitadas. De una
parte estd la tendencia hacia la abstraccion, que busca cristalizar las relaciones légicas inherentes en el
laberinto del material que estd siendo estudiado y correlacionarlo de una forma ordenada y sistemética.
Por otra parte se tiene la tendencia hacia la intuicion, que promueve una comprensién mds inmediata
de los objetos que uno estudia, una relacién mas directa con ellos que refuerza el significado concreto
de sus relaciones”. Este pasaje captura de manera efectiva el espiritu y el objetivo de este texto. Parafra-
seando a Hilbert y Cohn-Vossen, la finalidad de los autores de este libro es explorar cémo con la ayuda
de la imaginacién visual se pueden iluminar los multiples hechos y problemas que aparecen en el estu-
dio de la automdtica y en muchos casos también, como es posible representar la estructura geométrica
subyacente en la mayoria de los conceptos que se introducen en un curso bdsico de control automético.

Se toma aqui el término visualizacién para describir el proceso de producir o usar representaciones
geométricas o graficas de los conceptos, principios o problemas propios del control, sean éstos repre-
sentados a mano o generados mediante un computador. Las ciencias, la ingenieria y en un sentido algo
mds limitado, las matematicas, estdn gozando de un renacimiento del interés por la visualizacién. En
cierta medida, este resurgir estd siendo conducido por el desarrollo tecnolégico. Los graficos por com-
putador estdn expandiendo el alcance y la potencialidad de la visualizacién en todos los campos. La
visualizacién transforma lo simbélico en lo geométrico, permitiendo observar simulaciones y célculos
de una forma mucho mds clara y sin requerir conocimientos muy especializados de informadtica. La
visualizacién ofrece un método de hacer visible lo invisible.

Una de las razones de por qué la ensefianza de la automadtica tiene cierta complicacién técnica se
debe a que los conceptos que los expertos en control consideran intuitivos, no lo son tanto para los estu-
diantes. La razén es bastante simple. La intuicién es una resonancia global en el cerebro, que es funcién
de la estructura cognitiva de cada individuo, que a su vez es dependiente de la experiencia previa de
cada uno. No hay razén en absoluto para suponer que el recién llegado a un campo tendrd las mismas
intuiciones que el experto, incluso cuando se consideran situaciones visuales aparentemente sencillas.
El control automatico tiene elementos que son espaciales, elementos que son aritméticos o algebraicos,
elementos que son verbales o programaticos, elementos que son l6gicos o didacticos y elementos que
son intuitivos o incluso contra intuitivos.

La visualizacién no es una invencién reciente. Los diagramas son, por supuesto tan antiguos como
las propias disciplinas cientifico-técnicas. La geometria, por ejemplo, siempre ha descansado en gran
medida en diagramas y durante un tiempo también lo hicieron otras ramas de las matemadticas, si bien
fue desplazada por el progreso de lo formal, lo simbélico, lo verbal y los elementos analiticos. Hay signos
que evidencian que la situaciéon ha comenzado a cambiar hacia una visién més equilibrada, que toma en
consideracién de forma mds completa las dimensiones visual e intuitiva. Los limites del deductivismo
estdn por fin amaneciendo gracias en gran medida al papel de los computadores en reconfigurar las
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nociones y conceptos. El término visualizacion resulta poco familiar a algunos en el contexto de las
disciplinas cientifico-técnicas y sus connotaciones pueden no resultar obvias. Nuestro uso del término
difiere algo del utilizado en el lenguaje cotidiano y en psicologia, donde el significado de visualizacién
estd mds préximo a su significado fundamental de formar una imagen mental. Visién no es visualizacién;
ver no es necesariamente comprender. La clase de visualizacién en la que estamos interesados en control
automadtico no es un fin en si mismo, sino un medio hacia un fin que es su aprendizaje. La visualizacién
en control es el proceso de formar imdgenes y diagramas (mentalmente, con ldpiz y papel o con la ayuda
de la tecnologia) y usar tales imdgenes de forma efectiva para el descubrimiento y la comprension del
concepto que se desea transmitir y aprender. Proporciona profundidad y significado a la comprensién,
sirve como una guia fiable para la resolucion de los problemas e inspira descubrimientos creativos, pero
sin aislarse de otras formas de representacién numérica o simbdlica.

La visualizacién tiene también sus desventajas distintivas y la intuicién visual ha servido para bien
y para mal. El problema es que las imdgenes pueden a menudo sugerir teoremas o conjeturas que son
falsos, siendo necesario pues considerar y ponderar las fortalezas y debilidades de la imaginerfa visual y
relacionarlas con las nociones de intuicién y rigor, que nunca deben estar contrapuestas sino que deben
ser complementarias. Desde un punto de vista formal y tedrico, en la teorfa del control la “demostracién
de un teorema” es la tiltima etapa del proceso de abstraccién y sintetiza el conocimiento en un dominio
especifico. Sin embargo, antes de que exista una demostracién debe haber una idea de lo que el teorema
intenta probar o de qué teoremas podrian ser ciertos. Esta fase exploratoria del pensamiento abstracto
de los objetos sobre los que opera el control se puede beneficiar de una correcta visualizacién. No es
un accidente que cuando pensamos que comprendemos algo digamos “joh ya lo veo!”. La siguiente
anécdota atribuida a Norbert Wiener, padre de la cibernética, ilustra mejor que nada lo que se esta
diciendo. Se encontraba Wiener impartiendo una clase en el MIT (Massachussets Institute of Technology) en
el punto central de una complicada demostracién matematica, con la pizarra llena de férmulas, cuando
de repente se paré y miré fijamente, durante un largo rato, a la tltima expresién matemdtica que habia
escrito. Todos sus alumnos, manteniendo un silencio sepulcral, pensaban que su profesor estaba en
un callejon sin salida. Wiener sin embargo, sin hablar nada, se dirigié a un rincén de la pizarra que
todavia estaba libre de sus férmulas y dibujé unas pocas figuras que sus anchas espaldas ocultaban a
sus alumnos. De repente le cambi6 el rostro y con una sensacién de alivio, borré aquellas enigmaéticas
figuras, retorné al punto de la demostracién donde se habia parado y continué de forma impecable y
sin problema alguno hasta el final.

Un buen ejemplo del valor de la visualizacién es el famoso teorema de Cauchy en anélisis complejo,
que resulta esencial en la demostracion del criterio de estabilidad de Nyquist. Este teorema dice que
la integral de una funcién analitica alrededor de una curva cerrada que no encierra singularidades en
su interior es cero. Cuando Cauchy expuso una primera version de este teorema pensé en un ndmero
complejo z = x + jy analiticamente en términos de sus partes real e imaginaria. Por analogia con el caso
real, defini6 la integral de contorno fzzlz f(z)dz entre dos puntos z1 y z; a lo largo de una curva cuyas
partes real e imaginaria son ambas o mondtonamente crecientes o decrecientes.

Como una generalizacién formal del caso real, es natural esta restriccién z
del tipo de curva. Pero si abrimos los ojos y miramos una imagen, vemos
que tales gréficas (para x e y crecientes) son un conjunto restringido de
curvas que estdn contenidas en un rectdngulo con vértices opuestos en z;

y z2. Cauchy tuvo que visualizar la situacién para una curva mds general
en el plano complejo para formular su teorema en la forma en que se
conoce hoy de una curva cerrada. 2
Si los grandes matemdticos necesitan pensar “visualmente”, ;por qué mantener tal proceso de pen-
samiento alejado de los estudiantes?




1.3 El papel de la visualizacion en la ensefianza del control automdtico - 5

1.3 El papel de la visualizacion en la enseianza del control automatico

La visualizacién, entendida como la manera de prestar atencién explicita a representaciones graficas que
permitan explicar contenidos abstractos, se encuentra muy desarrollada en el campo de la informatica,
donde es posible encontrar objetos en tres dimensiones con excelente calidad visual.

Los fundamentos, ideas, conceptos y procedimientos del control automdtico presentan una gran
riqueza de contenidos visuales que admiten una representaciéon geométrica intuitiva y cuyo uso re-
sulta de gran utilidad en la presentacién y manejo de tales conceptos y procedimientos, asi como en
la manipulacién de los mismos de forma grafica e interactiva para la resolucién de problemas. Ejem-
plos claros son las respuestas temporales, los diagramas de respuesta frecuencial (diagramas de Bode,
Nyquist y Nichols), el plano de polos y ceros (plano s), el lugar geométrico de las raices, el plano de
fase, ... Los expertos disponen de imagenes visuales que acttian a modo de mecanismos intuitivos para
entender los fundamentos de su disciplina y que al mismo tiempo les son de gran valor y eficacia en el
desarrollo de su trabajo creativo. A partir de estas imdgenes, son capaces de relacionar y proyectar de
manera muy versatil una enorme cantidad de hechos que les permiten seleccionar, de manera natural y
sin aparente esfuerzo, cual es la linea de ataque mds eficaz para resolver los complejos problemas a los
que se enfrentan. Esta forma de actuar con atencién explicita a las posibles representaciones concretas en
cuanto revelan las relaciones abstractas que al especialista en ingenieria de control interesan, constituye
lo que llamamos visualizacion en control. El hecho de que la visualizacién es un aspecto especialmente
importante en la actividad del experto en control es algo completamente natural si se tiene en cuenta la
caracteristica de matematica aplicada que tiene la teorfa de control. La visualizacién aparece asi como
algo profundamente consustancial en la transmisién y comunicacién de nuestro conocimiento. Una de
las tareas importantes que tenemos los docentes es transmitir a nuestros estudiantes no sélo la estruc-
tura l6gica y formal de nuestra propia disciplina, sino también, y con mucho mds énfasis, las facetas mds
intuitivas y motivadoras del tema que estemos abordando, facilitando su aprendizaje. Son precisamente
estos aspectos mucho mds dificiles de explicitar y de ser asimilados porque muy a menudo estdn en el
sustrato menos consciente de nuestra actividad como profesores.

Dada la naturaleza de la visualizacidn, existirdn muchos elementos altamente subjetivos. Las formas
de visualizar y hacer las ideas del control automdtico mds préximas e intuitivas, con el fin de imple-
mentarlas en ciertas situaciones y aplicarlas a problemas especificos, dependen en gran medida de la
estructura mental de cada persona. El grado de soporte visual ciertamente varfa considerablemente de
un andlisis a otro, y lo que para una persona puede resultar ttil para otra puede ser una complicacion.
Sin embargo, estas diferencias no deben ser un impedimento para ofrecer aquellos instrumentos que
han resultado dtiles en el trabajo sobre visualizacién y sin el cual esta tarea hubiese sido mucho mds
dificil, oscura y tediosa.

El lenguaje técnico utilizado por los especialistas de control automdtico es una mezcla de lenguaje
natural y lenguaje formalizado en términos matematicos. Una extrafia jerga consistente en elementos del
lenguaje natural, palabras mds o menos esotéricas y simbolos matematicos y l6gicos. En este contexto se
hacen referencias explicitas, o no tan explicitas, a convenios cientificos que se han ido estableciendo a lo
largo del tiempo y que se entremezclan con connotaciones visuales e intuitivas.

1.4 Qué entendemos por interactividad

Hay dos aspectos esenciales en el estudio de los sistemas dindmicos que los computadores actuales per-
miten y a los que no se les ha prestado una gran atencién. Uno de ellos es la visualizacién a la cual se ha
hecho referencia en las secciones previas y el otro es la interactividad del usuario con el sistema dindmico,
en sus diferentes formas de representacién, a través de esta propia visualizacién. La interactividad es
un concepto basado en la bien conocida relacién causa-efecto. Se trata de dotar al sistema dindmico de



6 - Capitulo1. Introduccién

mecanismos potentes para que el usuario pueda contestar a cualquier pregunta imaginable de los tipos
(qué pasaria si ...? o ;se podria hacer que ....? simplemente actuando sobre los elementos visuales
que constituyen la expresion grafica que lo representa. Con mds frecuencia de lo que en un principio
se puede pensar, las ideas en ingenierfa surgen de situaciones concretas y visuales. La percepcién de la
realidad es esencialmente visual y no es de extrafiar que este soporte esté tan enraizado en la forma de
trabajo cotidiana.

Cuando observamos un elemento o un determinado gréfico, generalmente no sélo pensamos en lo
que tal elemento representa, sino ademds qué tipo de actividades o acciones se pueden llevar a cabo
haciendo uso del mismo. Es decir, tratamos de buscar alguna interaccién con los elementos, donde no
solamente se requiere informacién visual, sino una relacién causa-efecto. Esta caracteristica es identifi-
cada como interactividad.

A menudo se hace uso de tratamientos simbdlicos, diagramas visuales y otras formas de procesos
imaginativos mediante los cuales se pretende adquirir una intuicién de lo que en su aspecto mds for-
mal tiene un contenido mucho mds abstracto. Es aqui precisamente donde tiene sentido disponer de
entornos potentes y amigables que, utilizando el estado actual de la tecnologfa informadtica, permitan
la creacién de simulaciones dindmicas interactivas con alto contenido visual. La idea de cambiar las
propiedades e inmediatamente ser capaz de ver los efectos de los cambios es muy potente, tanto para
el andlisis como para el disefio. La dindmica de los cambios proporciona informacién adicional que no
estd disponible en un grafico estético.

Bricklin y Frankston llevaron a cabo a finales de los afios 70 del siglo pasado un esfuerzo pionero en
el uso de la interaccién cuando desarrollaron VisiCalc®, que se basaba en la metéfora de una hoja elec-
trénica. VisiCalc contenia una rejilla de filas y columnas de datos accesibles para célculos financieros.
Su implementacién en un Apple II fue una de las razones para que los computadores personales se em-
pezaran a utilizar en las empresas. VisiCalc transformd la hoja electrénica de una aplicacién de célculo a
una herramienta para el modelado y la simulacién. La hoja Excel (que deriva de estas ideas) es hoy dia
un programa informadtico estdndar en todas las oficinas y empresas.

Las hojas electrénicas eran féciles de implementar porque sélo operaban sobre nimeros; sin embar-
go, en control automdtico se tienen unos objetos gréficos mucho mds ricos. La posibilidad de tenerlos
todos ellos interconectados de forma que puedan ser manipulados directamente y actualizados de for-
ma interactiva y concurrente tiene un gran potencial para mejorar el aprendizaje. El programa VisiDyn
fue una implementacién pionera en esta direccién [17]. Otro intento lo realizé Blomdell [6], quien de-
sarroll6 un programa para un computador Macintosh de Apple. Su sistema tenia algunas caracteristicas
novedosas como el diagrama gréfico de representaciéon de la estructura de polos-ceros de una funcién
de transferencia. También disponia de una forma original de interaccionar interactivamente sobre los
diagramas de Bode. Estos primeros programas resultaron muy ttiles, pero su implementacién requeria
un gran esfuerzo, lo que limitaba su utilizacién como herramientas educativas.

El objetivo por tanto de la interactividad tal y como se trata en este texto es mejorar el aprendizaje,
explotando las ventajas de inmediatamente ver los efectos de los cambios que nunca se pueden mostrar
mediante imdgenes de naturaleza estdtica, por ejemplo, en una pizarra. Los profesores pueden hacer
uso de presentaciones interactivas donde no sélo se muestre el significado de un determinado concepto,
sino también cdmo ese concepto puede estar relacionado con otros o como se puede ver influenciado
por determinados factores externos. Para el personal docente, la interactividad aporta un camino para
poder evaluar las principales ideas sobre una determinada temadtica y qué nivel de dificultad pueden
presentar tales ideas al alumnado. Por otro lado, los estudiantes pueden hacer uso de sitios web interac-
tivos o herramientas interactivas basadas en computador donde sea posible estudiar conceptos teéricos
abstraidos mediante objetos interactivos.

Desde un punto de vista informatico, la interactividad puede ser definida como una cuarta dimension.

3 http://bricklin.com/visicalc.htm
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De esta manera, el refran una imagen vale mds que mil palabras podria ser modificado a una aplicacién
interactiva vale mds que mil imdgenes [20].

Las herramientas interactivas se pueden utilizar para investigar precisamente lo que es necesario ha-
cer para que los estudiantes conozcan los conceptos tedricos. De esta manera, la virtud de la sencillez
llega a ser un hecho en la investigacion del aprendizaje sobre el disefio y la utilizacién de este tipo de
herramientas [11]. Las razones principales por las cuales las herramientas interactivas son ttiles para la
ensefianza son las siguientes [14]:

= Facilitan el estudio de los alumnos, permitiendo la eleccién de vias alternativas para el aprendizaje
y un mejor control del ritmo al que se introduce el nuevo material.

= Se pueden abordar varios estilos y modalidades de aprendizaje proporcionando una rica variedad
de enfoques de ensefianza.

= Motivan la interaccién, experimentacién y el aprendizaje cooperativo de los estudiantes.
= Pueden ser utilizadas en trabajos y proyectos colaborativos.

= Facilitan argumentos o temdticas de aprendizaje en caso de que se pueda tejer una via para la
exploracién en torno a una dindmica de conceptos particular.

= Promueven el punto de vista constructivista del aprendizaje.

La interactividad tiene también sus inconvenientes: los estudiantes pueden tratar de aprender y re-
solver problemas simplemente manipulando las aplicaciones interactivas, pero sin comprender lo que
estdn haciendo. Las herramientas interactivas deben poner desafios a los estudiantes haciéndoles que
relacionen la teorfa con la préctica, pues los objetos interactivos constituyen abstracciones de los con-
ceptos tedricos. Tampoco los profesores deben desarrollar médulos de este tipo sin administrar correcta-
mente los distintos niveles de abstraccion (desde la idea que se quiere mostrar usando la interactividad
y teniendo en cuenta la perspectiva del estudiante hasta la creacién del producto final). Se puede decir
que la interactividad puede ser muy titil en el proceso de ensefianza-aprendizaje, pero debe ser usada
con control.

1.5 El papel de la interactividad en la ensefianza del control automatico

Los conceptos de visualizacién e interactividad estdn tomando cada dia mds relevancia en la ensefian-
za del control automadtico, &mbito en el que las ideas, conceptos y métodos subyacentes son muy ricos
en contenidos visuales, que pueden ser representados intuitiva y geométricamente. Los cdlculos y re-
presentaciones incluyen respuestas en los dominios temporal y frecuencial, polos y ceros en el plano
complejo, diagramas de Bode/Nyquist/Nichols, plano de fase, etc. Frecuentemente, tales magnitudes
estdn fuertemente relacionadas y representan distintas visiones de una misma realidad. La compren-
sién de estas relaciones es una de las claves para lograr un buen aprendizaje de los conceptos bésicos y
permite al alumno estar en disposicion de realizar disefios de sistemas de control automatico con cierto
sentido [12].

Tradicionalmente, el disefio de los sistemas se realiza siguiendo un proceso iterativo. Las especifi-
caciones del problema no suelen utilizarse directamente para calcular el valor de los pardmetros del
sistema, ya que no hay una férmula explicita que los relacione directamente. Esta es la razén de di-
vidir cada iteracién en dos fases. La primera, conocida como sintesis, consiste en calcular los pardmetros
desconocidos del sistema basdndose para ello en un conjunto de variables de disefio, que estdn rela-
cionadas con las especificaciones. Durante la segunda fase, llamada andlisis, se evaltia el comportamien-
to del sistema y se compara con las especificaciones. Si no concuerdan, se modifican las variables de
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disefio y se vuelve a efectuar una nueva iteracién. Es posible sin embargo fusionar ambas fases en una
sola, de forma que cuando se modifique un pardmetro que afecte al disefio los resultados de andlisis se
actualicen y observen inmediatamente, o viceversa, que sea posible modificar visualmente elementos
representativos del andlisis y se obtengan los pardmetros de disefio necesarios para alcanzar tales obje-
tivo. De esta forma el proceso de disefio se hace realmente dindmico y el alumno percibe el gradiente
del cambio del criterio de comportamiento con respecto a los elementos que manipula. Esta capacidad
interactiva permite identificar mucho mds fdcilmente los compromisos que se pueden lograr.

Los recursos de célculo y los entornos de programacién que se disponen en la actualidad han permiti-
do que surja una nueva generacién de programas para el aprendizaje interactivo del control automadtico.
Estas herramientas se basan en objetos que admiten una manipulacién gréfica directa. Durante estas
manipulaciones, los objetos se actualizan inmediatamente, de manera que las relaciones entre los obje-
tos se mantienen en todo momento. Ictools y CCSdemo, desarrollados en el Departamento de Control
Automitico de la Universidad de Lund [24, 3] y Sysquake en el Instituto de Automatica de la Escuela
Politécnica Federal de Lausanne [33] son magnificos ejemplos, entre otros [27, 25, 18], de esta nueva
filosoffa educativa del control automatico.

Para los que inician su formacién en el campo del control automédtico, muchos de los conceptos no
son muy intuitivos cuando se abordan por primera vez, ya que sus propiedades se expresan en dos do-
minios diferentes: El dominio temporal y el dominio frecuencial. La conducta transitoria (p. e. tiempo
de establecimiento y sobreoscilacién) y el riesgo de saturacién se analizan tipicamente en el dominio
del tiempo; mientras que conceptos como estabilidad, rechazo al ruido y robustez se expresan mds fé-
cilmente en el dominio de la frecuencia. Los mecanismos bdsicos que los relacionan y otros fenémenos,
como por ejemplo los efectos del muestreo y la inclusién de no linealidades por citar unos pocos, se
pueden ilustrar de una manera muy efectiva mediante la interactividad, como es el caso de las aplica-
ciones incluidas con este texto.

1.6 Objetivos del libro: Componentes y estructuras de las herramientas
interactivas

Objetivos y estructura de libro

Muchos planes de estudios de ingenieria sélo disponen de un curso introductorio de control auto-
maético, que suele desarrollarse en un semestre. Estos cursos de iniciacién contienen un gran nimero
de nuevos conceptos a asimilar por los estudiantes, a los que resulta en general muy complicado obte-
ner un conocimiento profundo de la materia. Esto plantea también un reto para los profesores.

Un objetivo de este texto es promover el estudio continuado y potenciar el trabajo individual del
estudiante a través de un conjunto de materiales interactivos, que son titiles tanto para el profesor como
para los alumnos. Més que en los conceptos a introducir, el libro se ha centrado en cémo presentar cada
uno de ellos. Una vez que se han identificado las ideas que son relevantes, se ha estudiado la manera de
visualizarlas y formularlas siguiendo un aprendizaje basado en ejemplos.

El papel de esta nueva experiencia de aprendizaje interactivo en planes de estudios con asignaturas
de control automaético es doble [12]:

= Proporcionar un nuevo método para generar material de clase que permita introducir los concep-
tos de ingenieria de control de sistemas a través de aplicaciones interactivas.

= Proporcionar una nueva oportunidad para innovar en trabajos de laboratorio donde los estudian-
tes puedan analizar, disefiar y modificar sistemas de ingenieria de control a través de herramientas
interactivas.
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Tras el andlisis de un curso completo, se han disefiado un conjunto de herramientas interactivas, que
estdn compuestas por:

= Una aplicacién gréfica que visualiza cada concepto e incluye numerosos objetos interactivos con
el fin de potenciar la interaccién con la aplicacién.

= La aplicacién incorpora un conjunto de ejemplos predefinidos que ilustran algtin fenémeno con-
creto o particularidad del concepto introducido.

= Cada aplicacién estd acompafiada de un resumen tedrico que presenta el concepto formal y analiti-
camente. No es su objetivo sustituir al libro de texto. Por ello, los contenidos tedricos se reducen a
lo minimo necesario para entender la aplicacién concreta. Contiene referencias a libros especificos
(indicando pdginas y capitulos) para que los usuarios amplien sus conocimientos.

= Las aplicaciones han sido disefiadas para que sean autocontenidas, por lo que el resumen incluye
un pequefio manual de la aplicacién que describe todas sus funcionalidades. El texto puede re-
sultar al lector algo repetitivo, pero se ha pretendido que la comprensién de cada herramienta
interactiva no requiera haber trabajado previamente con otras.

= La documentacién contiene diferentes ejercicios que deben ser resueltos utilizando la aplicacién.
El objetivo de estos ejemplos es guiar inicialmente los pasos del estudiante para reducir el tiem-
po requerido para aprender cada unos de los conceptos y enfatizar los puntos importantes. Los
objetivos siguen un enfoque de aprender descubriendo y pretenden combinar el conocimiento
cualitativo obtenido mediante la interactividad con un conocimiento cuantitativo obtenido me-
diante los diferentes ejemplos. Una vez realizados los ejercicios, el usuario estard en disposiciéon
de crear sus propios escenarios y autoevaluar los conocimientos adquiridos.

= En el mend de informacién (Info), cada aplicacién incluye la direccién web del libro, donde se ac-
tualizardn las herramientas y el material asociado a las mismas (www.pearson.es/fichas_interactivas).

Como complemento a la informacién previa, se incluyen brevemente a continuacién una serie de
datos relacionados con la forma en la que se han desarrollado las herramientas:

» Se ha utilizado SysQuake [33] como herramienta de desarrollo debido a su lenguaje de progra-
macién, muy cercano al estdndar de facto, Matlab. La interactividad estd completamente integrada
en el lenguaje. Esto proporciona un marco de desarrollo de alto nivel que es muy conveniente para
programadores no profesionales.

= Las aplicaciones contienen un gran niimero de componentes comunes, como el editor de sefial de
entrada, o el editor de polos y ceros, que se han incluido en una biblioteca utilizada por todas las
aplicaciones. Esto simplifica el desarrollo y mantenimiento del conjunto de herramientas.

= Las aplicaciones son ligeras y se distribuyen mediante ejecutables que no requieren preinstalacion
para Windows, Mac OS y Linux.

Los contenidos se han disefiado de acuerdo con los conceptos necesarios para un curso de introduc-
cién a las técnicas de control cldsico, centrdndose sobre todo en aquéllos que presentan una visualizacién
grdfica y que pueden ser objeto de interaccion. Las aplicaciones cubren los siguientes campos:

= De los modelos fisicos no lineales a los modelos lineales. Estd compuesto por una aplicacién (un
tanque con liquido y descarga a la atmésfera) que describe como se relacionan los modelos fisicos,
generalmente no lineales, con los modelos lineales utilizados en las técnicas bdsicas de control.
Ademads, esta aplicacién se utiliza para describir el concepto de comportamiento lineal en torno a
un punto de equilibrio.
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= Respuesta temporal. Este grupo contiene siete herramientas interactivas destinadas a ilustrar la
respuesta temporal de los sistemas lineales de tiempo continuo. Se ha incorporado también una
aplicaciéon que permite ajustar modelos lineales a partir de datos experimentales.

= Respuesta en frecuencia. Incluye ocho herramientas interactivas cuyo objetivo es ilustrar el con-
cepto de respuesta frecuencial. Se introducen, también, las principales representaciones de la mis-
ma y una aplicacién que permite ajustar interactivamente modelos a partir de diagramas de Bode
obtenidos experimentalmente.

= Relacién de los parametros de los modelos con los modelos fisicos. Utiliza el mismo ejemplo
del tanque con liquido y descarga atmosférica comentado anteriormente para ilustrar la relacién
entre los modelos de la fisica y los principales elementos de los modelos utilizados en el disefio de
controladores tales como polos, ceros y respuesta temporal.

= Sistemas de lazo cerrado y estabilidad. Se introducen las principales técnicas de andlisis de la
estabilidad de sistemas lineales en lazo cerrado: Lugar geométrico de las raices, criterio de Nyquist
y mdrgenes de fase y ganancia. Se incluye también una herramienta interactiva que ilustra las
limitaciones que impone un tiempo de retardo en un lazo de realimentacién.

= Disefio de sistemas de control. Este capitulo agrupa el andlisis de errores en estado estacionario
en sistemas con realimentacién unitaria y las principales técnicas de disefio de controladores uti-
lizadas en cursos introductorios, tanto en el dominio frecuencial como temporal, tratadas en diez
herramientas.

= Control de sistemas fisicos. Se estudia el disefio de controladores y la simulacién del sistema en
lazo cerrado para el ejemplo del tanque con descarga atmosférica.

= Introduccién al control en el espacio de estados. Finalmente, se incluye una herramienta que no
sigue la tonica de las anteriores, pues se ilustran multiples nociones en una tinica aplicacién. El
objetivo de los autores en este caso ha sido facilitar al usuario la comprensién y el aprendizaje
incremental de las ideas derivadas del uso de una representacién del sistema en el espacio de
estados, como una primera toma de contacto con los conceptos subyacentes al uso de la represen-
tacion interna, que tendrian que ser objeto de un texto completo. De hecho, la aplicacién se centra
en sistemas de segundo orden, para facilitar la visualizacién de dichos conceptos.

Cabe de nuevo destacar que el texto no estd restringido y orientado a una lectura secuencial por capi-
tulos, como suele ser habitual en un libro de texto convencional. El usuario puede localizar el concepto
que desea analizar en el indice y dirigirse a la ficha autocontenida donde se trata dicho concepto.

Distribucién de elementos y objetos interactivos en las herramientas

En esta seccién se van a explicar someramente los tipos de objetos interactivos, elementos graficos y de
texto que contienen las herramientas interactivas, asi como su distribucién espacial.

Los objetos interactivos se caracterizan porque cuando se coloca el puntero del ratén sobre ellos,
cambia su forma de representacién a una mano ™ que indica que dicho elemento es interactivo.

Ademds de los elementos interactivos, se utilizardn otros que no lo son, como representaciones sim-
boélicas de férmulas o funciones de transferencia, leyendas en las gréficas, etc., que ayuden a la com-
prensién de los conceptos que se pretenden analizar con las herramientas. En cualquier caso, los valores
asociados a estos elementos pueden modificarse a medida que lo hagan otros ligados a elementos inte-
ractivos.
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Distribucion de ventanas grdficas en las herramientas. Las treinta y cuatro herramientas interactivas
que se utilizan en este texto han sido disefiadas siguiendo unos patrones determinados para la distribu-
cién de los objetos en la pantalla (patrones que a su vez guardan muchas similitudes entre si):

Patrén 1. Fichas relativas a sistemas fisicos. La organizacién en este patrén por cuadrantes es:

Pardametros interactivos y ecuaciones Respuesta temporal del sistema

Mimico del proceso Sefial de entrada al sistema

La Tabla 1.1 incluye como ejemplo de este patrén la herramienta 2.1. tanque_linealizacion.

Patrén 2. Fichas sobre analisis de la respuesta temporal, disefio en el dominio temporal, lugar de las
raices y espacio de estados. La organizacién de las herramientas interactivas asociadas a este patrén
siguen la misma estructura (con pequefias diferencias en el tamafio de los objetos), mostrdndose como
ejemplo en la Tabla 1.1 las correspondientes a las herramientas 3.2. t_segundo_orden y 7.10. PI_cancelacion:

Pardametros interactivos, caracteristicas y ecuaciones Respuesta temporal del sistema

Representacién polo-cero Sefial de entrada al sistema

Patrén 3. Fichas de anilisis de la respuesta frecuencial. La organizacion de todas las herramientas inte-
ractivas asociadas a este patrén (se incluye en la Tabla 1.1 la correspondiente a la herramienta interactiva
4.3. f_segundo_orden) siguen la misma estructura:

Pardmetros interactivos, caracteristicas y ecuaciones Diagrama de magnitud de Bode

Representacién polo-cero Diagrama de fase de Bode

Este grupo de fichas tiene una distribucién uniforme en la que la principal herramienta de trabajo (el
diagrama de Bode) ocupa toda la parte derecha de la herramienta, por lo que su distribucién es 6ptima
para que el usuario pueda analizar los conceptos asociados.

Patrén 4. Fichas de analisis de la respuesta frecuencial (incluyendo respuesta temporal en lazo abier-
to), andlisis de estabilidad y régimen permanente y disefio en el dominio de la frecuencia. La orga-
nizacién de todas las herramientas interactivas asociadas a este patrén siguen la misma estructura (la
Tabla 1.1 presenta como ejemplo de este grupo las herramientas 4.1. f_concepto y 7.5. f_disefio_avance):

Pardmetros interactivos, caracteristicas y ecuaciones Diagramas de frecuencia seleccionables

Representacién polo-cero Respuesta temporal (ocultable)

En este grupo de fichas se incluyen todas aquéllas en las que los elementos fundamentales son las re-
presentaciones en el dominio de la frecuencia, pero puede tener interés para el usuario analizar también
la respuesta de sistema en lazo abierto (4.a) o en lazo cerrado (4.b), ocupando estas representaciones
un drea distinta en la pantalla (mds pequefia en el caso de las de lazo abierto). Por defecto, al arrancar
la herramienta, en todas las representaciones aparecerd la curva de respuesta temporal en el cuadrante
inferior derecho, pero existird una entrada en el ment Opciones (que se explica posteriormente) que posi-
bilita ocultarlas para aumentar el tamafio de las representaciones frecuenciales (Bode, Nyquist, Nichols
o las cuatro a la vez).

En el patr6n 4.b., la opcion del menti Opciones de mostrar la respuesta temporal habilita (a demanda
del usuario) la evolucién de la salida del sistema o bien de la entrada.
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Patrén 5. Fichas sobre conceptos asociados a los controladores PID

Tabla 1.1 Ejemplos tipicos de distribucién de objetos en las herramientas interactivas
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Patrén 5. Fichas sobre conceptos asociados a los controladores PID y a la presencia de retardos. La
organizacién de todas las herramientas interactivas asociadas a este grupo (la Tabla 1.1 presenta como
ejemplo la herramienta 7.3. concepto_PID) siguen la misma estructura, siendo la principal diferencia la
sustitucion de la representacion polo-cero por el diagrama de Nyquist.

Pardmetros interactivos, caracteristicas y ecuaciones Respuesta temporal del sistema

Diagrama de Nyquist Sefial de entrada al sistema

Codigos de colores.  El orden del cédigo de colores que estd incluido en la biblioteca sobre la que se
implementa la herramienta interactiva es: Rojo, azul, verde, magenta y celeste.

En las fichas de andlisis de la respuesta temporal y frecuencial, por omisién, el color que se utiliza
para la representacion del texto y las graficas asociado a un determinado sistema es el negro. Cuando se
lleva a cabo la representacién de dos sistemas simultdneamente, los colores representativos son el rojo
y el azul. Cuando se visualizan multiples sistemas se sigue el orden incluido en la biblioteca indicado
previamente y se utiliza el color negro para indicar el sistema activo, es decir, aquél que representa los
valores actuales de los pardmetros.

En el caso de las fichas de disefio, se utiliza:

= El color rojo para representar la funcién de transferencia del sistema en lazo abierto, dibujdndose
también en color rojo su respuesta temporal en trazo discontinuo y su respuesta frecuencial en
trazo continuo.

= El color azul para representar la funcién de transferencia del controlador, dibujdndose en trazo
grueso la respuesta temporal del lazo cerrado que determina dicho controlador y en trazo fino la
respuesta en frecuencia de la cadena directa en los diagramas frecuenciales.

= El color verde para representar la respuesta en frecuencia del controlador, la funcién de transfe-
rencia en lazo cerrado que define las especificaciones y su curva de respuesta temporal asociada
en trazo continuo. La referencia se dibuja en trazo discontinuo.

= El color magenta se emplea para representar otras curvas, por ejemplo, el lugar de las raices.

También se utilizan esos colores para indicar alguna métricas de comportamiento y estabilidad, como
desfases, mérgenes de estabilidad relativos, etc. (los detalles se proporcionardn en cada ficha).

Menii Opciones. En la barra superior de las herramientas aparece un mend desplegable con distintas
opciones. En todos los casos incluye la denominada Reset, que permite llevar a la herramienta a sus
condiciones iniciales (las que tenia al iniciarla). Se ha intentado uniformizar en la medida de lo posible
la informacién que se representa en este ment, siendo las opciones mds comunes las que se presentan
en la Tabla 1.2, que se explicardn en detalle en cada ficha.

Menii Info.  En la barra superior de todas las herramientas existe un ment desplegable que incluye
informacién sobre las mismas en dos subments:

= Acerca de ... proporciona informacién sobre titulo y autores del libro.

= Ayuda ... proporciona la direccién de la pdgina web del libro (www.pearson.esffichas_interactivas)
donde se irdn actualizando las herramientas interactivas, el glosario, la bibliografia y el material
auxiliar de apoyo.
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Opciones

Herramientas que lo incorporan

Efecto ganancia
Efecto constante tiempo

3.1. t_primer_orden
4.2. f_primer_orden

Efecto factor amortiguamiento
Efecto frecuencia no amortiguada

Parte imaginaria constante
Parte real constante

3.2. t_segundo_orden
4.3. f_segundo_orden

P1(s)=k/sAn Pi(s) = S£1

P2(s)=k /(Ts+1) P2(s) = ey
P3(s)=k(bs+1)/sAn Py(s) = @
P4(s)=k(bs+1)/(Ts+1) Py(s) = %
P5(s)=k/(s(Ts+1)) Ps(s) = ﬁ
P6(s)=k(bs+1)/(s(Ts+1)) Po(s) = %
P7(s)=k(bs+1)/((T1s+1)(T2s+1)) Py(s) = %
P8(s)=k/(s(T1s+1)(T2s+1)) Py (s) K

~ s(ms + 1)(T2]s<+ 1)

PO(s)=K/((T15+1)(T2s+1)(T3s+1) B() = o Tt (e 1)
P10(s)=k wnA2/(S(SA2+2 Z wn S+WnA2)) Py(s) = m
P11(s)=k wnA2/((Ts+1)(sA2+2 z wn s+wnA2))  Pyi(s) = s+ (& ]:-wfgw”s o)
P12(s)ok WnA2 (bs+1)/(sA242 2 W s4wnA2)  Pra(s) = — B+ 1)

(2 + 28wys + w?)
Pir(s), i=1..12 P, (s),i=1.12, P, = Pe™'rs
Nota:Las herramientas en azul claro sélo incorporan como ejemplos algunas de las P;(s)

p-e. la herramienta 9.1. espacio_estados incluye las plantas hasta segundo orden

3.5. t_genérico

4.1. f_concepto

4.6. f_genérico

4.7.f_fase_no_minima
6.1. lugar_raices

6.2. criterio_Nyquist

6.3. margenes

7.1. estado_estacionario
7.3. concepto_PID

7.4. f_disefo_retraso
7.5. f_disefio_avance

7.6. f_disefio_avance_retraso

7.7. Ir_disefio_retraso
7.8. Ir_disefio_avance
9.1. espacio_estados

Introducir Planta (NUM,DEN)

Introducir Planta (ZPK)

Permiten definir ejemplos de plantas en los formatos de Matlab
(NUM,DEN): Numerador y denominador en formatos polinomiales tipo
bys™ + ...+ bys + by

G(s) = —
ays" + ...+ a1+ ap

— [bm,...,b1,b0],[an,...,a1,a0]

ZPK: Formatos cero, polo, ganancia, de la forma

(s —z1)(s — 22)
G(s) =« — [21;22],[p1;p2;p3] k.
O = GG )G ) PTiPZP
Los polos o ceros complejos se introducen en el formato [X+Yj;x-yj]

3.5.t_genérico

3.6. t_dominancia
4.1.f_concepto

4.6. f_genérico

4.7. f_fase_no_minima
6.1 lugar_raices

6.2. criterio_Nyquist

6.3. margenes

7.1. estado_estacionario

Diagrama de Bode
Diagrama de Nyquist
Diagrama de Nichols
Vista completa

Representaciones graficas de la respuesta frecuencial

Nota: La ficha 7.2. concepto_avance_retraso ademds incluye una opcién para conmutar
el diagrama de Nichols a una gréfica de respuesta temporal (Respuesta escalén)

4.1. f_concepto
7.4.f_fase_no_minima

7.2. concepto_avance_retraso
7.4. f_disefio_retraso

7.5. f_disefio_avance

7.6. f_disefio_avance_retraso
7.7. Ir_disefo_retraso

7.8. Ir_disefio_avance

Tabla 1.2 Menu Opciones



1.6  Objetivos del libro: Componentes y estructuras de las herramientas interactivas - 15

Opciones Herramientas que lo incorporan
Experimentoi,i=1,...,4 3.7. t_ajuste_modelos
Selecciona datos experimentales 4.8. f_ajuste_modelos

Analizar dominancia Ejemplo dominancia 1 3.6. t_dominancia

Relacién de dominancia Ejemplo dominancia 2

Red de retraso Varias redes de avance 7.2. concepto_avance_retraso
Red de avance Redes de retraso vs avance 7.6. f_disefio_avance_retraso

Varias redes de retraso

Triangulo Escalon especificacion 7.7. Ir_disefo_retraso
LR original 7.8. Ir_disefio_avance
Precision Cancelacion 7.7. Ir_disefo_retraso
Equidistribucion 7.8. Ir_disefio_avance
Respuesta temporal Introducir planta (A,B,C) 9.1. espacio_estados

Plano de fase

Tabla 1.2 Ment Opciones (continuacion)

Elementos interactivos asociados a la seleccion de valores y opciones

Cuadros de texto (textboxes) ¥ 100: Permiten modificar el valor de un determinado pa-
rametro introduciéndolo directamente a través de teclado. Al pinchar con el ratén en el cuadro, se
resalta el texto (con fondo amarillo). Al introducir el nuevo texto hay que pulsar enter y se refres-
card el nuevo valor en toda la herramienta. Se usa el punto (no la coma) como separador decimal.

Barras de desplazamiento (sliders) =————r—: Se utilizan para cambiar el valor de un de-
terminado pardmetro. Si se desplazan hacia la derecha se incrementa el valor del pardmetro y si
lo hacen hacia la izquierda disminuye su valor. Suelen tener un intervalo finito. Por ejemplo, la
ganancia estdtica de las funciones de transferencia estd limitada superior e inferiormente al valor
+10.

Botones circulares de seleccién excluyente (radiobuttons) ®:: Se utilizan para activar con el ratén
una determinada opcién (alternativa o excluyente a la que se esté utilizando).

Cuadros de seleccion (pushbuttons) LJE: Se usan para activar con el ratén una determinada opcién.

Botones de activacién Seeol: Sirven para realizar una accién determinada.

Elementos interactivos asociados a las representaciones grificas

Comunes a todas las representaciones

Cambio de escala en graficas A, <7: Los tridngulos se utilizan para cambiar el fondo de escala de
las graficas. En los tridngulos que aparecen asociados al eje de abscisas (A), pulsando a derecha
o0 izquierda de los mismos se produce un aumento o reduccién del fondo de escala de ese eje.
En el caso del eje de ordenadas, pulsando sobre el simbolo <7 se incrementa el valor superior del
intervalo de valores. Pulsando bajo el simbolo, se produce una reduccién del valor superior del
rango. Del mismo modo, si se pulsa sobre el simbolo (A), se produce una disminucién del valor
minimo de la escala del eje y, mientras que si se pulsa bajo el simbolo, el valor inferior de la escala
aumenta (en valor absoluto).
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Lineas interactivas: En los graficos de sistemas fisicos, las lineas que delimitan los objetos que los
componen suelen tener un grosor mayor (-) que suele indicar que se trata de objetos interactivos
(ademds de por el cambio de representacion del cursor) y que por tanto se pueden modificar las
dimensiones del objeto gréfico directamente mediante una operacién de arrastre del raton.

Asociados a la representacion en el plano s y al lugar geométrico de las raices

Polos: Los polos de un sistema dindmico se describen mediante un aspa: x.
Ceros: Los ceros de un sistema dindmico se representan mediante un circulo: o.
Integradores: Se simbolizan mediante un aspa en trazo grueso: X.
Derivadores: Se dibujan mediante un circulo en trazo grueso: o.

Polos del lazo cerrado: Se representan por el simbolo A.

Polos del lazo cerrado deseados (derivados de las especificaciones): Se representan por un cuadra-
do de color verde (O).

Centroide del lugar de las raices: La intersecciéon de las asintotas lineales tiene como representa-
cién simbdlica el simbolo <>.

Puntos de salida o entrada del eje real del lugar de las raices, donde el lugar deja o llega al eje
real, se representan por el simbolo .

Asociados a la representacion temporal

Punto caracteristico de la respuesta: Pueden existir puntos caracteristicos de la respuesta a los
que se pueda asociar un comportamiento interactivo, como el caso de la constante de tiempo en
sistemas de primer orden, sobreoscilacién en sistemas de segundo orden, etc. Dichos puntos se
suelen representar por un circulo (o) asociado a un punto determinado de la respuesta temporal y
permiten modificar la forma de dicha respuesta.

Entrada exégena (—1): En la representacién temporal de sistemas (graficas de la salida y la en-
trada) pueden aparecer lineas verticales y horizontales discontinuas con circulos que permiten
modificar la amplitud del escalén usado como entrada en lazo abierto o referencia en lazo cerrado
(o--+) y la perturbacién de carga en forma de escaldn (o). Estas sefiales se miden sobre los ejes
de las gréficas en las que se representan, ademds de mostrarse sus valores asociados (instante de
activacién y amplitud) en la esquina inferior izquierda de la herramienta. La varianza de la sefial
de ruido también se representa con el mismo simbolo (o). Cuando se arrastra en direccién vertical,
el valor de dicha varianza se muestra en la esquina inferior izquierda de la herramienta, no siendo
en este caso vdlidos los ejes de las gréficas porque proporcionarian un valor del ruido con poco
sentido fisico. La férmula implementada en la herramienta para el generador de ruidos en forma
de ecuacién en diferencias viene dada por [19]:

x(t;) = 0.7x(t;_1) + V 0.502 randn

donde el subindice i representa instantes discretos del tiempo, ¢ es la varianza del ruido y randn
es un generador de niimeros aleatorios normalmente distribuidos.

Cuando se separan del eje de tiempos los circulos que determinan la amplitud de la sefial, los
circulos que permanecen en dicho eje se utilizan para cambiar el instante en el cual se introduce la
perturbacién o el ruido.
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Asociados a la representacién frecuencial

= Punto caracteristico de la respuesta: Pueden existir puntos caracteristicos de la respuesta a los que
se pueda dotar de un comportamiento interactivo.

e En el caso de la ganancia de baja frecuencia, el elemento interactivo que aparece es un guién
(=) asociado al eje de magnitud logaritmica.

e La frecuencia ligada a la posicién de un polo en los diagramas de Bode (frecuencia esquina
de las asintotas representativas) se suele representar mediante un aspa (x) colocada sobre el
eje de frecuencia, mientras que la asociada con un cero se dibuja con un circulo (o).

e También pueden representarse puntos caracteristicos de la respuesta, como por ejemplo un
pico de resonancia o un margen de estabilidad relativo. Para dotarlos de interactividad, se usa
un circulo negro (o) ligado a dicho punto. Estos puntos caracteristicos son los que facilitan la
modificacion de la forma de la respuesta frecuencial en las gréficas correspondientes.

e Los puntos de disefio de mdxima o minima magnitud y fase de redes de adelanto y retraso
de fase se simbolizan mediante un cuadrado verde (). La frecuencia de disefio y el margen
de seguridad se dibujan usando un diamante verde y blanco respectivamente (o, ©).
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De los modelos fisicos no lineales a los
modelos lineales

Introduccion

Un sistema dindmico es aquél que evoluciona con el tiempo y en el que los efectos de una determinada
accién que se ejerza sobre él no ocurren de forma instantdnea. Son por tanto sistemas cuya respuesta
evoluciona en el tiempo con memoria de la respuesta pasada.

Los sistemas disponen de entradas, entendidas como datos, energfa o materia que reciben del exte-
rior y salidas, que proporcionan informacién, energia o materia procedente del sistema. Ademas, estdn
sometidos a perturbaciones, entendidas como una clase de entradas que afectan a las salidas del sistema
pero no son manipulables, es decir, no se puede determinar su valor en cualquier momento. Son en
general sefiales no deseadas que corrompen la entrada o la salida de una planta o proceso.

Para comprender y poder realizar predicciones sobre el comportamiento de un sistema dindmico, se
utilizan representaciones matemadticas denominadas modelos. Un sistema dindmico puede ser modelado
de multiples maneras. En general, en una primera clasificacion se distingue entre modelos basados en
primeros principios (balances de masa, energia y momento) y modelos basados en datos experimentales. En
ambos casos se pueden obtener modelos 1o lineales o modelos lineales, que se tratardn a continuacion.
La complejidad y precisién de los modelos dependerd de cudl sea su finalidad (simulacién, disefio de
controladores, ...) y del propio sistema dindmico a modelar.

En este capitulo se van a introducir los conceptos asociados a la obtencién de modelos lineales de un
sistema dindmico procedentes del modelado basado en primeros principios. Siguiendo la filosoffa del
aprendizaje basado en ejemplos, se ha escogido un sistema monovariable’ muy didéctico (tanque lleno
de liquido con descarga a la atmésfera) para introducir distintos conceptos, como el modelado basado
en ecuaciones diferenciales no lineales, estado o punto de equilibrio, linealizacién usando un desarrollo
en serie de Taylor, modelo lineal y simulacién del comportamiento dindmico.

Los sistemas dindmicos que fundamentalmente se utilizardn en este libro (y sus modelos) son linea-
les, invariantes en el tiempo y causales:

= Un sistema lineal es aquél que obedece las propiedades de escalado (homogeneidad?) y de super-
posicién (aditiva), mientras que un sistema no lineal es cualquier sistema que no cumple al menos
una de estas propiedades. Los sistemas lineales cumplen el principio de superposicion:

1Con una sola variable de entrada y una sola variable de salida. La denominacién inglesa extendida para esta clase de sistemas
es SISO (Single-Input-Single-Output).
2Es la propiedad de un sistema por la cual una entrada escalada resulta en una salida igualmente escalada.
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e La respuesta de un sistema a una sefial de entrada u(t) formada por la suma de dos o mds
sefiales (u(t) = uq(t) + up(t) + ... + uy(t)) es igual a la suma de las respuestas del sistema a
cada una de las sefiales (y() = y1 () + y2(t) + ... + yu(t)).

e Larespuesta de un sistema a una sefial Ku(t) es igual a K veces la respuesta a u(t).

» Un sistema es invariante en el tiempo cuando la respuesta y(t) depende sélo de la forma de la entrada
u(t) y no del tiempo en que se aplica. Matemadticamente, si L(u(t)) = y(t), entonces L(u(t — tg)) =
y(t —tp), donde L( -) es un operador matemdtico que representa al sistema fisico en cuestién. En
los sistemas invariantes en el tiempo, los coeficientes de la ecuacién diferencial que los modela son
constantes.

= Un sisterna causal es aquél que es no-anticipativo, es decir las salidas dependen de entradas pre-
sentes y pasadas, pero no de entradas futuras. En este libro se utilizara indistintamente la deno-
minacién de sistema causal o sistema propio. Los sistemas estrictamente causales o estrictamente propios
s6lo dependen de las entradas pasadas.

Los estados de un sistema dindmico se definen como una coleccién de variables que resumen el pasa-
do dindmico del mismo y permiten predecir su comportamiento futuro si se conocen las entradas fu-
turas. En sistemas fisicos, el estado estd compuesto por variables que representan almacenamiento de
masa, energia y momento. Como se analizara en el Capitulo 9, las variables de estado forman parte de un
vector x € R" llamado vector de estado [2]. Un sistema dindmico con una tnica entrada u(t) y una tnica
salida y(t) puede ser representado por una ecuacién diferencial ordinaria de la forma:

o = () = fx(t),u(t), y(t) = hlx(t), u(t)) 2.1)

donde f: R" xR — R"y h : R" x R — IR son funciones sin discontinuidades, siendo 7 la dimensién
del vector de estado (orden del sistema). A una representacién de este tipo se conoce como modelo en
espacio de estados.

Retomando la definicién de sistema causal o propio, si la funcién & no depende de la entrada, es
decir, si la transformacién de salida se puede escribir de la forma y(t) = h(x(t), t), entonces se dice que
el sistema es estrictamente propio o puramente dindmico [7], porque la salida no depende directamente de
la entrada, sino sdlo a través del estado.

Cuando las funciones f y h no dependen explicitamente del tiempo se tratard de un sistema inva-
riante en el tiempo. La funcién f proporciona la velocidad de cambio del vector de estado como una
funcién del estado x(t) y de la sefial de control u(t) y la funcién h proporciona los valores medidos de
la salida como funcién del estado x(t) y la entrada u(t) [2]. Dichas funciones determinan la respuesta
transitoria, que es la componente de la respuesta del sistema que desaparece con el tiempo [9].

Para un sistema como el descrito por las ecuaciones (2.1), se dice que (x,u.) es un estado (punto) de
equilibrio si f(x,, u,) = 0. Cuando todos los constituyentes del transitorio de la repuesta han decaido
la salida del sistema alcanza un estado estacionario. Un estado de equilibrio es una solucién de (2.1) en
estado estacionario caracterizada por una posicién u oscilacién constantes. En este tltimo caso el estado
del sistema se denomina de régimen permanente.

Si las funciones f y & son lineales en x y u, el sistema serd lineal e invariante en el tiempo y su
representaciéon vendrd dada por:

=x(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) (2.2)
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La primera ecuacion es la denominada ecuacion de estado y la segunda ecuacion de salida. En dicha repre-
sentacion A, B, C y D son matrices de coeficientes constantes. La matriz A se denomina matriz dindmica,
B es la matriz de control, C es la matriz del sensor y D es el término directo, que habitualmente es igual a
cero porque de no serlo proporcionaria sistemas no estrictamente causales en los que un cambio en la
entrada se veria reflejado directamente en la salida [2].

El paso de un modelo general no lineal descrito por la ecuacién (2.1) a uno lineal como el descrito
por la ecuacién (2.2) se puede realizar a través de un proceso de linealizacion, que permite aproximar una
ecuacion diferencial no lineal por una ecuacién diferencial lineal que modela la dindmica del sistema en
torno al equilibrio. Se obtiene eliminando los términos de segundo orden y orden superior del desarrollo
en serie de Taylor (en el punto de equilibrio) del término de la derecha de la ecuacién (2.1), que viene
dado por:

of (x,u)

faOu®) ~ Flous) + (T 3 (x,u)

(x—xg)+7

(u— ue)> +
(xe,tte)

(e, tte)

1 ([ Pf(xu) 2 P
Lo " E ( a-XZ (e te) (x - xg) . dxau (e, tie) (x - xE)(u - u6)+
se eliminan 5
+ o f(xu) (u — u,)? | + términos de orden superior (2.3)
auz (xe/ME)

Una representacion alternativa a la que proporciona el espacio de estados es un modelo entrada-salida
basado en una ecuacion diferencial lineal de orden n.
dy(t)

d"y(t dnfl t
dyﬂ(« D dtrz_g e “=gp Tyt = ulh) 24

donde 7 es el orden del sistema,  es la variable independiente (tiempo), y(t) es la variable dependiente
(salida) y u(t) es la entrada. La notacién d*y(t)/dt* se utiliza para indicar la derivada k-ésima de y
respecto al tiempo [2].

Las representaciones (2.2) y (2.4) son equivalentes. Existen infinitos sistemas de n ecuaciones diferen-
ciales de primer orden (representacion en espacio de estados) equivalentes a una ecuacién diferencial
lineal de orden n.

Ademads, en el caso en que el sistema sea de primer orden, las dos representaciones son iguales si se
considera que el estado coincide con la salida del sistema.

3Se obvia la dependencia con el tiempo para facilitar la comprensién.
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2.1 El sistema de un tanque

Herramienta interactiva: 2.1. tanque_linearizacion

Conceptos analizados en la ficha
= Obtencién de modelos de sistemas a partir de balances de masa.

= Linealizacién de modelos no lineales mediante desarrollo en serie de Taylor. Definicién del estado
o punto de equilibrio y de modelos de desviacién en un entorno de dicho punto de equilibrio.

= Efecto de los pardmetros del sistema fisico y eleccién del estado de equilibrio en la respuesta
dindmica a un escalén.

Teoria La mayoria de los sistemas presentan un comportamiento descrito por leyes fisicas que son, en
general, no lineales. Aunque existen teorfas mds generales, la mas popular y mds implantada industrial-
mente es la correspondiente al control lineal. Como consecuencia de ello, las ecuaciones que describen
el comportamiento del sistema deben ser linealizadas antes de aplicar las técnicas de control lineal. Esta
aproximacion lineal se realiza habitualmente mediante la aproximacién del campo vectorial no lineal por
su desarrollo en serie de Taylor alrededor de un estado de equilibrio. Esta aproximacién depende de los
pardmetros del sistema y el estado de equilibrio especifico, siendo tinicamente correcta en un entorno
de dicho punto de equilibrio. El control de nivel de un sistema de tanques [23] o de un solo tanque [21]
es un problema de modelado y control que goza de gran popularidad. Este sistema estd compuesto por
un tanque de liquido con orificio de salida o seccién de descarga, al cual entra un caudal variable de
fluido mediante la accién de una bomba (actuador?).

Este sistema viene descrito por la siguiente ecuacién diferencial no lineal [23], que modela la conser-

vacion de la masa:
dh(t) B /

donde h(t) representa la altura del agua del tanque, A el drea o seccién del tanque, 4 el 4rea del orificio
de salida, g la aceleracién de la gravedad a nivel del mar y ¢(¢) el caudal de entrada.

Para un estado estacionario (dh(t)/dt = 0) caracterizado por hy = h(t)|t—e ¥ g0 = 4(t)|t—c0, @ partir
del modelo dado por la ecuacién (2.5) se deduce la condicién de equilibrio®:

qo = ﬂ\/zgh() (26)

Dado que el modelo (2.5) es no lineal, se procede a linealizar dicho modelo en un entorno del punto de
operacién dado por (hy, o). Las variables del sistema /() y q(t) se representan entonces como la suma
del valor de estado estacionario que define el punto de operacién (hy, qo) con el valor de la variable de
desviacion en torno a ese estado de equilibrio (h(t), (t)):

h(t) = ho+h(t) (2.7)
q(t) = qo+4q(t) (2.8)

“Los actuadores son los dispositivos que proporcionan la potencia motriz al proceso y por tanto encargados de convertir la
sefal de control en la variable manipulada.

5Se usa la notacién (ho, o) en lugar de (h,, g.) porque ese equilibrio ademds representars el estado inicial a partir del cual se
estudie la respuesta a cambios en la entrada
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Las variables de desviacién representan la dindmica lineal del sistema cuando se producen variaciones
en la dindmica del sistema respecto al estado (f, qo). Desarrollando en serie de Taylor la parte no lineal
del modelo y escogiendo tinicamente los términos del desarrollo hasta el de primer orden, se obtiene:

1
h(t)|p, = V' ho+ —= (h(t) —h 2.9
Vil = Vot 57 (1(0) — o) (2.9)
10
por lo que la ecuacién (2.5) se puede simplificar a:
ah(t) 27y o, [ 5 _aw a5
A= =0 +q(t Zgho = 2hoh(t) (2.10)

La integracion de la ecuacién diferencial (2.10) cuando se considera una pequefa variacién de caudal
constante respecto al punto de equilibrio (§(t) = Ag), proporciona la evolucion temporal de la altura del
tanque desde el punto h hasta un nuevo valor /; cercano al anterior:

R < A0 2o (1 (545" (2.11)
a\s

donde la nueva altura by = ho 4+ Ah = ho + h(t — c0) = hg + Aq %

Habitualmente, la ecuacién (2.10) se puede escribir de forma normalizada haciendo un cambio de
variable:

=220y k=

AN
o9
|

de modo que el sistema se puede representar de forma aproximada con un modelo dindmico lineal de
primer orden de la forma:

T— + () = k(t) (2.12)

Las ecuaciones anteriores permiten simular el comportamiento del sistema no lineal y del sistema
linealizado en un punto de equilibrio, como se analiza en la ficha. Simular consiste en estudiar la evolu-
cién temporal de las variables del sistema resolviendo las ecuaciones que determinan su comportamien-
to [7]. Generalmente, como entrada de prueba para la simulacién se utiliza la denominada entrada de
escalon, que viene dada por:

w(f) = { 0, t<0

U, t>0

Se trata por tanto de una entrada que cambia en un cierto instante entre dos valores constantes, provo-
cando una respuesta transitoria del sistema hasta que alcanza el nuevo estado estacionario. Por respuesta
en régimen estacionario se entiende la forma en que se comporta la salida del sistema cuando el tiempo
t tiende a infinito. La respuesta transitoria consiste en la evolucién temporal de la salida del sistema
desde que se produce un cambio en la entrada del mismo hasta que se alcanza un estado cercano o igual
al de régimen estacionario.
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 2.1. tanque_linealizacion

& El sistema de un tangue - Sysquake Runtime ) i I (=]
Gpcones  Info
Altura del tanque
Respuesta temporal: Linealizacion % b [em]
-
L
Parametros 9
Area tanque [cm?] Area orificio de salida [em?]
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Tiempo escaldn: 38 [s], Amplitud escaldn: 35.36 [om~3/5]

Respuesta temporal: linealizacién

En esta herramienta interactiva es posible comparar, a través de una simulacién, las respuestas
temporales (respuesta transitoria y en estado estacionario) que se obtienen usando los modelos no
lineal y lineal del tanque. Como entrada de prueba para la simulacién se utilizard una sefial en
escalén. La herramienta permite también realizar un andlisis en distintos puntos de equilibrio y
usando diferentes geometrias del tanque, proporcionando una informacién cuantitativa y cualitativa
del intervalo de validez de estos modelos. Los pardmetros del sistema se pueden cambiar mediante
la interaccién con la representacién visual geométrica del tanque.

En la parte superior izquierda de la herramienta se encuentra la seccién de Parametros en la que
es posible modificar los valores de los pardmetros y variables fisicas fundamentales que definen la
respuesta del sistema, a través de cuadros de texto y barras de desplazamiento: el Area del tanque (A),
el Area del orificio de salida (a) y las variables que definen el Punto de operacion (hg, qo).

Hay que hacer notar que para conseguir un efecto realista, se ha utilizado como unidad de lon-
gitud el centimetro (cm) y como unidad de tiempo el segundo (s). Si se accede a las barras de des-
plazamiento de K o gy, el valor de la variable ligada se modifica de acuerdo con la ecuacién (2.6) y
se produce un escalado automdtico de los intervalos vélidos para dichas variables. El valor mdximo
de altura del tanque es 17.32 cm. También existe una ligadura entre los rangos de A y a para que las
evoluciones temporales que aparecen en la imagen superior derecha tengan sentido fisico.




26 - Capitulo 2. De los modelos fisicos no lineales a los modelos lineales

Aplicacion...

Se incluye también en esta zona una representacion simbdlica de la Ecuacién diferencial no lineal
que se usa como modelo del sistema, asi como la relacién que determina el Estado estacionario.

En las gréficas del drea derecha de la herramienta (Altura del tanque) se compara la respuesta temporal
del modelo lineal (linea de color rojo) y la del modelo no lineal (linea de color negro), como conse-
cuencia de un cambio en el caudal de entrada de fluido en forma de escalén. Una leyenda situada en
la esquina inferior derecha de la grafica establece el c6digo de colores utilizado. Cuando se sitda el
puntero del ratén sobre algin punto de las respuestas temporales, se hace visible una etiqueta que
indica el tiempo asociado a ese punto (t) y el valor de la salida (y). La linea discontinua horizontal
de color negro permite modificar la altura de equilibrio (/p) que se usa como base en la simulacién,
a través de un desplazamiento vertical de la misma utilizando el ratén. Légicamente, el valor del
caudal gy cambiard de acuerdo a la relacién (2.6) en las otras dreas de la herramienta. El cambio de
escala horizontal en la gréfica de la Altura del tanque se realiza pulsando con el ratén a la derecha o la
izquierda del tridngulo (A) situado en el eje del tiempo. La escala vertical se ajusta automdticamente.

La grafica inferior derecha representa el Caudal de entrada. Nétese que el valor base del cambio
viene definido por g¢, pudiéndose modificar en esta grafica o bien en las barras de desplazamiento
de la zona superior izquierda (Parametros) e incluso en el esquema del proceso, como se explicard
posteriormente. Sobre la gréfica del escalén hay dos circulos negros (o) que determinan el punto
de cruce de dos lineas horizontales y una vertical en trazo discontinuo de color negro. Accediendo
al cfrculo inferior o a cualquier punto de la linea vertical se puede modificar el instante en que se
produce el cambio en forma de escalén en el caudal de la bomba. Del mismo modo, accediendo a
la linea discontinua horizontal inferior se puede modificar el punto de operacion (gg), mientras que
desplazando la linea discontinua horizontal superior se puede cambiar la amplitud del escalén (Ag
en la ecuacién (2.11)). Es importante resefiar que cuando se sitda el ratén sobre cualquiera de estas
lineas, en la esquina inferior izquierda de la herramienta se muestra informacién relativa al tiempo en
el que se introduce el escalén (Tiempo escalon) y a la amplitud del mismo (Amplitud escalon) y también
se hace visible una etiqueta sobre la sefial que contiene esos valores.

La gréafica por omision muestra todo el intervalo posible de variacién del caudal de entrada (lineas
horizontales discontinuas de color rojo), desde el que provoca el desbordamiento del tanque hasta el
correspondiente al vaciado del mismo.

La herramienta presenta en la parte inferior izquierda un esquema del proceso a modelar. La figura
es interactiva, en el sentido que se pueden modificar sus atributos haciendo uso del ratén:

» El drea del depésito A manteniendo pulsado el botén izquierdo del ratén sobre las paredes del
mismo (ndtese que existe una limitacién de valores minimo y maximo para que la simulacién
tenga sentido fisico y la gréfica se pueda representar en el espacio dejado a tal efecto).

s El drea del orificio de descarga a del mismo modo.

» También se puede modificar la altura de equilibro hy pinchando sobre la superficie de liquido
y arrastrdndola en direccién vertical.

= El caudal qg impulsado por la bomba se puede modificar arrastrando con el ratén el nivel de
liquido que hay en el conducto vertical justo antes del codo situado a la izquierda de la bomba.

En esta herramienta, el ment Opciones s6lo incluye la opcién de Reset, que fuerza a la herramienta a
volver a la configuraciéon por omision.
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Ejercicios

1.

Lleve el estado del sistema al punto de operacién definido por iy = 6 cm e indique el valor
de go asociado. Introduzca un escalén en lazo abierto que incremente el caudal de la bomba en
aproximadamente Ag = 15 cm®/s y compruebe que el valor de la altura de liquido coincide con el
que se espera de los cdlculos tedricos para el modelo lineal.

Repita el paso anterior pero provocando un cambio de caudal de aproximadamente Aqg = 30
cm?/s. Comente si el modelo lineal se comporta mejor o peor que en el caso anterior y justifique
dichos comentarios.

Usando las ecuaciones (2.6) y (2.11), compare los resultados que se obtienen en la herramienta y
con esas ecuaciones en dos condiciones de estado estacionario diferentes. ;Se obtiene el mismo
estado estacionario con el modelo lineal y el modelo no lineal? Justifique su respuesta.

Escoja un valor de A = 8 cm? y a = 0.3 cm?. Lleve el sistema a un estado de equilibrio dado
por hg = 5cmy go = 29.74 cm?/s. Indique el valor madximo de cambio de caudal Ag que puede
aplicarse para que el depdsito no rebose.

Seleccione A = 23 cm?, a = 0.2 cm? y hy = 15 cm. Indique el tiempo que tardaria en descargarse
el tanque si se lleva el caudal de entrada a 0 cm®/s.

Seleccione A = 15 cm?, a = 0.3 cm? y go = 25 cm?®/s. Introduzca un escalén de amplitud Ag = 10
cm3 /s (hasta 35 cm?/s). Indique el valor de estado estacionario que se obtiene con el sistema no
lineal y su modelo lineal. Repita el procedimiento introduciendo un escalén de amplitud Ag =
—10 cm?®/s (hasta 15 cm3/s). ;Se obtienen resultados similares en escalones positivos y negativos?
Justifique la respuesta.

Demuestre que cuando se produce un cambio de caudal el nuevo estado estacionario que alcanza
el sistema no depende de la anchura del depésito (A), pero si la rapidez con la que se alcanza ese
nuevo estado de equilibrio.
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Respuesta temporal

Introduccion

Como se ha indicado en el Capitulo 2, en la respuesta temporal de un sistema dindmico se suelen
analizar dos partes, la respuesta transitoria y la respuesta en estado estacionario. Por respuesta en estado
o régimen estacionario se entiende la forma en que se comporta la salida del sistema cuando el tiempo ¢
tiende a infinito. La respuesta transitoria consiste en la evolucion temporal de la salida del sistema desde
que se produce un cambio en la entrada del mismo hasta que se alcanza un estado cercano o igual al
de régimen estacionario. Para llevar a cabo el andlisis de la respuesta temporal de un sistema dindmico
lineal invariante en el tiempo descrito por una ecuacién diferencial lineal, se utilizan habitualmente dos
descripciones:

s Descripcion interna: como se ha analizado en la introduccién del Capitulo 2, la representacién inter-
na de un sistema dindmico se basa en el concepto de estado. El estado de un sistema dindmico es la
menor coleccién de variables cuyo valor, en un cierto instante, resume el pasado dindmico del sis-
tema y es suficiente para predecir su evolucién futura. Las variables que representan el estado no
tienen que corresponder necesariamente a magnitudes fisicas medibles. Por tanto, la descripcién
interna establece una relacion indirecta entre las sefiales de entrada y salida del sistema [32]. Esta
descripcién se utilizara en el Capitulo 9.

= Descripcién externa: suministra una relacién explicita directa entre las sefiales de entrada y de sa-
lida, generalmente en forma de funcion de transferencia. La funcién de transferencia representa el
cociente entre la transformada de Laplace de la salida del sistema y la transformada de Laplace de
la entrada con condiciones iniciales nulas'. También se define como la transformada de Laplace
de la respuesta impulsional de un sistema [9]. Esta serd la representacién usada en los Capitulos 3
a 8 de este texto.

La trasformada de Laplace es una herramienta matemadtica muy ttil para introducir las funciones de
transferencia. Tradicionalmente se ha utilizado para obtener la respuesta de sistemas lineales a diferen-
tes entradas. En la &mbito de la automatica, su uso estd muy extendido a través del tratamiento del com-
portamiento dindmico de sistemas usando la teorfa de variable compleja y tiene numerosas propiedades
de gran interés [2].

ista es una condicién 16gica en sistemas lineales causales y en sistemas linealizados donde las variables representan desvia-
ciones respecto al equilibrio. Se supone que el lector tiene un conocimiento previo sobre la transformada de Laplace y sus
propiedades, que suelen incluirse en los textos cldsicos de control automadtico. En el apéndice B de la referencia [7] se puede
encontrar un excelente resumen de las técnicas mds comunes para el andlisis en el dominio de la variable compleja: transformada
de Laplace, desarrollo en serie de Fourier y transformada de Fourier.



30 - Capitulo 3. Respuesta temporal

Linealidad L(af(t) +bg(t)) =aF(s) +bG(s)
Derivacién en t L {dr;lj;gt)] =§"F(s) —s" 1 f(0) —s"2f(0) — - - - — f*71(0)
t
(8)d§
Integracién en t L {fotf(g)dg} = F(SS) + {fo d . JO+
Desplazamiento en t L(f(t—t)ue(t—t,)) = e F(s), u, es la funcién escalén unitario
Derivacién en s L1 {dl;_is)] = —1tf(t)

Tc del valor inicial Ii t) = lim sF
korema del valor inicial - Hm f(t) lim s (s)

Teorema del valor final tlirn f(t) =limsF(s)
—00

s—0

Tabla 3.1 Principales propiedades de la transformada de Laplace

Si se considera una funcién f(t), f : RT — R integrable y que no crece mds rapido que ¢%' para
so € R finito y un tiempo ¢ suficientemente grande, la transformada de Laplace de f(t) proporciona una
funcién de variable compleja definida por [2]:

LOF() = F(s) = /Oooe—sff(t)dt, Re(s) > o 3.1)

con s = 0 + jw. Esta transformacién tiene una serie de propiedades muy ttiles para sistemas lineales, al-
gunas de las cuales se utilizardn a lo largo de este texto. La Tabla 3.1 resume las principales propiedades
y la Tabla 3.2 contiene algunas transformadas mds comunes.

Como ejemplos ilustrativos del uso de estas propiedades, la derivacion en t es la propiedad que se
utiliza para obtener la funcién de transferencia a partir de una ecuacién diferencial lineal considerando
condiciones iniciales nulas; el teorema del valor final permite realizar un andlisis del estado estacionario
cuando se trabaja con funciones de transferencia; la propiedad de desplazamiento en t facilita el estudio
de sistemas con tiempo de retardo, etc.

Existe también la transformada inversa de Laplace, que es una transformacioén integral de la funcién
F(s) del dominio s al dominio del tiempo f(t) [10], que permite obtener la evolucién temporal de los
sistemas partiendo de su funcién de transferencia. Habitualmente, lo que se hace es aplicar una descom-
posicién en fracciones simples y calcular f(t) a través de su correspondiente F(s) utilizando las tablas
de transformadas mds comunes.

En este texto se utilizard fundamentalmente la funcién de transferencia como herramienta matemati-
ca para el modelado, andlisis y disefio de sistemas. En el Capitulo 9 se introducirdn los conceptos méds
relevantes asociados a la descripcién interna.

Un sistema dindmico genérico se puede representar a través de la ecuacion diferencial de orden n:

d"y(t) d"ly(t) dy(t)
M T e Am = agy(t) = (3.2)
m m—1
_ bmd u(t) A" u(t) b du(t) + bou

Jpm +bm,1—dtm71 +..+b 0t (1)
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Dominio del tiempo Dominio s
oo, t =0
Funcion impulso t)=90(t) = F(s)=46(s) =1
vt imp () =500 { PN CEYE
0,t<0 1
Funcié 16 jtari t) = t) = F(s) = U, = -
uncion escalén unitario f(t) = ue(t) { Lt>0 (s) ¢ (s) .
0,t<0
Funcién rampa unitaria f(t) =u(t) = { t:t ;0 F(s) = U,(s) = slz
. " n!
Potencia f(t)y=t" (t>0) F(s) = g(n+1)
Exponencial f(t)y=e" (t>0) F(s) = !
- s+a
Coseno F(t) = cos(wt) (t>0) F(s) = ﬁ
Seno F(t) = sen(wt) (t>0) F(s) = Sszsz
Coseno amortiguado f(t) =e "cos(wt) (t>0) F(s)= _sta
- (s+a)?+w?

Tabla 3.2 Tabla de transformadas de Laplace

donde y(t) es la salida del sistema, y u(f) la entrada. Aplicando la propiedad de derivacién en ¢ de la
transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas, se obtiene la siguiente funcién de transferencia:

Y(s)  byus™ +by_18" 1+ . +bis+bo
U(s)  aps"+a, 1" 1 +..+ais+ag
cuyo orden n (grado del polinomio el denominador) coincide con el de la ecuacién diferencial de la que
procede. La condicién m < n es necesaria para garantizar la causalidad del sistema y que el modelo
tenga sentido fisico (en caso contrario la salida del modelo en el instante actual dependeria del futuro).
Las raices del numerador de la funcién de transferencia son los ceros y las del denominador (polinomio
caracteristico) se denominan polos. Si se factorizan los polinomios del numerador y del denominador,
se puede obtener una expresién de la forma:

G(s) = m < n) (3.3)

G(S):K(S_Zl)(s_z2)"'(5_ze)"-(S—zm)

)6 —p2) G5 pi) G~ pu) (34

Los polos p; y los ceros z; de una funcién de transferencia se representan en un plano complejo
denominado plano s, que en el eje de abscisas contiene la parte real de los polos o ceros (¢) y en el eje de
ordenadas la parte imaginaria (jw).

Debido a la complejidad analitica, es comtin analizar el comportamiento temporal de sistemas de
primer y segundo orden, extendiendo los resultados a sistemas de orden superior. Siguiendo esa filosofia,
en este capitulo se introducen fichas interactivas que tratan la respuesta temporal de sistemas de primer
y segundo orden y los conceptos asociados. Se estudia el efecto de afiadir un cero a la funcién de trans-
ferencia de dichos sistemas. Se generalizan también los conceptos al caso de sistemas genéricos.
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3.1 Respuesta temporal de los sistemas lineales de primer orden de tiempo
continuo sin ceros

Herramienta interactiva: 3.1. t_primer_orden

Conceptos analizados en la ficha

= Modelado de sistemas dindmicos lineales invariantes en el tiempo mediante una ecuacién diferen-
cial lineal de primer orden.

= Obtencién de la funcién de transferencia de un sistema de primer orden a partir de una ecuacién
diferencial lineal.

= Respuesta temporal a escalén de un sistema lineal de primer orden.

= Concepto de ganancia estdtica y su efecto sobre la respuesta temporal del sistema cuando la entra-
da es una sefial de escalén.

= Concepto de constante de tiempo y su efecto sobre la respuesta temporal del sistema.

= Andlisis de la estabilidad de sistemas lineales de primer orden.

Teoria  En esta ficha se analiza la respuesta temporal de los sistemas lineales de tiempo continuo in-
variantes en el tiempo de primer orden sin ceros. Estos sistemas constituyen las dindmicas mds simples
que suelen estudiarse, pues provienen de ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma:

dy(t)

T +y(t) = ku(t) (3.5)

En la expresién (3.5) y(t) y u(#) son la salida y la entrada del sistema respectivamente. La funcién de
transferencia representativa se puede escribir de la siguiente forma:

G(s) = (3.6)

en la que el polinomio del denominador se denomina polinomio caracteristico J(s), cuya tnica rdiz (solu-
cién de la ecuacién caracteristica J(s) = 0) se denomina polo de la funcién de transferencia, situado en
s = —1/7. Los dos pardmetros que caracterizan la funcién de transferencia de un sistema de primer
orden son:

= k: Ganancia estdtica o ganancia candnica del sistema.
» T: Constante de tiempo.

La respuesta temporal va ligada a una cierta sefial de excitacién, que tradicionalmente suele ser el es-
calén (U(s) = U, /s, con U, = 1 en el caso de escalén unitario). Por tanto, utilizando la transformada
inversa de Laplace (£~!), se puede obtener la respuesta temporal de un sistema de primer orden cuando
la sefial de entrada es un escalén. Se parte de la expresién de la salida en el dominio de Laplace:

_kou
o 1s+1 s

Y(s) = G(s)U(s)
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Si se descompone en fracciones simples:

kU, kU,
Y(s) = — —
(s) S s+ 1

se puede acceder a la transformada inversa de Laplace de cada uno de los términos en la Tabla 3.2,
proporcionando la respuesta temporal cuando la sefial de entrada tiene forma de escalén:

y(t) = kU, (E‘l {%} o {Tsi - }) — kU (1—e ), t>0 (3.7)

Esta respuesta temporal puede obtenerse también resolviendo la ecuacién diferencial con:

0, t<0
u(t) =
u, t>0.

El comportamiento de la salida del sistema depende del signo de t:
= SiT > 0, lasefal es acotada (Vu(t)) y por tanto se dice que el sistema es estable.

= S5i T < 0, la senal es no acotada para algunos valores de u(t) y por ello se dice que el sistema es
inestable.

Como generalizacién de este resultado, se establece que una condicién necesaria y suficiente para que
un sistema sea estable es que todos los polos de su funcién de transferencia tengan partes reales nega-
tivas. En este caso se habla también de estabilidad asintética, pues la salida tiende a un valor de estado
estacionario asintéticamente.

Noétese que si T = 0 el sistema no es dindmico y la relacién entre la salida y la entrada viene de-
terminada por la ganancia estdtica del sistema, k, que corresponde al cociente entre el valor que toma
la salida en estado estacionario? (f — co) y el valor de la entrada también en régimen estacionario, al
estar asumiendo condiciones iniciales nulas®. Si se aplica el teorema del valor final de la transformada
de Laplace a la ecuacioén (3.7), se tiene que:

kU
Ts+1 ¢

lim y(t) = kU, = lin(lJ sY(s) = lir%;a’ = kU,
S5— 5—

t—o0

Como se observa, la ganancia estdtica se puede obtener haciendo s = 0 en la funcién de transferencia,
G(0) =k

La denominacién de constante de tiempo, 7, proviene del hecho que este pardmetro es un indicador
de la rapidez de la respuesta transitoria del sistema. Cuanto mayor es T mds lenta serd la respuesta del
sistema, y tardard mds tiempo en llegar a su valor final. Asi, segtin la ecuacién (3.7):

= Para t = 7, la salida del sistema corresponde a kU, (1 — e~!), que es aproximadamente el 63 % del
valor final, y(7) ~ 0.63klL.

= Para f = 37, la salida del sistema corresponde al 95 % del valor final, y(37) ~ 0.95kUL.

2Valor que la salida de un sistema alcanza después de que todos los elementos del transitorio de la respuesta han decaido, [9].
3En el caso de sistemas linealizados, es el cociente entre al cambio que experimenta la salida y la amplitud del escalén de
entrada, considerando sus valores en régimen estacionario.
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» Para t = 47, la salida del sistema corresponde al 98 % del valor final (y(47) ~ 0.98kll), que se
considera el tiempo de establecimiento para sistemas de primer orden (la respuesta permanece dentro
del 2 % del valor final). Segtin la ecuacion (3.7), el estado estacionario se alcanza mateméticamente
en tiempo infinito, por lo que en la practica se considera que se alcanza el estacionario cuando se
alcanza el 98 % del valor final, es decir, transcurrido un tiempo igual a cuatro constantes de tiempo.

Otra caracteristica importante de la respuesta temporal es que la pendiente de la respuesta del sis-
temaent = tg esk/ T (siendo t el instante en que se introduce la sefial en forma de escalén a la entrada).

En la Seccién 3.5 se estudiard un caso particular de sistema de primer orden denominado integrador,
por tener su polo en el origen del plano s (s = 0) y venir descrito por:

dzl—(tt) =ku(t) — G(s) = g (3.8)

Este sistema serfa equivalente a uno de primer orden con una constante de tiempo muy grande (T — o).
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 3.1. t_primer_orden

& Respuesta temporal de los sistemas lineales de primer orden de tiempo continuo sin ceros - Sysquake Runtime i I _(3ix]
Opdones  Info

Respuesta temporal

Respuesta temporal: Primer orden ¥t
L =
Parametros

25t @
k[ 1.000

66 =+ T

I
T[s] 1.000 = 100
[

Caracteristicas
Valor en régimen estacioinario, AU[-]: 2
Tiempo de establecimiento. . [s]: 4

Representacion polo-cero [ Mostrar mittiples sistemas.

2 0 02 04 08 08 1 12 14 18 18 2 22 24 28 28 3 32 34 3B tfs]

Sefial de enfrada

0 . 1=0.71, u=2.00

7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4Re 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 32 34 36 tfg

Tiempo escalén: 9e-2 [s], Amplitud escalén: 2 []
Respuesta temporal: Primer orden

El objetivo principal de esta ficha es analizar la respuesta temporal de un sistema lineal de primer
orden frente a una entrada en forma de escalén, en funcién de la localizacién del polo y su ganancia
estdtica. Se analiza por tanto la relacién entre el plano s, la funcién de transferencia y la respuesta
temporal. La aplicacién estd dividida en cuatro dreas principales y es totalmente interactiva, en el
sentido de que la modificacién del valor de un pardmetro en cualquiera de dichas dreas se refleja
automdticamente en las otras representaciones.

En el drea superior izquierda de la herramienta se muestran los Parametros numéricos (ganancia
estdtica k y constante de tiempo 7) y la funcién de transferencia que definen al sistema bajo estudio,
junto a indices que describen la respuesta temporal del sistema seleccionado (Caracteristicas), que en
este caso son el valor de la salida en régimen estacionario y el tiempo de establecimiento del 2 % (47).

El valor de la ganancia estdtica k se puede modificar pulsando con el ratén sobre el cuadro
de texto que muestra su valor. El fondo del texto cambia a color amarillo y a través del tecla-
do se puede introducir un valor numérico, que se refresca en la pantalla una vez que se pulse
intro. También se puede modificar su valor utilizando la barra de desplazamiento (slider) que
aparece bajo el cuadro de texto correspondiente. La inclusién de ganancias estdticas negativas
debe hacerse introduciendo su valor con el signo correspondiente en el cuadro de texto (y automad-
ticamente los limites de la barra de desplazamiento tendrdn en cuenta el nuevo signo de la ganancia).
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Aplicacion...

La constante de tiempo T se puede modificar de una forma similar. Cuando se cambian los valores
de k y T, automaticamente se actualizan la representacién simbdlica de la funcién de transferencia y
las caracteristicas temporales, asi como los datos del resto de representaciones graficas.

Representacion polo-cero: En la parte inferior izquierda se representa el plano s (o plano complejo),
donde se dibuja la localizacién del polo del sistema analizado (o la posicién de los polos de los sis-
temas estudiados si se selecciona la opcién de Mostrar multiples sistemas que se comentard posterior-
mente), utilizando una x como simbolo de representacién. Es posible modificar la posicién del polo
arrastrandolo con el ratén (siguiendo un movimiento hacia derecha o izquierda). Cuando se suelta el
botén interior del ratén el polo queda en su nueva localizacién. Cuando se posiciona el ratén sobre el
polo, su valor se muestra en la esquina inferior izquierda de la herramienta. El tridngulo que aparece
en la parte inferior de la grafica permite cambiar la escala simultdneamente en los ejes de abscisas y
ordenadas (pulsando a la izquierda del tridngulo la escala aumenta y a la derecha se reduce).

En el drea superior derecha de la aplicacion se muestra la Respuesta temporal de los diferentes sistemas
de primer orden representados. Cuando se sitda el rat6n sobre cualquier punto de la gréfica, se hacen
visibles unas etiquetas con los valores de las variables en ese punto ((t,y) para la salida y (t,u) para
la entrada). La gréfica incluye dos circulos asociados a la respuesta temporal. El circulo superior
permite modificar el valor final y la pendiente inicial de la respuesta (afectando a los valores de k y
T), mientras que utilizando el circulo inferior se puede modificar el valor de 7 (el circulo estd asociado
al tiempo que tarda el sistema en alcanzar el 63 % de su valor final tras la introduccién del escalén
a la entrada). Colocando el ratén sobre los dos circulos se muestra la informacién sobre la ganancia
estdtica y constante de tiempo en la esquina inferior izquierda de la herramienta.

Senfal de entrada: En la zona inferior derecha se dibuja la sefial escalén introducida al sistema que
proporciona las respuestas mostradas en la grafica superior. Hay dos circulos negros asociados al
cambio en forma de escalén. Accediendo con el rat6n sobre el circulo superior (o bien sobre la linea
negra horizontal de trazo discontinuo) se puede modificar la amplitud del escalén, mientras que el
circulo inferior (o el arrastre de la linea negra vertical de trazo discontinuo) permite modificar el
instante de activacién de la sefial. En la esquina inferior izquierda de la herramienta se visualiza
también el instante en que se introduce el escalén y la amplitud del mismo. Las distintas escalas de
las figuras pueden ser modificadas haciendo uso de los tridngulos de color negro que aparecen en
los ejes de abscisas y ordenadas (Capitulo 1, Seccién 1.6).

Para el caso donde se estdn mostrando cinco sistemas (usando los c6digos de colores de la Biblioteca
rojo, azul, verde, magenta y celeste), haciendo uso de la opcién Mostrar maltiples sistemas, el sistema
activo representado en el drea Parametros se selecciona pulsando sobre su polo representativo en la
gréfica de Representacion polo-cero o sobre cualquier punto de su respuesta temporal en la grafica
Respuesta temporal, resaltdndose automaticamente en negrita. Cuando se selecciona Mostrar multiples
sistemas, en el ment Opciones aparecen distintas posibilidades o ejemplos para inicializar la posicién
de los polos y poder comparar la respuesta de diferentes sistemas en funcién de sus pardmetros:

» Efecto ganancia: Inicia el atributo k de cinco modelos con distintos valores, siendo T constante
(T = 1) para todos ellos.

= Efecto constante tiempo: Inicializa el atributo T de cinco modelos con valores diferentes, siendo k
constante (k = 1) en todos ellos.
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Ejercicios

1.

10.

Desplace el polo del sistema a lo largo del eje real sin salir del semiplano izquierdo (sombrea-
do en amarillo). ;Qué cambio se observa en la respuesta temporal? ;Qué implica mover hacia la
derecha?, ;y hacia la izquierda? ;Qué pardmetros de la funcién de transferencia se ven afectados?

Desplace el polo del sistema hacia el semiplano derecho del plano s. ;Qué tipo de respuesta se
obtiene? ;Por qué desaparecen aparentemente las caracteristicas temporales de la herramienta?
¢Tiene algtin efecto en este caso poner una ganancia estatica negativa?

Coloque la activacién de la sefial en escalén en el instante ¢ = 5 s y su amplitud en un valor igual
a 2. Seleccione un valor de k = 1y de T = 3 s. ;Cudnto tiempo pasa hasta que la respuesta del
sistema llega al 63 % de su valor final tras la introduccién del escalon? ;Cudnto tiempo transcurre
hasta que la respuesta del sistema alcanza el 98 % de su valor de estado estacionario?

Coloque la activacién de la sefial en escalén en el instante f = 5 s y su amplitud en un valor igual
a 2. Seleccione un valor de k = —1y de T = 3 s. ;Cudnto tiempo pasa hasta que la respuesta del
sistema llega al 63 % de su valor final tras la introduccién del escalén? ;Cudnto tiempo transcu-
rre hasta que la respuesta del sistema alcanza el 98 % de su valor de estado estacionario? ;Qué
diferencias observa respecto al ejercicio anterior?

¢Coémo cambia la ubicacién del polo en el plano s cuando se modifica la ganancia usando la barra
de desplazamiento? Justifique la respuesta.

Considere un sistema con un polo en s = —3 y cuyo valor en régimen estacionario cuando la
entrada es un escal6n unitario es de 0.5. Incluya esos valores en la herramienta y verifique los
resultados. ;Cuadl es el valor de la constante de tiempo del sistema? ;Cual es el valor de su ganancia
estdtica? ;Cudnto tiempo transcurre hasta que la respuesta del sistema llega al 63 % de su valor
final tras introducir una entrada en forma de escalén unitario? ;Cudnto tiempo transcurre desde
que se introduce una sefal en forma de escalén a la entrada hasta que la respuesta del sistema
llega al 98 % de su valor final? ;Cuadl es la pendiente inicial de la respuesta? ;Cuadl es la funcién
de transferencia del sistema? ;Cuadl es el valor de la salida en régimen estacionario? Verifique los
resultados en la herramienta.

Para la configuracién que aparece por omisién al arrancar la herramienta, analice qué ocurre con
la respuesta cuando cambia el valor de T a 0.01 s y 100 s. ;Qué valor se obtiene de la pendiente
inicial de la respuesta?

Seleccionando la opcién de Mostrar multiples sistemas, acceda al ment Opciones y seleccione Efecto
ganancia. Indique el valor de la ganancia estdtica y de la constante de tiempo de los cinco sistemas
que se representan.

Seleccionando la opcién de Mostrar multiples sistemas, acceda al ment Opciones y seleccione Efecto
constante de tiempo. Indique el valor de la ganancia estdtica y de la constante de tiempo de los cinco
sistemas que se representan.

La respuesta temporal de dos sistemas dindmicos lineales cuando a la entrada se introduce un
escalén de amplitud 2 en t = 0 viene dada por:

t

y(t) =6(1—e75), para t>0,
y(t) = —4(1— e_%), para t>0.

Indique el valor de la constante de tiempo y la ganancia estdtica de cada sistema, asi como su
tiempo de establecimiento.
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3.2 Respuesta temporal de los sistemas lineales de segundo orden de tiempo
continuo sin ceros

Herramienta interactiva: 3.2. t_segundo_orden

Conceptos analizados en la ficha

= Modelado de sistemas dindmicos lineales invariantes en el tiempo mediante una ecuacién diferen-
cial lineal de segundo orden.

= Obtencién de la funcién de transferencia de un sistema de segundo orden a partir de una ecuacién
diferencial lineal.

= Andlisis de la respuesta temporal de un sistema dindmico lineal de segundo orden cuando la
entrada es una sefial en forma de escalén.

= Concepto de ganancia estdtica y su efecto sobre la respuesta temporal del sistema cuando la entra-
da es una sefial en forma de escalén.

= Concepto de factor de amortiguamiento relativo y su efecto sobre la respuesta temporal del sis-
tema.

= Concepto de frecuencia natural no amortiguada y su efecto sobre la respuesta temporal del sis-
tema.

= Concepto de sistema de segundo orden sobreamortiguado, criticamente amortiguado, subamor-
tiguado, criticamente estable e inestable.

= Andlisis de la estabilidad de sistemas lineales de segundo orden.

Teoria  Los sistemas de segundo orden, tal y como su nombre indica, se pueden describir mediante
una ecuacion diferencial normalizada de segundo orden del tipo:

dy(t) dy(t) | o 2
dyt ; +2M‘Z—t + w2y (t) = kw?u(t) (3.9)
donde y(t) y u(t) son la salida y la entrada del sistema respectivamente. Existen sistemas con dindmicas
de segundo orden “puras” o formadas por la combinacién de dos sistemas de primer orden en serie
(producto de dos funciones de transferencia de primer orden*). La funcién de transferencia estdndar de
un sistema de segundo orden viene dada por:

2

kews,
= n 3.10
52 + 2§Cdn5 + w% ( )

G(s)

en la que el polinomio del denominador se denomina polinomio caracteristico ](s), cuyas raices (solucién
de la ecuacién caracteristica J(s) = 0) son los polos de la funcién de transferencia, que en este caso
pueden ser reales o complejos conjugados. Los parametros que definen la funcién de transferencia son:

= kesla ganancia canénica o ganancia estitica del sistema, que representa el cociente entre la amplitud
de la respuesta del sistema en régimen estacionario y la amplitud del escalén de entrada al mismo.
Se puede obtener haciendo s = 0 en la funcién de transferencia, G(0) = k.

4Como se analizard en el Capitulo 6, la funcién de transferencia de dos sistemas en serie Gy (s) y Ga(s) es el producto de ambas
Gi1(s)Ga(s), consecuencia de la aplicacién de las propiedades de la transformada de Laplace.
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= J es el coeficiente, razén o factor de amortiguamiento relativo del sistema (adimensional), que
determinard la forma de la respuesta transitoria. En funcién de su valor se puede deducir si el
sistema es inestable ({ < 0), criticamente estable o no amortiguado ({ = 0), subamortiguado
(0 < T < 1), criticamente amortiguado (§ = 1) o sobreamortiguado (J > 1).

= wy es la frecuencia natural no amortiguada (rad/s), que corresponde a la frecuencia con la que
oscilaria el sistema si no existiese amortiguamiento (§ = 0, respuesta de tipo senoidal).

Evidentemente, para que se obtenga una respuesta limitada cuando la sefial de entrada tiene forma
de escaldn (sefial acotada), los polos del sistema deben estar en la parte izquierda del plano s. Si alguna
de sus raices estd en el semiplano derecho s, el sistema serd inestable. Si la ecuacién caracteristica del
sistema (J(s) = s + 2Jwys + w? = 0) tiene las raices sobre el eje imaginario (eje jw), la salida en estado
estacionario cuando la entrada es una sefial en escalén tendrd oscilaciones mantenidas, a menos que la
entrada sea una sinusoide cuya frecuencia sea igual a la magnitud de las raices del eje jw. Para este caso,
la salida estd sin acotar. A tal sistema se le denomina marginalmente estable, debido a que tinicamente
algunas entradas limitadas (sinusoides de la frecuencia de los polos) hardn que la salida no esté acotada.

La respuesta temporal cuando la entrada tiene forma de escalén de amplitud U, (U(s) = U./s) se
puede obtener a partir de:
kw? U,

=5 — 3.11
52+ 28wys + w3 s (31D

Y(s) = G(s)U(s)
aplicando la transformada inversa de Laplace, y(t) = £~ {Y(s)}, o bien resolviendo la ecuacién dife-

rencial con:
0, t<0
u(t) - 7
u, t>0

siendo necesario diferenciar los casos: 0 < { < 1, { > 1y T < 0. En todos ellos, la respuesta temporal de
los sistemas de segundo orden comienza en ¢ = 0 con pendiente nula. Se puede comprobar facilmente
haciendo dy(t)/dt|;—o.

» Sistema subamortiguado: Para el caso 0 < { < 1 se obtiene que los polos del sistema (raices de
la ecuacién caracteristica) son complejos conjugados, (s1 = —Jwy + jwu\/1— 32y 5] = —Tw, —

jwny/1 — §?) y la respuesta temporal a entrada en escalén es:

y(t) = kU, t>0 (3.12)

1— e Swnt (cos wgt +

ﬁsenw,ﬂ)] ,

donde w; = wy+/1 — 32 es la frecuencia natural amortiguada. Se puede observar cémo la compo-
nente compleja de los polos produce una respuesta temporal con presencia de senos y cosenos que
dan lugar a oscilaciones que se amortiguan con la envolvente exponencial. Al producto ¢ = Jwj
se le denomina factor de amortiguamiento, que es una constante que determina las propiedades de
amortiguamiento de un sistema. Determina la velocidad de crecimiento o decaimiento de la res-
puesta a escalén unitario de un sistema de segundo orden subamortiguado.

» Sistema sobreamortiquado: Cuando el factor de amortiguamiento relativo { > 1, los polos del sistema
de segundo orden serdn reales (s = —1/1 = —Jwy —wp VP -1y so = =1/ = —TJw, +
wy+/G? —1) . La funcién de transferencia en este caso viene dada por:

k
(s +1) (s +1)

G(s) = (3.13)
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donde T, es la constante de tiempo asociada al polo mds cercano al eje imaginario, que provoca
la exponencial mds lenta (2 > 77) y la respuesta temporal se puede obtener por tanto como la
combinacién de dos sistemas de primer orden:

_t Tl _t
e 2+ e Tl), t>0 (3.14)
T—70 -7

y(t) = kU, (1 -

Cuando { = 1, las dos raices son iguales s; = sp (11 = T2) y al sistema se le denomina criticamente
amortiguado. Su funcién de transferencia viene dada por:

k

G() = —— 3.15
(S) (TS + 1)2 ( )

y la respuesta a escalén tiene la siguiente expresion analitica:
y(t) = kU, (1 e £e4> . t>0 (3.16)

Sistema criticamente estable: Como se puede observar en la ecuacién (3.12), cuando § = 0 los dos
polos complejos conjugados se encuentran sobre el eje imaginario (con parte real nula) y se obtiene
una respuesta con una oscilacién mantenida dada por:

y(t) = kU, (1 — cos (wyut)), t>0 (3.17)

Sistema inestable: En el caso § < 0 el sistema serd inestable. Tendra dos polos complejos conjugados
con parte real en el semiplano derecho si —1 < { < 0 (respuesta inestable oscilatoria) o bien dos
polos reales en el semiplano derecho si { < —1 (respuesta inestable de tipo exponencial).

Tanto en el caso subamortiguado como en el sobreamortiguado, un anélisis interesante consiste en

estudiar la localizacién de los polos de un sistema de segundo orden en funcién de los pardmetros carac-
teristicos de la funcién de transferencia. A partir de dichos parametros, se pueden encontrar relaciones
con determinadas caracteristicas puntuales de la respuesta temporal del sistema (que, como se analizard
en el Capitulo 7, ademds pueden ser utilizadas como especificaciones de funcionamiento en lazo cerra-
do en el disefio de sistemas de control). Las caracteristicas de la respuesta temporal mds extendidas son
(ver Figura 3.1):

» Sobreoscilacién (SO(%)): Representa el sobrepico o sobreelongacién del sistema en %, que es la di-

ferencia entre el maximo valor de pico de la respuesta y el valor de régimen estacionario, relativa
a dicho valor de régimen estacionario (en %). Para el caso subamortiguado, derivando la ecuacién
(3.12) eigualando a cero se puede obtener el valor mdximo de y(t) que define la sobreoscilacién, asi
como el tiempo en el que se alcanza dicho méximo (tiempo de pico). El valor de la sobreoscilacién
viene dado por:
gy — —{r
SO(%) = 100 exp <m> (3.18)

Como es légico, su definicién tiene sentido tinicamente en el caso subamortiguado.

Tiempo de pico (t, (s)): Tiempo que tarda la respuesta del sistema en alcanzar su valor de pico
medido desde el instante en que se introduce el escalén. Derivando la ecuacién (3.12) e igualando
a cero para obtener el maximo se obtiene el valor del tiempo de pico:

=== — (3.19)

T Wi we/1- (2
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Plano s=04w

y(t)

Re' o0

Figura 3.1 Pardmetros que caracterizan la respuesta temporal y la representacién en el plano complejo de un sistema de
segundo orden subamortiguado

» Tiempo de subida (t; (s)): En el caso subamortiguado, es el tiempo que transcurre desde que empieza
a evolucionar la salida hasta que alcanza por primera vez su valor de régimen estacionario:

to — "ajdq’ (3.20)

con § = cos(¢), siendo ¢ el dangulo que forman los polos complejos conjugados con el eje de absci-
sas. En sistemas sobreamortiguados se define como el tiempo que tarda la respuesta en evolucionar
entre el 10 % y el 90 % de su valor de régimen estacionario.

» Tiempo de establecimiento (t. (s)): Tiempo que transcurre desde que la salida del sistema comienza
a evolucionar hasta que la respuesta se sitda establemente en torno al 2% del valor de régimen

estacionario. Viene dado por:
4

= %o

En el caso sobreamortiguado ({ > 1), su valor viene dado por f, ~ 4(11 + 7).

te (3.21)

Se pueden analizar los efectos que produce la variacién de la localizacién de los polos en un sistema
de segundo orden subamortiguado con una expresién en funcién de la parte real e imaginaria de las
raices [35] (ver Figura 3.1), donde |0| = Jwy, y wy = wyy/1 — §2. La constante de tiempo de la envolvente
exponencial de la curva de respuesta de un sistema de segundo orden subamortiguado es T = 1/|c]|.
w32 B w3+ 0?

T 24 2Tws + w2 $2 4205 + (w3 +0?)

G(s)

Caso I: Efectos de aumentos en ¢ (con wy constante)
= La parte imaginaria de los polos permanece constante y aumenta (en valor absoluto) la parte real.
= El] tiempo de establecimiento disminuye.

= El tiempo de subida disminuye porque la distancia del polo al origen aumenta.
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= La sobreoscilacién disminuye, pues { aumenta.
= El tiempo de pico permanece constante porque wy se ha fijado.
= El ancho de banda® aumenta porque es proporcional a wy,.
Caso 1I: Efectos de aumentos en wy (con o constante)
= La parte real de los polos permanece constante y se aumenta la parte imaginaria.
= El tiempo de establecimiento permanece constante.
= La sobreoscilacion y el ancho de banda aumentan.
= El tiempo de pico y el tiempo de subida disminuyen.
Caso 11I: Efectos de aumentos en wy, (con § constante)
= Los polos se mueven radialmente alejandose del origen.
= La sobreoscilaciéon permanece constante.
= Los tiempos de subida, pico y establecimiento disminuyen.
s El ancho de banda aumenta.
Caso 1V: Efectos de aumentos de § (con w,, constante)
= El tiempo de subida aumenta.
= La sobreoscilacién y el tiempo de establecimiento disminuyen.
= El tiempo de pico aumenta.
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Respuesta temporal: Segundo orden

El objetivo principal de esta ficha es analizar la respuesta temporal de un sistema lineal inva-
riante en el tiempo de segundo orden a una entrada en forma de escalén, en funcién de sus
pardmetros caracteristicos.

El rea superior izquierda de la herramienta estd dedicada a la definicién de los Parametros k, Jy w;,,
que determinan la funcién de transferencia del sistema (que se muestra también de forma simbdlica
normalizada). Los valores de los pardmetros se pueden modificar sobre el cuadro de texto correspon-
diente (introduciendo por teclado un valor numérico) o bien utilizando la barra de desplazamiento
(slider) asociada.

Bajo la seccién Parametros se ubica la dedicada a las Caracteristicas de la respuesta temporal.
La respuesta temporal de un sistema de segundo orden subamortiguado estd caracterizada por los
siguientes parametros:

= SO [ %]: Sobreoscilacién, sobrepico o sobreelongacion del sistema en %.
= t, [s]: Tiempo de pico del sistema.

» t; [s]: Tiempo de subida del sistema.

» £, [s]: Tiempo de establecimiento.
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En el caso en que se introduzca un valor de { > 1, se produce un cambio en el drea de los Para-
metros para describir una respuesta sobreamortiguada definida por la ecuacioén (3.14), donde 71 y T
representan las constantes de tiempo caracteristicas de los dos polos reales del sistema. La ganancia
estdtica k sigue teniendo el mismo significado. En este caso la representacion simbdlica de la fun-
cién de transferencia también cambia. En la zona de Caracteristicas ya tinicamente tiene un valor el
tiempo de establecimiento, que viene dado por 4(1; + 12).

En la zona inferior izquierda de la aplicacion estd ubicada la Representacion polo-cero, representacion
del plano s o plano complejo. Esta grafica permite analizar los cambios en la dindmica del sistema de-
bidos ala modificacién de la posiciéon de los polos del sistema (representados mediante el simbolo x).
Se pueden arrastrar con el ratén a otra localizaciéon del plano complejo. Cuando se sittia el ratén sobre
cualquiera de los polos, se muestra su posicién en la esquina inferior izquierda de la herramienta. En
esta grafica se puede pasar del caso subamortiguado al sobreamortiguado y viceversa acercando o
alejando los polos del eje real respectivamente (como se puede observar, se actualizan las representa-
ciones en el drea de Parametros que se ha descrito previamente). Por omisién, la herramienta muestra
un tnico sistema de segundo orden, pero es posible Mostrar muiltiples sistemas simultdneamente (cinco
sistemas) seleccionando la opcién que se encuentra sobre la gréfica de la Representacion polo-cero. La
seleccion del sistema activo se realiza pinchando con el ratén sobre sus polos o respuesta temporal
descriptiva y se representa en color negro y linea con trazo mds grueso. El resto de sistemas se dibu-
jan usando los colores definidos en la librerfa. El tridngulo inferior permite cambiar simultdneamente
las escalas horizontal y vertical, pinchando a su izquierda o derecha.

La zona derecha de la herramienta representa la Respuesta temporal del sistema en la zona superior
cuando se introduce una entrada en forma de escalén, definida en la zona inferior derecha (Sefal de
entrada). Desde la gréfica de Respuesta temporal es posible observar la relacion entre la respuesta tem-
poral del sistema y sus pardmetros caracteristicos, pudiendo cambiar sus valores interactivamente.
Por ejemplo, es posible modificar la sobreoscilaciéon de la respuesta temporal y por tanto el factor de
amortiguamiento relativo y la posicion de los polos del sistema cambiando la posicién del circulo ne-
gro que aparece en el punto de valor maximo de la respuesta temporal (existe una relacién biunivoca
entre la sobreoscilacion y el factor de amortiguamiento relativo).

Por otro lado, es posible modificar la frecuencia natural no amortiguada desplazando a izquier-
da o derecha la linea vertical discontinua que pasa por el punto de valor méximo de la respuesta
temporal y que se muestra en la figura, asi como la ganancia estdtica del proceso desplazando en
direccién vertical la linea horizontal de trazo discontinuo. En el caso que el sistema posea dos polos
reales, apareceran dos lineas discontinuas verticales representando las constantes de tiempo asocia-
das y que permitirdn modificar su valor interactivamente en la grafica de Respuesta temporal. En esta
figura se puede pasar del caso subamortiguado al sobreamortiguado arrastrando el punto asociado
a la sobreoscilacién hacia abajo (se llegaria al caso criticamente amortiguado donde { = 1y a partir
de ahf al caso sobreamortiguado arrastrando a derecha o izquierda las lineas verticales discontinuas
que representan las constantes de tiempo representativas de los dos polos). Sin embargo, no se puede
pasar del caso sobreamortiguado al subamortiguado (problema multivaluado), siendo necesario ha-
cerlo en el drea de Parametros o en la gréfica de Representacion polo-cero tal y como se ha explicado
previamente. Cuando se accede a cualquiera de los elementos interactivos de la grafica, sus valores
asociados se representan también en la esquina inferior izquierda de la herramienta.
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En la parte inferior derecha se muestra la Sefial de entrada en forma de escal6n introducida al sistema
que produce las respuestas mostradas en la grafica superior. Hay dos circulos negros asociados al
cambio en forma de escalén. Accediendo con el ratén sobre el circulo superior se puede modificar la
amplitud del escalén (también desplazando verticalmente la linea discontinua horizontal que marca
el valor final del escalén), mientras que el circulo inferior permite modificar el instante de activacién
de la sefial (o bien un desplazamiento horizontal de la linea vertical discontinua que pasa por ese
punto). En la esquina inferior izquierda de la herramienta se visualiza también el instante en que se
introduce el escalén y la amplitud del mismo.

Tanto en la gréfica de la Respuesta temporal como en la de la Sefial de entrada, cuando se sitda el raton
sobre las curvas de evolucién temporal, se hace visible una etiqueta que indica el valor del tiempo
(t) y la salida (y) en el primer caso y del tiempo () y la entrada (u) en el segundo. Las escalas de las
figuras pueden ser modificadas haciendo uso de los tridngulos de color negro que aparecen en los
ejes de abscisas y ordenadas, como se explicé en la Seccién 1.6 del Capitulo 1.

Con la opcién Mostrar multiples sistemas, el sistema activo para el cual se muestran sus pardmetros en el
drea Parametros se puede seleccionar pulsando sobre la localizacién de los polos correspondientes (en
la grafica Representacion polo-cero) o sobre la respuesta temporal deseada (gréficas Respuesta temporal).
Esta opcidn habilita los siguientes ejemplos incluidos en el mend Opciones:

s Efecto factor amortiguamiento: Se comparan sistemas de segundo orden con la misma w,,, dibu-
jdndose en la grafica de Representacién polo-cero un circulo que representa el lugar geométrico
de los puntos con w,, constante y sobre él se ubican los polos de los cinco sistemas representati-
vos, de modo que de un simple vistazo se puede observar como varia la respuesta temporal en
funcién del factor de amortiguamiento relativo . Los polos se pueden desplazar a lo largo del
circulo para visualizar el efecto que dicho desplazamiento produce sobre los otros pardmetros
del sistema dindmico y sobre la respuesta temporal del mismo (el sistema activo siempre se
muestra en trazo de color negro y linea mds gruesa). Para modificar el valor de w;, que describe
el lugar geométrico se puede pinchar con el ratén sobre cualquier punto del circulo (represen-
tado en linea discontinua) y arrastrar hacia el exterior (incremento de wy,) o hacia el interior
(decremento de w;,). Légicamente el nuevo valor de wy, se actualiza en el drea de Parametros y
en la representacion simbdlica de la funcién de transferencia del sistema activo, modificindose
también las respuestas temporales asociadas en la gréfica de Respuesta temporal. Este ejemplo
permite analizar el caso IV de estudio descrito en el resumen de teoria de esta ficha.

= Efecto frecuencia no amortiguada: Se comparan sistemas de segundo orden con el mismo J y dis-
tintos valores de wj, (correspondiente al caso III tratado al final del resumen de teoria), visual-
izandose en la grafica de Representacion polo-cero dos lineas discontinuas que parten del origen
y que definen el lugar geométrico de los puntos con { constante (nétese que el dngulo ¢ que
forman esas lineas con el eje de abscisas estd relacionado con J a través de cos(¢) = 7). Una
vez que se selecciona uno de los cinco sistemas se pueden desplazar los polos a lo largo de esa
linea para ver cémo se modifica la frecuencia natural asociada y su efecto sobre las respuestas
temporales. Si se mantiene pulsado el ratén sobre la linea discontinua, se puede modificar el
angulo que dicha linea forma con el eje de abscisas y por tanto g, viéndose afectadas las cinco
gréficas de respuestas temporales y los valores de los pardmetros asociados al sistema activo y
mostrados en el drea de Parametros.
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= Parte imaginaria constante: Se comparan sistemas de segundo orden cuyas raices tienen la misma
parte imaginaria y distinta parte real. Al seleccionar esta opcién, sobre la grafica de Representa-
cion polo-cero aparecen dos lineas horizontales discontinuas que representan el lugar geométrico
de los polos que tienen la misma parte imaginaria (las raices del polinomio caracteristico tienen
la misma parte imaginaria). El valor de dicha parte imaginaria se puede modificar desplazando
verticalmente las dos lineas discontinuas y sobre dichas lineas se pueden mover los polos de
los sistemas activos, actualizdndose autométicamente los valores de los pardmetros en el drea
representativa de los mismos y la respuesta temporal asociada. Este ejemplo se corresponde al
caso I de estudio tratado al final del resumen tedrico de esta ficha.

= Parte real constante: Se comparan sistemas de segundo orden cuyas raices tienen la misma parte
real y distinta parte imaginaria (caso II de estudio del resumen de teoria). La Representacion
polo-cero incluye el lugar geométrico de las raices con el mismo valor de la parte real que es
una linea vertical de trazo discontinuo que se puede desplazar a derecha o izquierda arras-
trdndola con el ratén. Los polos se pueden desplazar verticalmente para analizar el efecto que
dicho desplazamiento produce sobre la respuesta temporal en la grdfica Respuesta temporal y
sobre los pardmetros representativos del sistema, mostrandose siempre los del sistema activo
seleccionado (en trazo negro mds grueso).

Ejercicios

1.

Utilizando la herramienta 3.2. t_segundo_orden estudie y describa el efecto de los pardmetros
tipicos de un sistema de segundo orden sobre la respuesta temporal frente a entrada en escalén:

a) Seleccione { = 0.1, k = 1y analice de forma comparativa qué valores se obtienen en la
sobreoscilacién, el tiempo de subida, el tiempo de pico y el tiempo de establecimiento cuando
wy =1, wy, =2y wy = 4rad/s. Indique también la posicién de los polos del sistema en cada
caso, relaciondndola con los valores de {y wy,.

b) Elija los valores w, = 1rad/s, k = 1y analice de forma comparativa qué valores se obtienen
en la sobreoscilacion, el tiempo de subida, el tiempo de pico y el tiempo de establecimiento
cuando § = 0.1,7 = 0.5y { = 0.8. Indique también la ubicacién de los polos del sistema en
cada caso, relaciondndola con los valores de {y w;,.

2. Para un sistema de segundo orden con ganancia estdtica unidad, { = 0.4 y w, = 2 rad/s, estime

utilizando la respuesta temporal que se muestra en la grafica de Respuesta temporal los valores de
la sobreoscilacién, el tiempo de pico, el tiempo de subida y el tiempo de establecimiento asocia-
do y compare los valores obtenidos con los que se muestran en la seccién Caracteristicas de la
herramienta.

Se dispone de un sistema que frente a entrada en escalén posee ganancia estdtica unitaria, una
sobreoscilacién del 12% y un tiempo de pico de 2.5 s. Obtenga de forma analitica los pardme-
tros caracteristicos de este sistema y corrobore el comportamiento temporal haciendo uso de la
herramienta.

Para un valor de w;, = 2rad/sy k = 1, analice la respuesta temporal y la localizacién de los polos
de un sistema de segundo orden para los valoresde { = -2, { = —0.3,{ =0, = 0.3, = 0.7,
§ =1y = 2. Indique el tipo de respuesta obtenida y describa su relacién con la localizacién de
los polos del sistema.
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Tal y como se observé en el ejercicio anterior, el valor del pardmetro { influye en gran medida en
la respuesta temporal del sistema. Existe un valor por encima del cual el sistema deja de ser oscila-
torio y por debajo del cual se obtiene una respuesta oscilatoria. Haciendo uso de la herramienta
intente determinar dicho valor.

Del mismo modo, para § = 0 compruebe haciendo uso de la herramienta que la frecuencia de
oscilacién coincide con la frecuencia natural no amortiguada wy,.

Las opciones de la herramienta interactiva permiten analizar que, para valores constantes de wy,
al variar { en el rango 0 < { < 1, se modifica el dngulo que la localizacién de los polos complejos
forma con la horizontal. De la misma forma, para valores constantes de {, al variar wj, se observa
c6mo varia la distancia de los polos con respecto al origen (hipotenusa del tridngulo que forman los
polos complejos con respecto al origen). Por tanto, dado un valor concreto de dos polos complejos
$1 = 0+ jwys] = 0 — jw, intente relacionar las partes real e imaginaria de dichos polos con los
pardmetros § y w, de un sistema de segundo orden. Utilice la herramienta para comprender y
analizar los resultados.

En el caso sobreamortiguado § > 1, dejando uno de los polos en una localizacién fija, analice el
efecto que tiene desplazar el otro polo por el eje real en la respuesta transitoria.

Seleccione en el ment Opciones de la herramienta la opcién Parte imaginaria constante. Con la con-
figuraciéon que aparece por omisién, indique los valores de la sobreoscilacién, tiempo de pico,
tiempo de subida y tiempo de establecimiento de los cinco sistemas. Conservando la misma parte
imaginaria, ;qué factor de amortiguamiento (|o| = |Jwy|) deben tener las raices para que la sobre-
oscilacion sea del 1%? ;Cuadl es el valor del tiempo de establecimiento en ese caso?

Seleccione en el ment Opciones de la herramienta la opcién Parte real constante. Con la configura-
cién que aparece por omisién, indique los valores de la sobreoscilacién, tiempo de pico, tiempo
de subida y tiempo de establecimiento de los cinco sistemas. Conservando la misma parte real,
(qué frecuencia natural amortiguada (w;) deben tener las raices para que la sobreoscilacién sea
del 1%? ;Cudl es el valor del tiempo de establecimiento en ese caso? ;Se modifica el tiempo de
establecimiento al cambiar la parte imaginaria de las raices? Justifique la respuesta.

Seleccione en el menti Opciones de la herramienta la opcién Efecto factor amortiguamiento. Con la
configuracién que aparece por omision, indique los valores de la sobreoscilacién, tiempo de pico,
tiempo de subida y tiempo de establecimiento de los cinco sistemas. Conservando la frecuencia
natural no amortiguada constante, ;qué posicién deben tener los polos complejos conjugados para
que la sobreoscilacién sea del 1 %? ;Cudl el el valor del tiempo de establecimiento en ese caso?

Seleccione en el ment Opciones de la herramienta la opcién Efecto frecuencia no amortiguada. Con
la configuracién que aparece por omisién, indique los valores de la sobreoscilacién, tiempo de
pico, tiempo de subida y tiempo de establecimiento de los cinco sistemas. Conservando el factor
de amortiguamiento relativo constante, ;qué posicién deben tener los polos complejos conjugados
para que el tiempo de establecimiento sea de 2 s? ;Cudl es el valor de la sobreoscilacion?

Introduzca en la herramienta un sistema con funcién de transferencia:
2

°®) = r12

Introduzca una sefial en forma de escalén unitario a la entrada. Compruebe analiticamente y ha-
ciendo uso de la herramienta que:

a) Lasalida parte con pendiente nula.
b) Cuando f = 7 la salida alcanza el valor y(7) = 0.5284.



48 - Capitulo 3. Respuesta temporal

3.3 Efecto de un cero en la respuesta temporal de sistemas lineales de primer
orden de tiempo continuo

Herramienta interactiva: 3.3. t_primer_orden_cero

Conceptos analizados en la ficha

= Efecto de un cero en la respuesta temporal a entrada en forma de escalén escalén de un sistema
lineal invariante en el tiempo de primer orden.

= Efecto de un cero en el semiplano derecho. Sistemas de fase no minima.

Teoria Como se analizé en la ficha 3.1, la funcién de transferencia y la respuesta temporal de un
sistema de primer orden cuando la entrada es una sefial de escalén viene dada por®:

Vi) k ok
Gils) = Ueis) ts+1 nls) = Ts+1 s
yi(t) =k U, (1—e*%t) (3.22)

donde y1(t) y u(t) son la salida y la entrada del sistema respectivamente, k es la ganancia estdtica y 7 la
constante de tiempo (ver Seccién 3.1). Existen sistemas dindmicos lineales de primer orden que pueden
ser descritos por ecuaciones diferenciales que dependen de la derivada de la entrada y no sélo de su

valor: ay (1) du(h
T +y(t) =k <ﬁ + u(t)) (3.23)

dt dt

donde y(t) y u(t) son la salida y la entrada del sistema respectivamente. La funcién de transferencia
representativa de este tipo de sistemas puede escribirse de la siguiente forma:

:kﬁs+1

G6) = g = ey (3.24)

Esta funcién de transferencia presenta un polinomio de primer grado en el numerador y un polinomio
de primer grado en el denominador. La raiz del polinomio del denominador, (s = —1/7), recibe el
nombre de polo del sistema mientras que la del polinomio del numerador, (s = —1/p), recibe el nombre
de cero del sistema, que procede de la presencia en la ecuacién diferencial de la derivada de la entrada.
Asimilando la variable s al operador derivada’ (£(du(t)/dt) = sU(s)), la respuesta temporal del sistema
a un escalén de amplitud U, (U, = 1 en caso de escalén unitario) aplicado en t = 0 puede escribirse
como la suma de la respuesta del sistema con p = 0 (la que tiene el sistema sin el cero (3.22)), mds la
derivada de dicha respuesta ponderada por B:

y(t) = £~ {G (s) %} = y1(t) + ﬁ—dy;t(t) — kU, (1 ety ge.}t>

y(t) =k U, (1 + (§ - 1) e—%f) (3.25)

%Se utiliza el subindice 1 en la salida y la funcién de transferencia porque facilita la explicacién de la teorfa.
"Propiedad de la derivacién en t de la transformada de Laplace (Tabla 3.1).
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parat > 0. Como se puede observar, el cero no afecta a la estabilidad del sistema, pues  no aparece en la
exponencial de (3.25) y inicamente modifica la respuesta transitoria. En particular, si T > 0 la respuesta
temporal vendria escrita por:

= Final de la respuesta temporal (régimen estacionario). Cuando t — oo la respuesta temporal tiende a
k U,, independientemente del valor de By T > 0.

w Inicio de la respuesta temporal. En t = tg (siendo t( el instante en que se introduce la sefial en forma de
escalén a la entrada) la respuesta temporal, (3.25), toma el valor k U, (/T) y no es por tanto igual a
cero. El motivo es que el sistema no es estrictamente propio o causal, pues el grado del polinomio
del numerador es igual al del denominador, existiendo por tanto una transmision directa de la
seflal de entrada a la salida. Pueden distinguirse dos casos :

e > 0, larespuesta presenta una discontinuidad en t = 0 y el valor que toma dicha respuesta
tiene el mismo signo que el valor que tomarda en estado estacionario.

e <0, larespuesta presenta una discontinuidad en t = 0 y el valor que toma dicha respuesta
tiene signo contrario al valor de la respuesta en régimen estacionario. Este tipo de respuesta
recibe el nombre de respuesta de fase no minima o respuesta inversa.

» Tiempo de establecimiento. La respuesta del sistema llega al 98 % de su valor final cuando ha trans-

currido un tiempo:
te=Tln (M) (3.26)

desde que se introdujo el escal6n. Este tiempo es mayor que 3.917 (47 corresponde al tiempo de
establecimiento para el sistema sin cero), siempre que f > 27. En el caso que 8 € [0, 27}, se produce
una cancelacion significativa del efecto del polo y del cero.
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 3.3. t_primer_orden_cero
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Respuesta temporal: Primer orden + cero

En la zona superior izquierda de la herramienta se muestran los Parametros numéricos y la represen-
tacion simbélica de la funcién de transferencia del sistema, junto a indices que describen la respuesta
temporal (Caracteristicas), que en este caso son la ganancia estdtica del sistema y el tiempo de esta-
blecimiento del 2% (dado por la ecuacién (3.26)). Al igual que en el caso de los sistemas de primer
orden sin ceros, los valores de los pardmetros caracteristicos se pueden modificar a través de los
cuadros de texto correspondientes o bien usando las barras de desplazamiento, actualizdndose la
representacion simbdlica de la funcién de transferencia y las otras representaciones gréficas que se
comentan a continuacién. En este caso, ademds de la ganancia estdtica k y la constante de tiempo 7
aparece la constante de tiempo del cero del sistema f como un pardmetro interactivo cuyo valor se
puede modificar.

En la parte inferior izquierda se sitta la Representacion polo-cero (plano complejo s), donde se muestra
la localizacién del polo (x) y del cero (o) del sistema analizado (o la posicién del polo y los cinco
ceros de los sistemas estudiados si se selecciona la opcién de Mostrar multiples sistemas ubicada junto
al titulo de la gréfica). Es posible modificar la ubicacién del polo y del cero mediante un movimiento
de arrastre del ratén sobre el eje de abscisas. Su posicién se muestra siempre en la esquina inferior
izquierda de la aplicacién. Las escalas horizontal y vertical se pueden cambiar pinchando a la
izquierda o derecha del tridngulo situado en la parte inferior.
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Aplicacion...

En la parte superior derecha se dibuja la Respuesta temporal de los diferentes sistemas representados.
Si se sitda el ratén sobre cualquier punto de la respuesta, se hace visible una etiqueta que indica
las coordenadas de ese punto (tiempo y valor de la salida). En el caso de un tnico sistema (esta
explicacién es extensible al caso de mdltiples sistemas), para trazar la respuesta del sistema se usa
linea negra continua, mientras que para la del sistema sin el cero se usa linea negra punteada. Los
elementos interactivos en esta grafica son:

s Lalinea horizontal discontinua permite modificar la ganancia estatica del sistema (comudn para
el sistema con el cero y sin el cero).

s El circulo colocado sobre esta linea permite modificar la pendiente inicial de la respuesta del
sistema sin el cero (y por tanto influir sobre k y ).

» El circulo inferior que hay en la misma vertical permite modificar T (como en el caso de sistemas
de primer orden sin cero).

» Finalmente, para modificar B, la herramienta incorpora un circulo de color azul (o) que se
puede desplazar en sentido vertical para representar comportamientos tanto de fase minima
(respuesta directa) como de fase no minima (respuesta inversa). El desplazamiento vertical de
este circulo afecta a la posicién del cero en la Representacion polo-cero y al valor de B en el area
Parametros.

Cuando se selecciona la opciéon Mostrar multiples sistemas, como todos comparten el mismo polo, lo
unico que cambia respecto a lo explicado previamente es que el circulo azul (o) que permite modificar
la ubicacién del cero s6lo se muestra para el sistema activo (que se selecciona accediendo con el ratén
sobre el cero elegido en la grafica de Representacion polo-cero o bien sobre cualquier punto de la grafica
de la Respuesta temporal escogida). Cuando se selecciona o coloca el ratén sobre cualquier elemento
interactivo de esta gréfica, sus valores asociados se muestran en la esquina inferior izquierda de la
herramienta.

En la zona inferior derecha de la aplicacién se muestra la Sefial de entrada en forma de escalén intro-
ducida al sistema que da lugar a las respuestas mostradas en la grafica superior. Al igual que en dicha
figura, cuando se pasa el puntero del ratén sobre la sefial de escaldn, se visualiza el valor del tiempo
correspondiente a ese punto de la grafica y la amplitud del escalén. En la esquina inferior izquierda
de la herramienta se visualiza también el instante en que se introduce el escalén y la amplitud del
mismo. Hay dos circulos de color negro (o) asociados al instante y amplitud del escalén. Accediendo
con el ratén sobre el circulo superior (o sobre la linea horizontal discontinua) se puede cambiar la am-
plitud del escalén, mientras que el circulo inferior (o la linea vertical discontinua) permite seleccionar
el instante de activacién de la sefial.

Todas estas graficas son totalmente interactivas. En el plano s es posible mover la posicién del polo y
el cero; en la gréfica de la respuesta temporal es posible modificar la pendiente inicial, el valor inicial
de la respuesta temporal y el valor final de las diferentes respuestas; en el gréfico de definicién de la
sefial de entrada es posible modificar su amplitud e instante de activacién y finalmente es posible
fijar los parametros del sistema de forma cuantitativa. Ademads las distintas escalas de las figuras
pueden ser modificadas haciendo uso de los tridngulos de color negro que aparecen en los ejes de
abscisas y ordenadas.

El menti Opciones de esta herramienta tinicamente incluye la opcién Reset.
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Ejercicios

1. Paraunvalordek =1yt = 15, analice la respuesta que se obtiene con valores de § = 0.25,0.5,1,2
y —2 s respectivamente. Indique en cada caso la ubicacién del cero en el plano s (Representacion
polo-cero) y los tiempos de establecimiento obtenidos. ;Qué ocurre si f ~ T? Comente la respuesta
analizando la evolucién temporal de la salida.

2. Repita el ejercicio anterior seleccionando la opcién Mostrar multiples sistemas y utilizando las posi-
ciones de los ceros que aparecen por omisién.

3. ;Qué ocurre si f toma un valor muy grande comparado con el de 1? (por ejemplo, = 100 s y
T = 15). Comente la respuesta obtenida y cudl cabria esperar si § — .

4. ;Qué ocurre si T toma un valor muy grande comparado con el de B? (por ejemplo, f = 1sy
T = 100 s). Comente la respuesta obtenida y cudl cabria esperar si T — oo.

5. (A partir de qué valor de j3 la respuesta del sistema de primer orden con el cero es similar a la del
sistema de primer orden sin el cero? Compruébelo utilizando k = 1 y partiendo de las siguientes
configuraciones del par (7, p) [s]: (1,0.25), (2,1), (2, —1).

6. Parak =1y valores de T = 0.1,1, 10 s respectivamente, indique los rangos de valores de  en los
que:

a) El tiempo de establecimiento del sistema con el cero es menor que el del sistema sin el cero.
b) El tiempo de establecimiento del sistema con el cero es mayor que el del sistema sin el cero.
7. Simule en la herramienta la respuesta temporal a una entrada en forma de escalén unitario de dos
sistemas de primer orden con un cero cuya salida viene dada por:
y(t) =2(1-09e71), t>0
y(t) =2(1+91%), t>0
Indique en ambos casos el valor de los pardmetros de la funcién de transferencia.
8. Usando la opcién de Mostrar multiples sistemas, encuentre combinaciones adecuadas de los para-

metros k, T, y f que proporcionen un mismo punto de partida de la respuesta temporal en t = 0
cuando la entrada es un escalén unitario.
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3.4 Efecto de un cero en la respuesta temporal de sistemas lineales de segundo
orden de tiempo continuo

Herramienta interactiva: 3.4. t_segundo_orden_cero

Conceptos analizados en la ficha

= Efecto de un cero en la respuesta temporal a una entrada en forma de escalén de un sistema lineal
invariante en el tiempo de segundo orden. Efecto de un cero en el semiplano derecho.

Teoria  Esta ficha tiene como objetivo analizar y comprender la influencia que ejerce la presencia de un
cero sobre la respuesta temporal de un sistema de segundo orden frente a una entrada tipo escalén. La
funcién de transferencia genérica de un sistema de segundo orden viene dada por:

Yo (s) kw?

Gy(s) = —
2(8) U(s)  s2+28wns + w3

(3.27)

donde k es la ganancia canénica o ganancia estdtica del sistema, J es el factor de amortiguamiento relativo
del sistema y wy, es la frecuencia natural no amortiguada (ver Seccién 3.2).

Si se considera en la funcién de transferencia anterior (3.27) la presencia de un cero con constante de
tiempo B (y por tanto situado en el plano complejo en s = —1/p), se obtiene que:

Y(s) kw%(ﬁs +1)

Gls) = U(s) 82+ 28wys + w?

(3.28)

Analizando esta nueva funcién de transferencia, G(s), se puede observar que es posible separarla en dos
términos basados en la funcién de transferencia del sistema sin el cero, G (s):

2

kws,
= +
§2 + 20wps + w? P

2

kws,
3.29
852+2gwns+w% (329)

G(s) = Ga(s)(1 4 Bs) = Ga(s) + BsGa(s)

Considerando que la respuesta temporal cuando la entrada al sistema es una sefial en escalén de ampli-
tud U, para el sistema G;(s) se puede obtener a partir de Y,(s) = Gy(s)U(s), la respuesta a escalén del
sistema descrito por G(s) se obtiene de la siguiente manera:

Y(5) = G5) 5 = (Gals) + B5Ga(s) ) 5 = Galo) - + BsGalo) 1 = Yals) + fsals) (330

siendo Y,(s) la transformada de Laplace de y(t), que es la respuesta a escalén del sistema sin el cero
representado por la ecuacién (3.27). Aplicando la tranformada inversa de Laplace:

Ay (t
y(t) = y2(t) + B yjt( ) (331)
Es decir, que en base al resultado obtenido en (3.31) se interpreta que la influencia de un cero en la
respuesta temporal de un sistema de segundo orden cuando la entrada es una sefial escalén, viene dada
por la respuesta temporal original del sistema mds la derivada de dicha respuesta ponderada por una
constante f.
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Si el sistema es sobreamortiguado, la representacién de la funcién de transferencia del sistema de
segundo orden con un cero pasa a ser:

k(Bs+1)

(s +1)(ms+1) (3.32)

G(s) =

donde 71 y T; son las constantes de tiempo asociadas a los dos polos reales (ver Seccién 3.2). En este
caso la respuesta se verd afectada por la posicién relativa del cero respecto a los dos polos reales. Cabe
recordar que cuando un cero se sittia cerca de un polo, se cancelan en gran medida los efectos de los dos
elementos en la respuesta. Si 11 # B, T2 # By T2 > 71 > 0 se obtiene la respuesta a entrada en forma de

escalon:
T —

y(t)_k<1 o=y Tlﬁef]), t>0 (3.33)
T —T T —T

Hay que destacar que las respuestas influenciadas por la presencia de un cero se clasifican en dos tipos
segtn sea el cero positivo o negativo. Cuando B > 0, el cero se encuentra en el semiplano izquierdo del
plano s y la respuesta se conoce como de fase minima, donde la respuesta temporal se verd afectada en
forma de un aumento en la rapidez de respuesta y en la sobreoscilacién. Por otro lado, cuando g < 0, el
cero se encuentra en el semiplano derecho del plano s y la respuesta se conoce como de fase no minima,
donde ahora el término que acomparia a la derivada dy; () / dt en (3.31) se resta de la respuesta temporal
y2(t) provocando una respuesta inversa a la direccién original de la respuesta del sistema durante un
periodo determinado de tiempo. En [7] se distinguen los siguientes casos:

1. B < 0: El sistema presenta respuesta inversa, que es tanto mds pronunciada cuanto mds se acerca el
cero —1/ B al origen del plano complejo.

2. B > 1 > m1: La respuesta presenta una sobreoscilacién tanto mds acusada cuanto mds cercano esté
el cero negativo al origen respecto a la posicién de los polos.

3. B~ m > 71! En ese caso, la evolucién de la salida se puede aproximar por y(t) ~ k(1 —
exp (—t/7)),t > 0, y el sistema puede tratarse como si fuera de primer orden, aunque debido
al par polo-cero despreciado, se genera un transitorio de pequefia magnitud que produce una
deriva lenta de la salida hacia su situacién de estado estacionario.

4. 1 > B > T1: La presencia del cero tiende a acelerar la respuesta respecto al caso sin cero. Si el
cero estd cerca del polo mds alejado del origen, la respuesta cada vez se aproximard mds a la de un
sistema de primer orden con constante de tiempo ;. En este caso no se produce una deriva lenta
de la salida hacia su estado estacionario porque la dindmica despreciada se anula rdpidamente.

5. T > 7 > B: Al alejar el cero del origen del plano complejo (y de los polos), la respuesta tiende a
la que tendria el sistema de segundo orden con los mismos polos pero sin el cero.
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Aplicacion
Herramienta interactiva: 3.4. t_segundo_orden_cero
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Respuesta temporal: Segundo orden + cero

Esta herramienta tiene como objetivo principal estudiar y analizar el efecto de la presencia de
un cero sobre la respuesta temporal de sistemas de segundo orden lineales invariantes en el tiempo
de forma interactiva. Para ello, la herramienta contiene 4reas enlazadas interactivamente que
permiten llevar a cabo esta tarea.

La zona izquierda de la herramienta estd dedicada a la definicién de los Parametros que describen
la funcién de transferencia del sistema, tanto en el caso subamortiguado (k, §, w, y B) como en el
sobreamortiguado (k, 7y, T2 y B), siendo posible modificar numéricamente los valores de cada uno de
ellos a través de los cuadros de texto o barras de desplazamiento disponibles con esa finalidad. Esos
valores se ven también afectados por un cambio en la posicién de los polos y/ o el cero del sistema en
la Representacion polo-cero. Ademads, la seccién Parametros incluye una representacién simbdlica de
la funcién de transferencia del sistema que se estd analizando (siguiendo la nomenclatura utilizada
en la ecuacién (3.28)), cuyos coeficientes se actualizan a medida que se produce un cambio que afecte
a los mismos en cualquier parte de la herramienta.

Por omisién, la herramienta carga un tnico sistema de segundo orden con cero, pero es posible
Mostrar miiltiples sistemas accediendo a la opcién que se encuentra sobre el gréfico de Representacion
polo-cero. En ese caso, se incluyen cinco ceros correspondientes a cinco sistemas dindmicos que tienen
los dos polos en comtn.
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Aplicacion...

Los ceros se representan mediante circulos de distintos colores (siendo el cero que representa al
sistema activo el que estd en negrita y color negro, o), mientras que los dos polos se representan usan-
do el simbolo x. Por omisién, la herramienta incluye dos polos complejos conjugados representando
a un sistema subamortiguado, pero si se arrastran dichos polos hasta el eje de abscisas, automatica-
mente se convierten en dos polos reales y se actualiza tanto la representaciéon simbdlica de la funcién
de transferencia como los cuadros descriptivos de los pardmetros segtin la ecuacién (3.32). El despla-
zamiento de polos y ceros se realiza de la forma habitual, mediante un movimiento de arrastre de los
mismos con el ratén. Su posicion se representa en la esquina inferior izquierda de la herramienta.

La zona derecha de la herramienta estd dedicada a la respuesta temporal del sistema. Existen dos gra-
ficas, Respuesta temporal, donde se visualiza la respuesta temporal de los sistemas frente a entradas
tipo escaldn, y Sefial de entrada, que contiene la entrada en escalén del sistema, pudiéndo modificarse
de forma interactiva el instante en que se produce el escalén (accediendo al circulo inferior o arras-
trando la linea vertical discontinua) o bien la amplitud del mismo (arrastrando el circulo superior o la
linea horizontal discontinua). En la esquina inferior izquierda de la herramienta se visualiza también
el instante en que se introduce el escalén y la amplitud del mismo, a la vez que sobre la grafica se
visualiza una etiqueta con el instante y el valor de la sefial del punto que se esté sefialando con el
raton.

Desde Respuesta temporal es posible observar una relacién temporal de los pardmetros caracteristicos
del sistema, pudiendo modificar sus valores interactivamente. Al colocar el puntero del ratén sobre
la curva, se activa una etiqueta con informacién sobre el instante de tiempo seleccionado y el valor
de la sefial de salida. En esta grafica se muestran tres curvas:

= Una curva en color negro con linea discontinua representando la respuesta del sistema sin el
cero (funcién de transferencia (3.27) o la correspondiente al sistema sobreamortiguado sin el
cero (3.13)).

s Una curva con linea continua y de color negro que representa la respuesta del sistema con el
cero (funcién de transferencia (3.28) para sistemas subamortiguados y (3.32) para sobreamor-
tiguados).

= Una tercera curva de trazo discontinuo y color azul, que corresponde a la derivada de y(t)

d}/z(t) )I descrito en (3.31).

dt

Mediante el circulo de color azul (o) sobre esta tltima curva, es posible cambiar el valor del
pardmetro B y por tanto de la localizacién del cero correspondiente. Ademads, como ocurria en el caso
de la herramienta dedicada a la respuesta temporal de sistemas lineales de segundo orden sin cero
(Seccidn 3.2), sobre la curva que representa al sistema original con trazo discontinuo de color negro
se puede modificar el factor de amortiguamiento relativo del sistema y por tanto la sobreoscilacion
de la respuesta temporal desplazando la posicion del circulo situado en el punto de valor maximo
de la respuesta temporal.

ponderada por el valor 5, (ﬁ

Ademads, es posible variar el valor de la frecuencia natural no amortiguada desplazando la linea
vertical de trazo discontinuo ligada al punto donde la respuesta del sistema sin el cero alcanza
su valor mdximo. También se puede cambiar la ganancia estdtica del proceso, arrastrando con el
puntero del ratén la linea horizontal discontinua que define el valor de régimen estacionario.
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Aplicacion...

En el caso que el sistema posea dos polos reales, se dibujan dos lineas verticales representan-
do las constantes de tiempo asociadas y que facilitan su modificacién de forma interactiva.
Cuando se selecciona o se coloca el puntero del ratén sobre cualquier elemento interactivo de la
grafica de Respuesta temporal, sus valores aparecen en la esquina inferior izquierda de la herramienta.

El fondo de escala de los ejes de las figuras se puede modificar a través de los tridngulos de color
negro que aparecen en dichos ejes, pulsando a derecha o izquierda de los situados en el eje de
abscisas o en la parte superior o inferior de los correspondientes al eje de ordenadas.

Cuando se selecciona Mostrar multiples sistemas, el sistema activo se obtiene pulsando sobre el cero
correspondiente o sobre la respuesta temporal seleccionada en las graficas Representacion polo-cero o
Respuesta temporal respectivamente, dibujdndose en negrita.

El mend Opciones de esta herramienta inicamente incluye la opcién Reset.

Ejercicios

1.

Estudie y describa la diferencia que se observa en la respuesta temporal cuando el cero del sistema
es positivo o negativo, es decir, cuando el cero se encuentra en el semiplano derecho o izquierdo,
respectivamente. Utilice la opcién Mostrar mltiples sistemas para un mejor andlisis de los resultados.

Introduzca un ejemplo en la herramienta con cero cuya constante de tiempo representativa viene
dada por B = 0.1 s. Modifique interactivamente su valor aumentdndolo hasta p = 4 s y poste-
riormente volviendo a decrecer su valor hasta § = 0.1 s. ;Qué influencia observa en la respuesta
temporal del sistema? ;Como se ve afectada la curva temporal de color azul representada en trazo
discontinuo?

Introduzca un ejemplo en la herramienta con p = —0.2 s. Modifique interactivamente su valor
haciéndolo decrecer hasta B = —1 s y posteriormente volviendo aumentar su valor hasta f =
—0.2 s. ;Qué influencia observa en la respuesta temporal del sistema? ;Cémo se vea afectada la
curva temporal azul representada en linea discontinua?

Para la configuracién de polos y ceros que aparece al iniciar la herramienta, analice (en relacién a
la parte real de los polos del sistema dada por ¢ = —Jw,,) a partir de qué valor de §5 el efecto del
cero deja de ser apreciable. Realice este andlisis para distintas configuraciones de polos y ceros.

Con la configuracién de polos y ceros que aparece al arrancar la herramienta, ;qué valor de B
hace que la sobreoscilacién sea el doble que la del sistema original sin el cero?, ;se ve afectado
el tiempo de pico? Justifique la respuesta. Realice este andlisis para distintas configuraciones de
polos y ceros.

Usando la configuracion de polos y ceros que se carga por omisiéon y modificando tinicamente
el valor de B = 1, justifique qué condicién define al punto en que se cortan por primera vez la
curva de respuesta del sistema original sin el cero (linea discontinua) con la respuesta del sistema
incluyendo el cero (trazo continuo grueso). Justifique la respuesta.

En el caso de respuesta inversa (sistemas de fase no minima), justifique para el caso subamortigua-
do si es posible tener una sobreoscilacion mayor que la que tiene el sistema original sin el cero. En
caso afirmativo, jdicha sobreoscilacién méxima se da para un tiempo de pico mayor o menor que
el del sistema original?
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10.

11.

12.

Capitulo 3. Respuesta temporal

Para una configuracién con dos polos reales (correspondientes a 73 = 0.5sy 7 = 1 s), encuentre
el valor de 8 a partir del cual la respuesta es similar a la del sistema original sin el cero. Modifique
la localizacién de los polos y realice de nuevo el anélisis. Justifique los resultados obtenidos.

Para una configuracién con dos polos reales (correspondientes a 7y = 0.5sy 7 = 1 s), comente la
respuesta que se obtiene cuando = 0.5s y cuando 8 = 1 s. Justifique la respuesta.

Compruebe con la herramienta el anélisis realizado en el resumen de teoria con la ecuacién (3.33).
Tome valores adecuados de 8, 71 y T2 que le permitan analizar la respuesta temporal que se obtiene
en los cinco casos considerados en funcién de la posicién relativa de los polos y el cero:

a) Bp<0:p=-1

b) B> >1:p=3sTn=2s17 =1s.

0 pr~m>1m:fp=2sn=1s,1=01s.
d nn>f>1:1n=10s, =557 =1s.
e) m>m>p1n=10s,11=5s f=1s.

Verifique que los comentarios realizados en el resumen tedrico son ciertos.

Usando la configuraciéon que aparece cuando se inicia la aplicacién, calcule el valor de § que pro-
duce:

a) Una sobreoscilaciéon del 50 %.
b) Un tiempo de pico de 2 s.

¢) Unarespuesta inversa cuyo mdximo en valor absoluto coincida con el médximo de la respuesta
directa.

Considere el siguiente sistema de segundo orden (referencia [2], pdgina 200):

d2y(t dy(t
—dytg ) +0.5—‘Z(t) +y(t)=a

du(t)

It +u(t).

con condiciones iniciales nulas.

a) Muestre que la pendiente inicial de la respuesta a escalén es a. Razone qué supone que a < 0.

b) Muestre que existen puntos en la respuesta a escalén que son invariantes con el valor de a.
Discuta cualitativamente el efecto del pardmetro a en la solucién (puede ayudarse para ello
de la opcién Mostrar multiples sistemas).

¢) Simule el sistema con la herramienta y explore el efecto que tiene a sobre el tiempo de subida
y la sobreoscilacién.
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3.5 Respuesta temporal de sistemas lineales genéricos de tiempo continuo

Herramienta interactiva: 3.5. t_genérico

Conceptos analizados en la ficha
= Sistemas lineales invariantes en el tiempo de orden superior.

= Efecto que produce la inclusién de nuevos ceros, polos, integradores y derivadores sobre la res-
puesta temporal a escalén unitario de sistemas de segundo orden.

Teoria  En las secciones previas se ha estudiado la respuesta temporal de sistemas lineales invariantes
en el tiempo de primer y segundo orden, asi como el efecto de introducir un cero en su funcién de
transferencia. En esta seccién se va a analizar también la presencia de:

» [ntegradores: polos en el origen s = 0. Como se comentd en la Seccién 3.1, un caso particular de
sistema de primer orden es un integrador, que viene representado por una funcién de transferencia
G(s) =1/s.

» Derivadores: Un derivador es un sistema que tiene una funcién de transferencia G(s) = s, es decir,
un cero en el origen s = 0.

= Tiempo de retardo (o retardo de tiempo), t,: retardo temporal puro que provoca que lo que suceda
en un tiempo t en un punto del sistema ocurre en otro punto del sistema pasado un tiempo ¢ + t,.
Su efecto es que se produce un desplazamiento temporal de la respuesta del sistema.

Ademads, cuando se obtienen modelos de sistemas fisicos o cuando se implementan sistemas de con-
trol en lazo cerrado, pueden aparecer sistemas con un orden superior al tratado hasta el momento (el
orden del modelo es el grado del polinomio del denominador de la funcién de transferencia o polinomio
caracteristico). En muchos casos, la respuesta de dichos sistemas se puede asimilar a la de sistemas mds
sencillos para facilitar, por ejemplo, el disefio de controladores (incurriendo en un error de modelado).
En estos casos, se puede comprobar que la respuesta de sistemas de orden superior se puede construir
a partir de las respuestas conocidas de sistemas de primer y segundo orden.

Un sistema de orden 1 se puede representar a través de la siguiente ecuacién diferencial de orden n:

d"y(t) " y(t) dy(t)
n A +an-1 =1 + e tm it +ﬂ0y(t) = (3.34)
d™u, (1) d"lu,(t) du(t)
= bmidt:" +bm,1dtmijl + ..+ by c;t + bou, (t)

donde y(t) es la salida del sistema, u(t) la entrada y u,(t) = u(t — t,). Aplicando la transformada de
Laplace con condiciones iniciales nulas, se obtiene la siguiente funcién de transferencia:

Y byus™ + by _1s™ 1+ 4+ b b
(S) _ mS" + 0,18 - to 018+ Oe_trs; (m < n) (335)
U(s)  ans" +a, 18" 1 + ... +ays +ag

donde el término exponencial representa el tiempo de retardo (proviene de la aplicacién de la propiedad
de desplazamiento en ¢ de la transformada de Laplace, Tabla 3.1). La condicién m < n es necesaria para
garantizar la causalidad del sistema y que el modelo tenga sentido fisico (en caso contrario la salida
del modelo en el instante actual dependeria del futuro). Las raices del numerador de la funcién de
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transferencia son los ceros y las del denominador (polinomio caracteristico) se denominan polos. Si se
factorizan los polinomios del numerador y del denominador, se puede obtener:

ez z) (5 —zm) rs
G = )G —p2) 5 pm)” (3.36)

Si se aplica el teorema del valor final a la expresion (3.36), se tiene que la ganancia estdtica de G(s) es:
m
[ (=20
=1
n
(=pi)

Como se indica en [13], es importante destacar que el teorema del valor final s6lo debe ser aplicado a
sistemas estables. Si por ejemplo se tiene que:

Y(s) = ﬁ — y(e0) = limsY(s) = _%,

que es un valor finito. Sin embargo, si p > 01la salida no es una sefial acotada, en contra de lo que predice

el teorema del valor final: «

y(t) = , (1—e)

Se van a analizar a continuacién los casos mds intuitivos y sencillos [31]. La respuesta de este sistema
a un escalén unitario, en el caso en que se consideren sélo polos reales y distintos, sin ceros y sin tiempo
de retardo, viene dada por:

. Xn: Ci (3.37)

En (3.37) ¢; es el residuo del polo en s = p; (si el sistema tiene polos mdltiples, entonces Y(s) tendrd
términos de polos multiples). En el caso estable y estrictamente causal (todos los polos en el semiplano
izquierdo, p; < 0, y grado del denominador mayor que el del numerador), los residuos determinan la
importancia relativa de cada componente de la salida. Si un polo se ubica lejos del origen, su residuo
puede ser pequefio (en funcién de las posiciones relativas de los polos y los ceros), indicando que su
influencia sobre la salida es pequefia y dura un tiempo muy corto (teniendo en este caso un polo “poco
dominante”). De ese modo, los polos dominantes son los que se encuentran mds cercanos al eje imaginario,
pudiéndose reducir el orden de modelos teniendo en cuenta este hecho (no considerando el efecto de
los polos alejados del origen).

Si se trata el caso sin tiempo de retardo y sin ceros en que los polos de Y(s) estdn formados por
polos reales y pares de polos complejos conjugados (que producen términos de segundo orden en s), se
obtiene una forma factorizada de la ecuacion caracteristica de orden superior formada por términos de
primer y segundo orden:

rod n n 1- i
Z ¢(s + Qewne) + frw em; (q+2r = n) (3.38)
=1

q
Ci
+) +
s —p; 2 4 28pwnss + wy?

iz15 ~ Pi

donde se supone que los polos son distintos. En el caso que existan polos mdltiples, también aparecerdan
términos de polos mdltiples en Y(s) (no se incluyen en esta explicacion). De esta ecuacién se puede
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inferir que la respuesta de un sistema de orden superior sin tiempo de retardo y sin ceros a una entrada
en escalén unitario es la superposicion de respuestas de sistemas de primer y segundo orden:

9 r r
y(t) =k+ Y celit + ) dge=Stntt cos (wn“/l - g%t) +) fre=St@nttsen <wn“/1 — g%t> ; >0
i=1 =1

=1

(3.39)
Si el sistema es estable, la curva de respuesta es la suma de curvas exponenciales y sinusoidales amor-
tiguadas y todos sus polos tendradn parte real negativa, de modo que en régimen estacionario la salida,
cuando la entrada tiene forma de escalén unitario, serd y(t — oo) = k.

En sistemas que tengan ceros o tiempos de retardo se pueden obtener expresiones y conclusiones
similares, pero se ha preferido restringir en esta ficha el desarrollo a los casos anteriores porque son los
mds intuitivos y faciles de comprender.

Otro concepto relacionado con los sistemas de orden superior es el de relaciéon de dominancia o do-
minancia relativa, que se analizara en la siguiente seccién.
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 3.5. t_genérico
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Respuesta temporal: Genéricos

El objetivo principal de esta ficha es analizar la respuesta temporal de sistemas lineales inva-
riantes en el tiempo genéricos, entendidos como tales aquéllos que puedan tener un ntmero
arbitrario de polos (incluyendo en este caso polos en el origen o integradores), un niimero arbitrario
de ceros (incluyendo ceros en el origen o derivadores puros) y tiempo de retardo. La herramienta
garantiza que las funciones de transferencia sean propias o causales (en el sentido que el grado del
polinomio del denominador o polinomio caracteristico debe ser mayor o igual que el grado del
polinomio del numerador). Existe una limitacién en la herramienta sobre el ntimero de polos y ceros
que se pueden incluir para que sea computacionalmente manejable, como se comenta a continuacion.

Como las aplicaciones anteriores, la herramienta es interactiva y estd dividida en cuatro dreas prin-
cipales. En este caso, aparecen novedades en la forma de manejar los elementos interactivos.

Parametros: En el drea superior izquierda se muestra una representaciéon simbdélica de la funcién
de transferencia, sobre la que aparecen dos barras de desplazamiento que permiten modificar los
valores de la ganancia estdtica k y del retardo del sistema ¢, (limitado entre 0 y 30). Los valores de
ambos pardmetros se pueden fijar también a través de cuadros de texto.
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Aplicacion...

Las denominaciones que aparecen en este caso son k; y t,,, porque es posible activar la opcién
Mostrar dos sistemas sobre la gréfica del diagrama de polos y ceros. En ese caso, la barra de despla-
zamiento y el texto correspondiente al valor de los pardmetros del sistema original se muestran en
color rojo, mientras que los correspondientes al segundo sistema (ky y t,,) se representan en azul.
Al activar ambos sistemas se hacen visibles las dos representaciones simbdlicas de las funciones de
transferencia y se superponen las barras de desplazamiento de ambos, siendo sensible la del sistema
original. Si se desplazan las barras de desplazamiento se hacen visibles ambas respuestas. En este
drea no se incluyen cuadros de texto ni barras de desplazamiento ligadas a otros pardmetros dindmi-
cos, cuyos valores se introducirdn o modificardn mediante el editor asociado al diagrama de polos y
ceros.

Representacion polo-cero: La principal novedad que introduce esta herramienta interactiva respecto
a las anteriores es la posibilidad de utilizar un editor de polos y ceros para configurar la funcién de
transferencia del sistema que se desee estudiar. Dentro de la gréfica hay una leyenda donde se indica
que los polos se dibujan usando el simbolo x, los integradores con el mismo simbolo pero en negrita
(x), los ceros con el simbolo o y los derivadores con el mismo simbolo en negrita (o). En el caso del
sistema que aparece por omisién el color utilizado es el rojo y si se selecciona la opcién de Mostrar dos
sistemas se hacen visibles las mismas leyendas en color azul, correspondientes al segundo sistema a
estudiar. La configuracion del sistema se realiza arrastrando dentro del plano complejo los elementos
gréficos situados en el repositorio (elementos x, X, o, o) junto al titulo de la figura Representacion
polo-cero. Si se colocan sobre el eje real corresponderdn a la seleccién de un polo o un cero reales y
si se dejan sobre cualquier lugar donde las raices tengan parte imaginaria corresponderan a polos
o ceros complejos conjugados. Si se arrastra sobre cualquier drea de la gréfica un integrador o un
derivador, automdticamente se ubican en el origen (s = 0). Los elementos que se introduzcan se
pueden extraer de la gréfica arrastrandolos en direccién hacia el repositorio. En todo momento existe
la limitacién de un ntimero méximo de 4 polos, no existe limitacién en el nimero de integradores y
el ntimero maximo de ceros debe ser tal que se garantice la causalidad del sistema. Esta condicién
se comprueba incluso a la hora de extraer o eliminar elementos de la gréfica (no se pueden quitar
polos si con dicha accién se pierde la condicién de causalidad). Sobre la gréfica existe un botén
de sincronizacién (Sincro) que, cuando estd activa la opciéon de Mostrar dos sistemas, provoca que el
segundo sistema (representado en azul) sea exactamente igual al primero (representado en rojo), para
poder analizar de una forma directa el efecto de modificar los pardmetros de uno de los dos sistemas
en relacién a la configuracién inicial. Colocando el puntero del ratén sobre un polo o un cero, su
posicion se indica en la esquina inferior izquierda de la aplicacion.

Respuesta temporal: En la zona superior derecha de la aplicacién se incluyen las graficas de respuestas
temporales de los sistemas representados, pudiéndose cambiar la escala accediendo a los tridngulos
colocados cerca de los ejes de abscisas y ordenadas. También se pueden modificar aqui las ganancias
estdticas de los sistemas (a través de la linea discontinua horizontal del color correspondiente) y el
tiempo de retardo (a través de la linea discontinua vertical del color asociado al sistema escogido).
Cuando se selecciona o se coloca el puntero del ratén sobre alguna de esas lineas interactivas,
se visualizan en la esquina inferior izquierda de la herramienta los valores de las variables que
representan (ganancia o tiempo de retardo). Si se coloca el ratén sobre cualquier punto de las gréficas
de respuesta temporal, se activan sobre las mismas unas etiquetas que definen las coordenadas de
ese punto - tiempo () y salida (y).
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Aplicacion...

Senal de entrada: En el drea inferior derecha se dibuja la sefial escalén introducida al sistema que
produce las respuestas mostradas en la grafica superior. Accediendo con el puntero del ratén sobre
el circulo negro superior (o bien sobre la linea negra horizontal de trazo discontinuo) se puede variar
la amplitud del escalén, mientras que el circulo inferior (o el arrastre de la linea negra vertical de trazo
discontinuo) habilita el cambio del instante de activacién de la sefial. En la esquina inferior izquierda
de la herramienta se visualiza también el instante en que se introduce el escalén y la amplitud del
mismo y, como ocurre en el caso de las gréficas de la salida del sistema, el posicionamiento del ratén
sobre cualquier punto de la sefial de escalén activa las etiquetas con las coordenadas de ese punto -
tiempo (t) y entrada (u).

En el menti Opciones existe la posibilidad de incluir cualquier funcién de transferencia en formatos
tipo (NUM,DEN) o ZPK. Se han incluido también tres ejemplos para inicializar la funcién de transfe-
rencia de los dos sistemas y poder analizar o comparar la respuesta en funcién de sus pardmetros:

= Ejemplo 1: Muestra dos sistemas, representados por las funciones de transferencia G; (s) y Ga(s),
para estudiar el efecto de los polos dominantes:

1 1
Gi(s) = m——7—— Ga(s) =
1(s) (1+0.5s)(1+s) 2(5) (1+5)
= Ejemplo 2: Sistema con un polo en's = —2, otro polo en s = —5 y un cero en s = —10. Util para

analizar el efecto de la inclusién de un cero en un sistema sobreamortiguado e introducir el
concepto de cancelacién polo-cero.

= Ejemplo 3: Representa un sistema con tres polos reales en s = —1 y dos ceros complejos con-
jugados con parte real en s = —4. Este ejemplo ayuda a visualizar y comprender la influencia
de ceros complejos conjugados en la respuesta temporal, asi como introducir el concepto de
aproximaciones polinomiales al tiempo de retardo (aproximacién de Padé) a través de la expe-
rimentacion.

Ademids, se incluye otra opcién (Analizar dominancia), que se tratard en la ficha siguiente.

Ejercicios
1. Introduzca tnicamente un integrador en la gréfica Representacion polo-cero. Comente la clase de

respuesta que se produce en funcién de la entrada en escalén e indique algtn pardmetro caracte-
ristico de la misma.

2. Manteniendo el integrador, introduzca un polo real. ;En qué ha cambiado la respuesta? ;Cudl es
el efecto de alejar el polo real del eje imaginario? Realice el ejercicio tanto en el caso de colocar el
polo real en el semiplano izquierdo como en el derecho.

3. ¢Se puede introducir dnicamente un derivador en la grafica Representacion polo-cero? Justifique la
respuesta. Introduzca un polo y un derivador y comente el efecto que se produce al acercar el polo
al derivador. Realice el ejercicio tanto en el caso de colocar el polo real en el semiplano izquierdo
como en el derecho.

4. Cuando se introduce un tiempo de retardo, comente qué dreas de la herramienta se ven afectadas
y justifique la respuesta.
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Haciendo uso de la posibilidad que ofrece la herramienta de representar dos sistemas simultédnea-
mente, seleccione uno de ellos con una funcién de transferencia:

1 1
Gi(s) = m——7—— elotrocomo G(s) = ——
1(s) 1+05s)(1+s) ~ 2(5) (1+5)

¢Cudnto tiene que alejar del eje real el polo ens = —2 para que la respuesta obtenida con G (s) sea
casi similar a la obtenida con Gy(s)?
Introduzca un sistema con un polo en s = —2 y otro polo en s = —5. Incluya a continuacion un
cero en s = —10. Acerque paulatinamente el cero hacia el eje imaginario y comente qué ocurre
cuando el cero pasa por encima de los polos. Aproveche la opcién de Mostrar dos sistemas para
introducir un segundo sistema de primer orden con su polo colocado en primer lugarens = -2y
en segundo lugar en s = —5. Estas dos configuraciones le ayudardn a comentar la respuesta.

Seleccione el Ejemplo 2 del menti de Opciones. Analice la influencia del cero en la respuesta tempo-
ral compardndolo con el sistema original sin el cero. Para realizar la comparacién utilice la opcién
de Mostrar dos sistemas cuando introduzca los polos y pulse el botén Sincro, sacando del plano s el
cero de uno de los sistemas. Desplace el cero desde su posicién inicial hasta la misma posicién en
el semiplano derecho. ;Puede aproximarse el efecto del cero en el semiplano derecho a un tiempo
de retardo?

Seleccione el Ejemplo 3 del ment de Opciones y posicione dos de los polos de forma que sean
complejos conjugados. Analice el efecto que tiene modificar la posiciéon de los ceros complejos
conjugados en relacién al resto de elementos dindmicos. ;Qué ocurre si se colocan los dos ceros
complejos conjugados en el semiplano derecho? ;Se puede asimilar su efecto a un tiempo de retar-
do? Sittie los ceros en una posicién en la que se consiga un efecto similar a un tiempo de retardo
de 2 segundos.

Usando la opcién que le permite introducir la funcién de transferencia en formato (NUM,DEN),
dibuje la respuesta a escalén unitario de los siguientes sistemas (referencia [4], pdginas 142-144).

s s_2 1.25 1
Gi(s) = — Ga(s) = P Gs(s) = 2135125 Gals) = $2+425—1
Dado el sistema 5
G(s) =

(s+c)(s?+s+4.25)
compare su respuesta cuando la entrada es un escalén unitario parac = 5, c = 1y c = 0.1
(referencia [4], pdginas 172-176).

Dado el sistema:

5(s+b)
G =
) = GroT+s+425)
compare su respuesta cuando la entrada es un escalén unitarioparab =5 b=1,0=01yb = —1.

Considere un sistema (modificado de la referencia [13], pdgina 145) que relaciona la altura de un
avién y(t) con el timén de elevacién (la sefial de control u(t) se considera como la integral de las
acciones realizadas sobre dicho timén). La funcién de transferencia viene dada por:

5(s -6
G(s) = 2(7)
(s2 + 45+ 13)
Analice la respuesta temporal a escalén unitario. Examine sobre este sistema si son precisas las

férmulas utilizadas para calcular ts (3.20), t, (3.19), t, (3.21) y SO (3.18) en sistemas de segundo
orden.
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3.6 Dominancia en el dominio temporal

Herramienta interactiva: 3.6. t_dominancia

Conceptos analizados en la ficha

» Polos dominantes.

= Relacién de dominancia o dominancia relativa en el dominio temporal.

Teoria Enla ficha correspondiente a la respuesta temporal de sistemas lineales genéricos (Seccién 3.5),
se ha analizado c6mo la respuesta a escalén unitario de un sistema dindmico de orden n = g+ 2r (sin
polos ni ceros mdltiples y sin tiempo de retardo) viene dada por:

q r r
y(t) =k+ Z ciePit + Z dpeStwntt cog (wn“/l — g%t) + Z fge_gf‘*’"ftsen <wn“/l — g%t) ; >0
=1 =1

i=1 (=

(3.40)
Si el sistema es estable (p; < 0), la curva de respuesta es la suma de curvas exponenciales y sinusoidales
amortiguadas y todos sus polos tendrdn parte real negativa. Cuando se introduce a la entrada del sis-
tema una sefial en forma de escalon unitario, la salida en régimen estacionario serd y(t — o0) = k.
Cuanto mds alejados estdn los polos del eje imaginario, mayores son sus partes reales (negativas) y sus
términos exponenciales asociados llegan a cero mads rdpido. Por lo tanto, su influencia en la respues-
ta transitoria es poco representativa si existen polos cuya parte real esté mds cercana al eje imaginario
(estos ultimos polos son los denominados polos dominantes).

Los polos determinan los modos de respuesta particulares que se presentaran y los ceros la influencia
relativa de las funciones de los modos individuales (forma de la respuesta). Mover un cero mds cerca de
un polo especifico reducira la contribucién relativa de la funcién de forma que corresponda al polo. La
dominancia relativa o relacién de dominancia de los polos se puede determinar mediante el cociente de sus
partes reales. Si los cocientes de las partes reales son superiores a un cierto valor (que suele estar entre 2
y 10) y no hay ceros cerca, los polos mds cercanos al eje imaginario j«w dominaran el comportamiento de
la respuesta transitoria (componentes mds lentos de la respuesta) [31].

Dada una funcién de transferencia G(s) de un sistema estable, una vez considerados eventuales pares
de polos y ceros préximos entre si en el plano complejo (que en cierta medida cancelardn sus efectos),
se llaman polos dominantes a aquéllos cuya parte real se encuentra situada mads cerca del eje imaginario
que la del resto de polos del sistema. La respuesta a escalén de un sistema con polos dominantes puede
ser aproximada por la de un sistema con funcién de transferencia G,(s) que contiene exclusivamente
dichos polos dominantes y con ganancia igual a la del sistema de partida. Por tanto, si un sistema tiene
s6lo uno o dos polos dominantes, su respuesta a escalén puede determinarse a partir de los resultados
conocidos para sistemas de primer o segundo orden [7]. Naturalmente, para realizar la aproximacién
se debe tener en cuenta la presencia de ceros que estén a una distancia del eje imaginario comparable,
o inferior, a la de los polos dominantes. Para un sistema de tercer orden con un polo real y dos polos
complejos conjugados, la dominancia relativa de las raices complejas se determina por la razén entre la
raiz real y la parte real de las raices complejas, de modo que dicho sistema se podria aproximar por uno
de segundo orden con el mismo par de raices complejas conjugadas si la razén es superior a 5 [10].

Se denomina sistema reducido equivalente a aquél que teniendo un menor nimero de polos y/o ceros
que el original, muestra una respuesta temporal similar. Las reglas que se suelen seguir para reducir un
sistema son [4]:



1
2
3.
4
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Nunca despreciar el efecto de un polo inestable.
Despreciar el efecto de los polos y /o ceros relativamente més alejados del origen.
Simplificar las parejas de polos-ceros relativamente préximos entre si.

El sistema original y el reducido equivalente deben tener la misma ganancia estética.

Para cancelar el efecto de un cero con un polo, se suele adoptar como criterio que la distancia entre ellos
sea menor que cinco o seis veces la distancia del polo dominante al origen [4]. En [26] se puede encontrar
un enfoque mds formal de aproximacién.
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 3.6. t_ dominancia

& Respuesta temporal de sistemas lineales genéricos de tiempo continuo - Sysquake Runtime B e _[=ix]
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Respuesta temporal: Dominancia

La aplicacién es la misma que se ha descrito en la ficha anterior (Seccién 3.5), por lo que no se va a
volver a repetir en este caso. La tinica novedad es que en el ment Opciones aparece un elemento que
permite Analizar dominancia. Si se activa esta opcién, aparecen en el menti tres nuevos elementos:

= Relacion de dominancia: Activa un cuadro de texto para modificar la relacion de dominancia
(cociente entre partes reales de los polos que aparecen en el ejemplo) en el rango de 2 a 10.
También se dibuja en la gréfica de la Representacion polo-cero una linea vertical negra de trazo
discontinuo que marca la frontera para la cual se cumple esa relacion de dominancia. Dicha
linea es interactiva y permite modificar directamente la relacién de dominancia. Si por ejemplo
se escoge una relacién de dominancia de 5, para que los polos méds cercanos al eje imaginario
se puedan considerar dominantes, el resto de los polos del sistema deberfan encontrarse a la
izquierda de dicha linea vertical. Si se desplazan los polos dominantes arrastrandolos con el
ratén en la grafica de la representacién polo-cero, se desplaza también la linea vertical, a la vez
que se modifican las respuestas temporales asociadas.

= Ejemplo de dominancia 1. Es la opcién que se activa por omisién y corresponde a un sistema de
cuarto orden con dos pares de polos complejos conjugados y una relacion de dominancia de
5. En la zona de pardmetros se muestra una representacién simbdlica de la funcién de trans-
ferencia del sistema en color rojo, asi como la del sistema aproximado (en azul) que contiene
tnicamente los polos dominantes del sistema original y la misma ganancia y tiempo de retardo.
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Aplicacion...

Sobre dichas representaciones simbdlicas se puede modificar también la ganancia k y retardo
t, asociados al sistema original y al aproximado. En la parte derecha de la pantalla se puede
ver en la grafica inferior el escalén de entrada y en la superior la respuesta del sistema original
y del sistema aproximado. Se pueden desplazar en la representacién polo-cero la ubicacién de
los polos dominantes (y por tanto se desplazard la linea vertical que describe la relacién de
dominancia) o bien los polos no dominantes, que se pueden poner a la izquierda de la linea
de dominancia para ver que, a partir de ese punto, las respuestas del sistema original y del
aproximado son prédcticamente iguales. N6tese que para ambos sistemas, los polos dominantes
son idénticos. Aparecen superpuestos en el diagrama de polos y ceros y se muestran en color
azul.

= Ejemplo de dominancia 2. En este caso, el sistema original es de segundo orden sobreamortigua-
do y el aproximado un sistema de primer orden cuyo polo es el polo dominante del sistema
original. Desplazando ambos polos como en el caso anterior se puede analizar la relaciéon en-
tre la ubicacién relativa de los dos polos del sistema original, la relacién de dominancia y las
respuestas temporales asociadas.

La parte superior del ment Opciones tiene habilitada la posibilidad de introducir funciones de
transferencia genéricas para los dos sistemas (Introducir Planta 1 (roja), Introducir Planta 2 (azul)), en
los dos formatos (NUM,DEN) y ZPK. Hay que hacer notar que en esta ficha, en todos los casos, los
polos de la funcién de transferencia mostrada en color azul, los comparten ambos sistemas (serdn
replicados siempre de forma automadtica en la funcién de transferencia representada en color 10jo),
que de esa forma se introduce sin considerarlos.

El resto de caracteristicas de la herramienta ya se han explicado en la ficha anterior (Seccién 3.5).

Ejercicios
= Seleccione el Ejemplo de dominancia 1. Indique cudl es la relacién de dominancia que presenta el sis-

tema. Coloque los polos menos dominantes de forma que la relacién de dominancia sea 2. ; Aprecia
una gran diferencia respecto al caso anterior?

= Seleccione el Ejemplo de dominancia 2. Indique cuél es la relacién de dominancia que presenta el
sistema. Indique las diferencias que aprecia en la respuesta temporal cuando ubica el polo menos
dominante de forma que la relacién de dominancia sea 2 y 10 respectivamente.

= Obtener el sistema reducido equivalente del descrito en la figura (referencia [4], pdginas 165-166).
Indique las diferencias que encuentra entre la respuesta temporal del sistema original y del re-
ducido equivalente. Para implementarlo en la herramienta debe incluir el modelo reducido como
sistema azul, de forma que el/los polos aparecerdn automdticamente en la planta roja, en la que
habra que incluir tnicamente los polos y ceros restantes.

u(t)+ 0.05 Ly
0" F | 5+04 s+3 |67
] 1
s+2
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3.7 Ajuste de modelos en el dominio temporal

Herramienta interactiva: 3.7. t_ajuste_modelos

Conceptos analizados en la ficha
= Concepto de ajuste por minimizacién de errores cuadraticos versus prueba y error.

= Obtencién de modelos de primer y segundo orden con retardo a partir de datos experimentales
obtenidos de la respuesta a escalén de un sistema dindmico.

» Indices de comportamiento de la respuesta temporal de un sistema dindmico.

Teoria Como los sistemas de control estdn provistos de sensores y actuadores, es posible obtener mode-
los dindmicos a partir de datos procedentes del proceso.

El modo mds simple para determinar la dindmica de un sistema es observar la respuesta a una
sefial de escalén en su entrada. Se parte de un valor de la sefial de entrada constante y de un valor de
la salida en estado estacionario,. En esas condiciones, se introduce una sefal de entrada en forma de
escal6n, observando el comportamiento dindmico hasta que se alcanza una nueva situacién de estado
estacionario. Este ensayo, conocido como método de la curva de reaccién, proporciona (a través de la forma
de la respuesta) informacién de interés sobre la dindmica del proceso, como pueda ser el tiempo de
respuesta, tipo de respuesta (subamortiguada, sobreamortiguada, ...) [1].

Como se observa en la Figura 3.2(a), cuando se realiza el ensayo de la curva de reacciéon sobre un
sistema y tiene un tipo de respuesta de forma sigmoidal o exponencial, es fdcil, mediante un andlisis
visual de la misma, estimar los pardmetros caracteristicos de un modelo de primer orden con tiempo de
retardo dado por:

k

- s+ 1

eft,s

G(s)

= La ganancia estdtica k se obtiene como el cociente entre el cambio que experimenta la salida del

sistema tras la introduccién del escalén a la entrada en régimen permanente y la amplitud de dicho
escal6n (cambio realizado en la entrada): k = (Ay/Au) |- co-

= El tiempo de retardo se calcula como el tiempo que transcurre desde que se introduce el cambio
en forma de escalén en la entrada hasta que la salida del sistema comienza a evolucionar.

= La constante de tiempo T se calcula como el tiempo que transcurre desde que el sistema comienza
a evolucionar (ya transcurrido el tiempo de retardo) hasta que alcanza el 63 % de su valor de estado
estacionario. Recuérdese que dicho valor se obtenia de hacer t = T en la expresion de la respuesta
temporal a escalén de un sistema de primer orden (ver Seccién 3.1).

Del mismo modo, se pueden caracterizar respuestas oscilatorias. Si la salida del sistema presenta un
comportamiento como el mostrado en la Figura 3.2(b) cuando a su entrada se introduce un escalén, se
puede modelar esa respuesta como la de un sistema de segundo orden subamortiguado con tiempo de
retardo:

2

kwn —ts

- s2 + 28wys + w%

G(s)

La ganancia estdtica k y el tiempo de retardo ¢, se calculan de la misma forma explicada en el pérrafo
anterior para el caso de un sistema de primer orden.
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Figura 3.2 Caracterizacién de la respuesta a escalén unitario como: (a) un sistema de primer orden con tiempo de
retardo, (b) un sistema de segundo orden

= El factor de amortiguamiento relativo { se obtiene midiendo en la curva la sobreoscilacién (SO) y
aplicando la férmula que liga sobreoscilacién con J (ecuacién (3.18) de la Seccién 3.2):

) -yt—) _ (—gx \ [ 0P
50 = y(t—oo)  OF (W) 5= [In (SO)]* + 72

= Una vez obtenido {, se puede calcular el valor de la frecuencia natural no amortiguada w;, a partir
de una de las expresiones de los tres tiempos que caracterizan la respuesta del sistema de segundo
orden que se muestran en la Figura 3.2(b): tiempo de pico (ecuacién (3.19)), tiempo de subida
(ecuacién (3.20)) o tiempo de establecimiento del 2% (ecuacién (3.21)). Por ejemplo, si se mide
sobre la grafica el tiempo de pico, se tiene que:

us 7T us

t: = — _
P waniog " ty/1— 2

El objetivo del ajuste de modelos en el dominio temporal (generalmente descritos por una ecuacién
diferencial lineal o su correspondiente funcién de transferencia) es conseguir, mediante la modificacién
de sus pardmetros descriptivos, que la salida del modelo y,,(f) sea lo mds parecida posible a la de
un sistema fisico real y(t). Existen diferentes métodos de ajuste automdtico de modelos, siendo el mds
conocido el que busca obtener un modelo que minimice la integral del error cuadrético entre la salida
del modelo y la del sistema real en un intervalo de tiempo [¢tg, ¢ f]:

v e (t)dt = argming /tf (y(t) — ym(t,0))dt (3.41)

to

0" = argminy /

to
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donde 6 es el vector de pardmetros del modelo que se consideran en el proceso de identificacion y e(t)
la diferencia entre la salida del modelo y la del sistema real en el tiempo t. 8* es el vector de pardme-
tros dptimos del modelo, es decir, el conjunto de pardmetros que minimizan la integral de los errores
cuadrdticos y es el conjunto resultante de la identificacién.

Realmente, cuando se desea ajustar la salida de un modelo a la de un sistema real, con lo que se cuen-
ta es con un conjunto discreto de datos de entrada y salida del proceso, por lo que en la expresién ante-
rior en lugar de usar la integral se utiliza un sumatorio de errores medidos en instantes determinados de
tiempo, dando lugar al denominado problema de identificacion por minimos cuadrados. Matematicamente
suele expresarse como:

1 ny ng
0* =min — ¥ e(#)? = min — t) — t,0))2 (3.42)
in g Le(t)” = min ) (y(t) — (4 9))

donde 7, es el nimero de datos utilizados en la identificacién del modelo, el subindice i representa
instantes discretos de tiempo, y(t;) es la salida del sistema real en el instante t;, y,,(¢;,6) la del modelo
en el instante t;, 6 el vector de pardmetros del modelo y e(¢;) la diferencia entre la salida del modelo y la
del sistema real en el instante ¢;. Como se puede apreciar, en el ajuste por minimos cuadrados se utilizan
valores de la salida del sistema y del modelo en instantes determinados de tiempo (t;,i = 1, ..., ny), por
lo que su uso estd mds orientado a sistemas de tiempo discreto (sistemas muestreados donde los célculos
se realizan en intervalos de tiempo definidos por un periodo de muestreo). En [13] se pueden encontrar
descritos varios métodos basicos de obtencién de modelos a partir de datos.

La funcién de transferencia constituye una descripcion del sistema en tiempo continuo, por lo que
el uso de herramientas interactivas permite llevar a cabo, de forma manual, el ajuste aproximado de
modelos a través de la modificacién de sus pardmetros caracteristicos, intentando que la respuesta del
modelo se asemeje lo mds posible a la real (que suele proceder como se ha indicado del muestreo del
sistema), sustituyendo en este caso la minimizacién de una funcién de coste donde se utilizan n; mues-
tras del sistema por una inspeccién visual de los resultados. La herramienta se ha limitado al ajuste de
respuestas que se puedan modelar a través de modelos de primer y segundo orden, con o sin retardo y
sin ceros.
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 3.7. t_ajuste_modelos
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Respuesta temporal: Datos experimentales

Esta herramienta se divide en cuatro zonas principales. Los datos y curvas representativos del mo-
delo se dibujan en color rojo, mientras que la curva del sistema real se representa en color negro.

Parametros: Como ocurre con las herramientas previas, en este drea se muestra una representacion
simbdlica de la funcién de transferencia y los pardmetros caracteristicos del sistema de primer
orden (ganancia estdtica k, constante de tiempo 7 y tiempo de retardo t,) o del de segundo orden
(ganancia estdtica k, frecuencia natural no amortiguada w,, factor de amortiguamiento relativo
C y tiempo de retardo t,), que se haya seleccionado en el drea de Representacion polo-cero, que se
comentard a continuacién. La modificacién de los pardmetros descriptivos puede hacerse a través
de las barras de desplazamiento o escribiendo directamente su valor en el cuadro de texto asociado.
En el caso de introduccién de ganancias estaticas negativas o cuando se precise llevar a cabo un
cambio en la escala de la barra de desplazamiento habrd que utilizar esta segunda opcién. Notese
que si selecciona § > 1, automadticamente la representacién que aparece corresponde a la constante
de tiempo asociada a los dos polos reales (71 y ).

También se puede activar esta opcién en el gréfico de Respuesta temporal, como se analizard pos-
teriormente. En este drea se incluyen adicionalmente determinadas Caracteristicas de la respuesta
temporal de los sistemas seleccionados:
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Aplicacion...

= En el caso de sistemas de Primer orden, los indices de comportamiento son la ganancia estdtica k,
el tiempo de establecimiento del 2%, (t, ~ 47) y el error cuadratico de ajuste en % (Error ajuste
[%]), definido por nid Yidoe(t)?, e(t;) =100 ((y(t;) — ym(t:))/y(t;)), siendo v, (t;) en este caso
la salida del modelo seleccionado por el usuario, y(t;) la obtenida del sistema real en el instante
t; y ng el nimero total de muestras disponibles del sistema real (en el apartado de ejercicios se
tratardn algunos ejemplos precargados en la herramienta).

= En el caso de sistemas de Segundo orden, los indices de comportamiento son la sobreoscilacién
(SO [%]), el tiempo de pico (t, [s]), el tiempo de subida (¢ [s]), el tiempo de establecimiento
(te [s]) y el error cuadrético de ajuste en % (Error ajuste [ %]).

El drea inferior izquierda de la herramienta estd dedicada a la representacién en el plano complejo
(Representacion polo-cero). En esta gréfica es posible seleccionar como modelo un sistema de primer
o de segundo orden, apareciendo en cada caso los polos asociados (no se contempla la presencia
de ceros y légicamente el tiempo de retraso no tiene representacion en este diagrama, al no tratarse
de un término racional). Se puede modificar la posicién de los polos del sistema seleccionado arras-
trdndolos a otra localizacién dentro de este diagrama, indicindose su posicién en la esquina inferior
izquierda de la aplicacién. En esta herramienta es importante el uso del cambio de escala, represen-
tado por el tridngulo negro en la parte inferior del cuadro grafico. Pulsando a la izquierda o derecha
del mismo se amplia o reduce tanto la escala horizontal como la vertical.

La gréfica de Respuesta temporal permite dibujar la salida del modelo y la real. Si se selecciona un
modelo de primer orden, a través de la linea discontinua horizontal se puede cambiar su ganancia
estdtica y actuando sobre la linea discontinua vertical se puede modificar directamente el tiempo de
retardo. Los dos circulos de color rojo (o) facilitan la modificacién de la pendiente inicial de la res-
puesta (circulo superior), afectando tanto a la ganancia como a la constante de tiempo, o directamente
a la constante de tiempo (circulo inferior). En el caso de los sistemas de segundo orden, en lugar de
dos circulos sélo aparece uno mediante el que se puede modificar la sobreoscilacién (incluso para
pasar de un sistema subamortiguado a uno sobreamortiguado) y en este caso sigue dibujdndose una
linea vertical (a la izquierda) para modificar el tiempo de retardo y otra linea vertical a la derecha
de la anterior mediante la que se puede establecer la frecuencia natural no amortiguada. Cuando se
escoge el caso sobreamortiguado, el circulo que representaba la sobreoscilacién se convierte en dos
lineas verticales discontinuas que contienen el simbolo x. Estas lineas representan las constantes de
tiempo asociadas a cada uno de los polos reales. Al igual que para el sistema de primer orden, la
ganancia se puede modificar utilizando la linea horizontal de trazo discontinuo. Cuando se coloca
el cursor del ratén sobre cualquiera de los elementos interactivos que aparecen en esta gréfica, se
muestran sus valores también en la esquina inferior izquierda de la herramienta. Si se coloca sobre
un punto de cualquiera de las curvas de respuesta temporal, una etiqueta visualiza los valores del
tiempo y del valor de la salida en ese punto.

La gréfica inferior derecha corresponde a la Sefial de entrada, que en este caso no es modificable puesto
que estd asociada a los datos de entrada precargados en la herramienta. En la esquina inferior izquier-
da de la herramienta se visualiza también el instante en que se introduce el escalén y la amplitud del
mismo.

El ment de Opciones contiene cuatro ejemplos que se trataran en el apartado de ejercicios.
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Ejercicios

1.

Escoja del menti Opciones el Experimento 1. La respuesta del sistema real que se muestra en color
negro corresponde en este caso a la velocidad angular de un motor de corriente continua cuando
se introduce un escalén a la entrada en el instante t = 0, medida en el laboratorio. Seleccione la
estructura del modelo mds adecuada (primer o segundo orden con o sin retardo). Una vez selec-
cionada la estructura, intente ajustar el modelo que mejor represente esa respuesta actuando sobre
los pardmetros caracteristicos del sistema. ;Qué error de ajuste obtiene? ;Cuadles son los pardme-
tros que describen la funcién de transferencia aproximada del sistema?

Escoja del menti Opciones el Experimento 2. La respuesta del sistema real que se muestra en color
negro corresponde en este caso al cambio que experimenta la temperatura de una habitacién cuan-
do se abre una ventana en el instante ¢ = 0. Repita los apartados del ejercicio anterior para este
ejemplo.

Escoja del menti Opciones el Experimento 3. La respuesta del sistema real que se muestra en color
negro corresponde en este caso al cambio que experimenta la temperatura de una habitacién cuan-
do se pone en marcha la calefaccién en el instante ¢ = 0. Repita los apartados del ejercicio anterior
para este ejemplo.

Escoja del menti Opciones el Experimento 4. La respuesta del sistema real que se muestra en color
negro corresponde en este caso a la posicién angular de un motor de corriente continua controlado
en lazo cerrado con un controlador proporcional (este tipo de controladores se analizardn en el
Capitulo 6 y siguientes). Repita los apartados del ejercicio anterior para este ejemplo.






4

Respuesta en frecuencia

Introduccion

En este capitulo se tratardn, utilizando fichas interactivas, los conceptos asociados a la respuesta en
frecuencia y sus distintas representaciones graficas.

Ademas de los conceptos resumidos en este capitulo, los requisitos bdsicos para abordar el estudio
de las fichas de respuesta frecuencial son conocimientos bdsicos de la transformada de Laplace y de las
funciones de transferencia, que se han tratado en la introduccién del Capitulo 3.

La respuesta en frecuencia es un método alternativo al de la respuesta temporal para describir los
sistemas lineales invariantes en el tiempo mediante su respuesta a sefiales de entrada sinusoidales. La
idea subyacente es que se puede caracterizar el comportamiento de un sistema a través de su respuesta
en estado estacionario a entradas senoidales de distintas frecuencias [2]. Cualquier sefial se puede des-
componer como una combinacién lineal de sefiales senoidales (por ejemplo, usando la transformada de
Fourier!) y utilizar la propiedad de linealidad para calcular la salida como combinacién de la respuesta
a las frecuencias individuales.

La respuesta en frecuencia se basa en la teoria de variable compleja y la transformada de Laplace,
tratadas en el Capitulo 3. Como s es una variable compleja (s = ¢ + jw), las funciones de transferencia
como G(s) (entendida como una funcién de transferencia genérica) son también funciones complejas.
Los ndmeros complejos pueden expresarse en forma magnitud-dngulo, por lo que los diagramas de
magnitud y fase en funcién de s son tridimensionales. Normalmente, se suelen tener sélo en cuenta
los valores imaginarios de s. Esto da la respuesta senoidal en régimen permanente, que caracteriza al sis-
tema. Existen varias formas de representacion de la respuesta en frecuencia, siendo la mds importante el
diagrama de Bode. Su importancia radica en que al tomar logaritmos de la magnitud y la frecuencia, el es-
calado que se consigue permite analizar un amplio espectro de frecuencias. Ademads, tiene la ventaja de
que el producto de ganancias se transforma en una suma tomando logaritmos. Los diagramas de Bode
requieren dos gréficas diferentes. Si se elimina la frecuencia y se dibuja la parte imaginaria de G(jw)
en el eje de ordenadas y la parte real de G(jw) en el eje de abscisas, se obtiene el diagrama de Nyquist,
mientras que el diagrama de Nichols representa la magnitud logaritmica (eje de ordenadas) frente a la fase
en grados (eje de abscisas). La ventaja fundamental de los diagramas de Bode, Nyquist y Nichols es que
permiten el andlisis de la estabilidad del sistema en bucle cerrado examinando la respuesta frecuencial
del bucle abierto, como se tratard en el Capitulo 6.

ITransformacién de una funcién del tiempo f(t) en el dominio de la frecuencia que no se trata en este texto.
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4.1 Concepto de respuesta en frecuencia

Herramienta interactiva: 4.1. f_concepto

Conceptos analizados en la ficha
= Concepto de respuesta en frecuencia o respuesta frecuencial.
» Escalas logaritmicas, decibelios (dB) y décadas.
= Representaciones gréficas de la respuesta en frecuencia: Diagramas de Bode, Nyquist y Nichols.
= Factores bdsicos de la respuesta en frecuencia.

= Relacién de la respuesta en frecuencia con la representacién polo-cero y los pardmetros de la fun-
cién de transferencia.

» Filtros paso bajo, frecuencia de corte y ancho de banda.
= Sistemas de fase minima y de fase no minima.

» Influencia del tiempo de retardo en la respuesta en frecuencia.

Teoria  Un fenémeno clave en los sistemas lineales es la respuesta en frecuencia. El término respuesta
en frecuencia representa la respuesta de un sistema en régimen permanente a una entrada sinusoidal.
De hecho, la respuesta en frecuencia se suele obtener introduciendo sefiales de entrada sinusoidales de
distintas frecuencias y analizando la respuesta resultante en términos de amplitud y desfase. Esta es una
de las ventajas del método, ya que para su andlisis se pueden utilizar datos que se obtienen directamente
de medidas sobre el sistema fisico sin tener que deducir su modelo matematico.

La respuesta en frecuencia es importante para entender el comportamiento del sistema en lazo abier-
to, ademds de constituir una herramienta fundamental para el estudio de la estabilidad de los sistemas
de lazo cerrado a partir de la informacién de lazo abierto, como se analizard en los Capitulos 6 y 7. La
breve revisién de conceptos que se expone a continuacién comienza en primer lugar con los sistemas
de primer y segundo orden y posteriormente se extiende a los sistemas de orden superior, pues las cur-
vas de respuesta frecuencial de los sistemas genéricos pueden obtenerse como combinacién de las de
sistemas de primer y segundo orden.

La respuesta de un sistema lineal invariante en el tiempo a una entrada sinusoidal es otra sefial
sinusoidal de la misma frecuencia que la de la entrada, pero con distinta magnitud y fase, siendo tal
diferencia una funcién de la frecuencia de entrada. Se puede realizar un andlisis de la respuesta en
frecuencia de un sistema a partir de la funcién de transferencia G(s) cuando s = jw. Esto permite
analizar la relacién entre G(jw) y w en distintas representaciones gréficas, como son los diagramas de
Bode, Nyquist y Nichols que se tratardn con posterioridad.

Considérese un sistema lineal invariante en el tiempo descrito por su funcién de transferencia G(s) =
Y(s)/U(s), donde Y(s) y U(s) son, respectivamente, las transformadas de Laplace de la salida y la
entrada. La respuesta en régimen permanente de ese sistema a una entrada sinusoidal no depende de las
condiciones iniciales (y por tanto se puede suponer que las condiciones iniciales son cero). De acuerdo
con la definicion de respuesta en frecuencia, para una entrada senoidal u(t) = A sen(wt), se puede
obtener la evolucién de la salida a través de la transformada inversa de Laplace?, donde:

Aw Aw

U(s) = e y por tanto  Y(s) = G(S)m

2Ver Tabla 3.2.
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Si se lleva a cabo el desarrollo en fracciones simples de Y(s), se obtiene:

d
Y(s) = — + — 4+ otros términos 4.1)
s+jw  s—jw —_—
—_———

régimen transitorio
régimen permanente

donde d es el complejo conjugado de d (d = —AG(—jw)/2jyd = AG(jw)/2j). Los “otros términos” son
consecuencia de los polos de G(s). Los dos primeros términos del segundo miembro de la ecuacién (4.1)
proceden de la funcién senoidal de excitacién. Por ejemplo, si los polos de G(s) son reales y distintos (es
el caso mads sencillo), se puede hacer la siguiente descomposicién en fracciones parciales:

Aw d,s + dl 1 Cn
(s) Gls)Us) G(S)SZerZ 24+ w?  s—p " §—Pn -
d d
— 4 I (4.2)
s+ jw s —jw S —p1 S— Pn
La transformada inversa viene dada por:
y(t) = creP! ...+ cpePrt 4 de 19t 1 del! (4.3)

Si el sistema es estable, p; < 0. Los términos exponenciales decaen a cero cuando f — co. En ese caso:
y(t — co) = de 19" 1 del! (4.4)

siendo G(jw) = pe]"l’, donde p = |G(jw)| representa la magnitud y ¢ = /G(jw) = arctan (%) la
fase de G(jw).

Si el sistema es inestable, los términos correspondientes al régimen transitorio crecerdn sin limite
a medida que el tiempo avanza, careciendo en esos casos de significado el uso del término respuesta
transitoria. La ecuacién (4.4) se puede escribir:

ol (Witg) _ p—j(wt+e)

y(t — o0) = Ap %

= Ap sen(wt + ¢) = B sen(wt + ¢) (4.5)

Como se puede observar, la salida es una sefial sinusoidal de la misma frecuencia que la entrada, pero
en general con distinta amplitud (que viene dada por la amplitud de entrada multiplicada por p) y
desfase dado por ¢. Por tanto |G(jw)| representa el cociente entre la amplitud de la senoidal de salida
y la de entrada y /G(jw) representa el desfase de la senal de salida respecto a la de entrada. Por este
motivo, la funcién G(jw) se denomina funcién de transferencia en el dominio de la frecuencia o funcion de
transferencia sinusoidal y para sistemas lineales se obtiene sustituyendo s por jw en la funcién de transfe-
rencia del sistema. Esta caracteristica de la funcién de transferencia sinusoidal hace que se utilicen tres
representaciones graficas:

1. Diagrama de Bode o diagrama logaritmico: Formado por dos gréficas:

= Una es la que representa en el eje de ordenadas el médulo de la funcién de transferencia sinu-
soidal en escala lineal en decibelios (que son las unidades de ganancia logaritmica en base 10,
201og (|G(jw)])) frente a la frecuencia en escala logaritmica en el eje de abscisas (representada
enrad/s).
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= La otra es la que representa el dngulo de fase en grados (/G(jw)) en escala lineal frente a la
frecuencia en escala logaritmica en el eje de abscisas (en rad/s).

Las escalas logaritmicas se emplean cuando se quieren mostrar datos que varian entre si varios
6rdenes de magnitud, pues permiten representar en un mismo eje datos de diferentes 6rdenes
de magnitud, separdndolos en décadas (factor de diez en frecuencia, por ejemplo, el rango de
frecuencias desde 1 rad /s hasta 10 rad /s es una década). Para ello, en lugar de marcar sobre el eje
la posicién del dato que se quiere representar, se marca la de su logaritmo decimal. Esto se hace
aprovechando la siguiente propiedad de los logaritmos:

log (k 10") = log (k) + n — 201log (k 10") = 201og (k) + 20n

De este modo, el orden de magnitud (1) establece un desplazamiento, separando una década (n =
i) de la siguiente (n = i+ 1) y los puntos correspondientes a un mismo orden de magnitud (década)
tienen el mismo espacio para ser representados que los pertenecientes a una década superior.

La principal ventaja de este diagrama es que la multiplicacién de magnitudes se convierte en suma
(gracias a las propiedades de los logaritmos) y ademds existen aproximaciones asintéticas (lineas
rectas) a las curvas de respuesta en frecuencia. El inconveniente es que no es posible dibujar las
curvas hasta una frecuencia cero debido al uso de una escala logaritmica en el eje de abscisas.

Diagrama de Nyquist o diagrama polar: Las proyecciones de G(jw) en los ejes real e imaginario
son sus componentes real e imaginaria. El diagrama de Nyquist representa la parte real de G(jw)
(Re(G(jw))) en el eje de abscisas frente a su parte imaginaria (Im(G(jw))) en el eje de ordenadas,
parametrizadas en funcién de la frecuencia w. Por tanto, constituye el lugar geométrico de los vec-
tores (|G(jw)|, LG(jw)) en coordenadas polares cuando w varia de cero a infinito. En las gréficas
polares, los dngulos de fase son positivos si se miden en sentido contrario al de las agujas del reloj
a partir del eje real positivo. Su principal ventaja es que muestra en una tnica gréfica la respuesta
en frecuencia en todo el rango de frecuencia, pero tiene como inconveniente que no permite visua-
lizar la contribucién individual de los términos de la funcién de transferencia. Cada punto en el
diagrama polar de G(jw) representa el punto terminal de un vector en un valor determinado w.

Diagrama de Nichols o diagrama de magnitud logaritmica frente a la fase: Representa la magni-
tud 201og (|G (jw)|) en el eje de ordenadas frente a la fase Z/G(jw) en el eje de abscisas en funcién
de la frecuencia w. En este tipo de diagramas, un cambio en la ganancia estdtica del sistema des-
plaza la curva hacia arriba (incremento de ganancia) o hacia abajo (disminucién de ganancia), pero
la forma de la curva permanece igual. El diagrama de Nichols suele incorporar un dbaco que in-
cluye lugares geométricos de magnitud y fase constantes del sistema en lazo cerrado, de modo a
partir de los puntos de la respuesta en frecuencia del lazo abierto se puede construir la respuesta
en frecuencia del lazo cerrado.

Cuando se trabaja con representaciones graficas de la respuesta en frecuencia se suelen distinguir

los denominados factores bdsicos, que permiten construir los diagramas a partir de la agregacién de las
curvas de elementos individuales, pues sumar los logaritmos de las ganancias es equivalente a multipli-
carlas entre si: La ganancia k, los factores integrales 1/ (jw), los factores derivativos (jw), los factores de

primer orden (Tjw +1)*! y los de segundo orden ((jw/wy)? +28(jw/ wy,) +1)*1. Estos factores bésicos,

asi como la respuesta en frecuencia asociada a un tiempo de retardo, se analizan en las siguientes fichas.

Hay varios conceptos importantes asociados a las representaciones en el dominio de la frecuencia:

» Frecuencia de corte (w,, rad/s): La frecuencia a partir de la cual la salida de un sistema se reduce

en 3 dB (70.7 %) respecto al nivel de referencia de 0 dB. Es la frecuencia en la cual la magnitud
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de la respuesta en frecuencia del sistema estd 3 dB por debajo de su valor de frecuencia cero. En
muchos sistemas lineales, suele coincidir con la denominada frecuencia esquina, que es la frecuencia
en la que la aproximacién asintética de la respuesta en frecuencia de un polo (o cero) cambia de
pendiente.

= Filtros paso bajo: Los filtros ideales paso bajo son sistemas en los que el diagrama de Bode del
modulo asociado a ellos es constante hasta una cierta frecuencia (la frecuencia de corte w,) y vale
—oco para w > w,, siendo su diagrama de fase nulo al menos hasta w.. Como su realizacién es
imposible, los filtros reales paso bajo se definen como aquellos sistemas caracterizados por una
respuesta en frecuencia G(jw) con un médulo casi constante en baja frecuencia y decreciente para
w > we. Suelen considerarse filtros paso bajo los que cumplen las siguientes condiciones:

V2~ G(j0) G(jo) V2

Noétese que en la definicién de filtro paso bajo la fase no juega ningin papel, aunque suele ser
significativa su contribucién y ademds dicha definicién implica que el sistema G(s) no contenga
acciones derivativas ni integrales, coincidiendo en ese caso G(j0) con la ganancia k.

» Ancho de banda: El rango de frecuencias 0 < w < w, en el cual la magnitud del sistema no decae —3
dB se denomina Ancho de Banda (AB) del sistema (también denominado banda pasante). E1 ancho
de banda indica como de bien el sistema filtra 0 modifica la senoide de entrada (es un indice de
la capacidad del sistema para atenuar sefiales de frecuencia elevada). El ancho de banda es la
diferencia entre las frecuencias en las que su atenuacion al pasar a través del sistema se mantiene
igual o inferior a 3 dB comparada con la frecuencia principal. En sistemas estrictamente causales
sin polos ni ceros en el origen, coincide con la frecuencia de corte. El ancho de banda da una
indicacién de las propiedades de la respuesta transitoria de un sistema de control, asi como de las
caracteristicas al filtrado de ruido y robustez> del sistema.

» La banda atenuada: Es el rango de frecuencias que el sistema atentia més de 3 dB (1 /V2).

= A menudo, el ancho de banda por si solo no es adecuado para indicar la capacidad de un sistema
para filtrar sefiales de ruido. Algunas veces es necesario observar la pendiente de la respuesta en
frecuencia, que se denomina razén de corte, a frecuencias altas [26].

» Sistemas de fase minima y fase no minima: Las funciones de transferencia que no tienen polos ni ceros
en el semiplano derecho se denominan de fase minima. En caso de tener algin polo o cero en el
semiplano derecho se denominan de fase no minima. La diferencia entre ambas en el dominio de
la frecuencia es que para los sistemas con la misma caracteristica de magnitud, los sistemas de
fase minima son aquéllos en los que la distancia de la fase en valor absoluto con respecto a 0°
es minima, frente a los de fase no minima cuya caracteristica de fase tiene mayor desfase (mayor
distancia a 0° en valor absoluto) que el sistema de fase minima asociado. En los sistemas de fase
minima, la funcién de transferencia se determina de forma tinica a partir de la curva de magnitud
(si se especifica la curva de magnitud en todo el rango de frecuencias, la curva de fase se determina
de forma tnica, y viceversa), no siendo asi en los sistemas de fase no minima.

» [nfluencia de los tiempos de retardo en la respuesta en frecuencia: Los tiempos de retardo tienen una gran
influencia en la respuesta en frecuencia de un sistema, puesto que constituyen un elemento de fase
no minima. Un retardo puro en forma de funcién de transferencia viene dado por G(s) = e~ /. En
el dominio frecuencial G(jw) = e~*/%. Por tanto, los tiempos de retardo no afectan a la curva de

3Cualidad de un sistema de control que muestra poca sensibilidad a efectos que no fueron considerados en la fase de analisis
y disefio del mismo, por ejemplo, perturbaciones, dindmicas no modeladas, ruido, ...
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magnitud, pues tienen magnitud 1 (en el diagrama de Bode de magnitud es una recta horizontal
de ordenada nula), pero introducen un desfase lineal con la frecuencia. De hecho, para w = 1/#,,
un término de retardo puro introduce un desfase de —57.3°.

El diagrama polar asociado al tiempo de retardo G(s) = e~ '® estd formado por una circunferencia
de radio unitario recorrida un ndamero infinito de veces en sentido horario a partir del semieje real
positivo. El médulo es constante e igual a 1 para toda w, mientras que la fase es decreciente con
w. Eso hace que cuando un sistema dindmico incluye un término de tiempo de retardo, al crecer
la frecuencia el diagrama de Nyquist del sistema recorre un ntimero cada vez mayor de vueltas en
el sentido horario alrededor del origen del plano complejo.
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Respuesta frecuencial: Concepto

Al ejecutar la herramienta interactiva aparece la pantalla representada en la figura superior, que in-
cluye en la zona izquierda elementos con los que se ha trabajado en las herramientas dedicadas al
andlisis en el dominio temporal (Capitulo 3), sustituyendo en la zona derecha las graficas de respues-
ta temporal por diagramas frecuenciales, aunque en esta ficha se conserva una grafica de respuesta
temporal en la parte inferior derecha para visualizar el concepto de respuesta en frecuencia como
respuesta a entradas senoidales en régimen estacionario.

En la zona superior izquierda, en el 4rea de Parametros se representa por defecto la funcién de trans-
ferencia de un sistema de segundo orden sin retardo y con un integrador, pudiéndose modificar los
valores de la ganancia estética y el tiempo de retardo haciendo uso tanto de barras de desplazamien-
to como de cuadros de texto. Se incluye en esta zona una barra de desplazamiento y un cuadro de
texto que determinan la frecuencia de interés que se quiere analizar en las representaciones graficas
de la respuesta en frecuencia. Bajo las barras de desplazamiento existe un drea reservada para dibujar
representaciones simbélicas de las funciones de transferencia seleccionadas (que puede ser una tinica
o bien dos si se selecciona la opcién de Mostrar dos sistemas. El valor de los otros elementos dindmi-
cos (polos y ceros) de la funcion de transferencia se puede modificar en la gréfica de Representacion
polo-cero, como se comentard a continuacion.
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En la parte inferior izquierda se ubica la Representacion polo-cero, donde se puede hacer uso del edi-
tor de polos y ceros para cambiar la estructura del sistema seleccionado, afiadiendo o eliminando
polos, ceros, derivadores e integradores, arrastrando dentro o fuera de la grafica los simbolos x X oo
situados junto al titulo de la misma. Este diagrama incluye la opcién de Mostrar dos sistemas, que al
seleccionarse produce la duplicacién de elementos interactivos y de la representaciéon simbdlica de
las funciones de transferencia en el drea de Parametros. Se representan en color rojo los pardmetros
asociados al sistema original y en azul los correspondientes al segundo sistema. Actuando sobre la
ubicacién de los polos y los ceros se pueden comparar las respuestas en frecuencia de los dos sis-
temas. El botén de sincronizacién (Sincro) iguala la funcién de transferencia del segundo sistema a la
del primero, con la finalidad de poder realizar un anélisis comparativo entre los dos sistemas partien-
do de una misma configuracién de polos y ceros. Si se pulsa con el ratén a la derecha del tridngulo
negro ubicado en la parte inferior de la gréfica se reducen los intervalos en los ejes de abscisas y
ordenadas y si se pulsa a la izquierda se amplia el rango.

En la parte derecha de la pantalla se distribuyen distintas representaciones de la Respuesta frecuencial,
que son seleccionables a través del menti desplegable de Opciones ubicado en el marco superior de
la aplicacién. Por omision aparece la opcion Bode, que representa en la zona superior derecha el dia-
grama de Bode del sistema seleccionado, incluyendo las lineas estaticas de 0 dB y —180°. Se pueden
seleccionar también los diagramas de Nyquist y Nichols, o bien la opcién Completo, que representa to-
dos los diagramas simultdneamente. Las gréficas incluyen los tridngulos que habilitan el cambio de
escala pulsando a derecha o izquierda de los situados en el eje de abscisas y en la parte superior o
inferior en los ubicados en el eje de ordenadas.

En todos los casos, en la parte inferior derecha se dibuja la Respuesta temporal, que facilita el andlisis
del concepto de respuesta en frecuencia basdndose en la introduccién de curvas senoidales a una
determinada frecuencia (se fija en el drea de pardmetros o en las representaciones frecuenciales) y
visualizando la amplificacién o atenuacién de la senoidal resultante en régimen permanente.

En todas las dreas de la herramienta hay objetos interactivos relacionados entre si. La modificacién
de la ganancia estdtica del sistema (k) se puede llevar a cabo a través de los cuadros de texto y barras
de desplazamiento del drea de Parametros, o bien trasladando verticalmente la curva de Magnitud
Bode (nétese que al moverla se muestra el valor de la ganancia también en la esquina inferior
izquierda de la herramienta). Un desplazamiento vertical de la curva de Fase Bode produce una
modificacién del tiempo de retardo (que aumenta si se mantiene presionado el botén izquierdo del
ratén sobre la curva y se realiza un movimiento hacia abajo), que alternativamente puede cambiarse
a través del cuadro de texto y barra de desplazamiento de la zona de Parametros. También se refresca
su valor en la esquina inferior izquierda de la herramienta. Finalmente, la frecuencia estd ligada
a una recta vertical en color negro que, al desplazarse a derecha o izquierda, aumenta o reduce
interactivamente la frecuencia de estudio (actualizdandose automdticamente su valor en el drea de
Parametros).

En la curva de Magnitud Bode se dibuja un circulo de color magenta (o) indicando la magnitud loga-
ritmica para la frecuencia determinada. Del mismo modo, en la curva de Fase Bode se representa un
circulo verde (o) que marca el desfase a la frecuencia seleccionada.
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En la curva de Respuesta temporal se dibujan dos segmentos no interactivos, uno de color magenta,
que determina la relacién de magnitudes de la respuesta en la frecuencia seleccionada (cociente de
magnitud de la senoidal de salida respecto a la senoidal de entrada, que determina la magnitud de
la respuesta en el diagrama de Bode) y otro de color verde que determina el desfase (corresponde
al desfase temporal de las curvas, pues puede ser de utilidad en la determinacién experimental
de funciones de transferencia). Al colocar el ratén sobre cualquiera de estos elementos (circulos o
segmentos magenta o verde), se muestran sobre todas las representaciones gréficas los valores de
magnitud (m) y fase (f) para la frecuencia seleccionada (el caso del desfase temporal se denomina
Desfase). En todos los casos, esta informacién se reproduce de una forma mds detallada en la esquina
inferior izquierda de la herramienta, especificando: w [rad/s], Magnitud [dB], Fase [°], Desfase temporal [s].

En el Diagrama de Nyquist, ademads de representar la respuesta en frecuencia del sistema analizado,
se incluye como elemento interactivo un circulo (o) sobre la curva de respuesta en frecuencia, que
al desplazarse sobre la curva modifica la frecuencia de interés y como consecuencia la Respuesta
temporal del sistema. El segmento no interactivo de color magenta que une el circulo sobre la
respuesta con el origen del plano complejo determina la magnitud de la respuesta en la frecuencia
seleccionada, mientras que el angulo en color verde determina la fase. También se puede modificar
la escala pulsando con el ratén a la derecha o la izquierda del tridngulo ubicado sobre el eje de
ordenadas.

En el Diagrama de Nichols, al igual que el diagrama de Nyquist, se puede modificar interactivamente
la frecuencia para la cual se estd estudiando la magnitud y la fase de la respuesta en frecuencia,
accediendo al circulo (o) sobre la respuesta en frecuencia. El segmento de color verde indica en este
diagrama el desfase, mientras que el magenta representa la magnitud en dB. También se pueden
modificar las escalas pulsando con el ratén a la derecha o la izquierda de los tridngulos que aparecen
en la representacion gréfica.

En ambos diagramas, Nyquist y Nichols, al colocar el ratén sobre los circulos ubicados sobre la res-
puesta frecuencial (o), en las gréficas aparece informacién sobre la magnitud (m) y la fase (f) ligadas a
ese punto, mientras que en la esquina inferior izquierda de la herramienta se incluye una descripcién
mds detallada, como se ha indicado previamente.

En el ment Opciones se pueden seleccionar tres ejemplos con distintas estructuras de polos, ceros y
tiempo de retardo. Ademads, se puede introducir una funcién de transferencia arbitraria utilizando
los formatos de Matlab ((NUM,DEN) y PZK) explicados en la Tabla 1.2 del Capitulo 1:

= El Ejemplo 1 toma como sistema base la funcién de transferencia P;1(s) (ver Capitulo 1), con dos
polos complejos conjugados y un polo real.

= El Ejemplo 2 utiliza como sistema base la funcién de transferencia P4(s), formada por un polo
y un cero (en este caso de fase no minima) y la compara con un sistema de primer orden, para
analizar los diferentes comportamientos a baja, media y alta frecuencia.

= El Ejemplo 3 (P,(s)) utiliza un sistema de primer orden. Este ejemplo sirve como introduccién
a la siguiente ficha y su objetivo es analizar las distintas representaciones de la respuesta en
frecuencia de un sistema de primer orden.
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Ejercicios

1.

;Por qué al modificar el valor de la frecuencia en el cuadro de texto o en la barra de desplazamiento
que aparece en la seccién de Parametros no se modifica la representacién simbdlica de la funcién
de transferencia? Justifique la respuesta.

Indique, haciendo uso de la herramienta, cudl serd la pendiente de la curva de magnitud para
w — oo de los sistemas lineales descritos por las siguientes funciones de transferencia. Relacione
los resultados obtenidos con la diferencia entre el grado del polinomio del numerador y el del
denominador (sistemas propios o causales y sistemas estrictamente causales):

G(S)_{ 1 s+ (s+2) 1 (s>+s+1) (52+S—|—1)(s+0.5)}
U GHD (542 s+ s (s+D(s5+2)(s+3) (s+1)(s+2)(s+3)

Escoja el Ejemplo 3 (Py(s)) en el mend de Opciones de la herramienta. Configure la funcién de
transferencia del sistema de primer orden con una ganancia estdtica unitaria y una constante de
tiempo de 1s(G(s) =1/(s+1)):

= Obtenga analiticamente la respuesta senoidal en régimen permanente, indicando el valor de
|G(jw)| y LG(jw). Para distintos valores de la frecuencia w (desde frecuencias bajas hasta
frecuencias altas, incluyendo las frecuencias w = 0.01,1,2 y 10 rad/s), anote en la curva de
Respuesta temporal la relacién de amplitudes entre la sefial senoidal de entrada y la de salida,
asi como el desfase temporal asociado. Construya, basdndose en esos datos (transformando
la relacién de amplitudes a magnitud en dB y el desfase temporal a desfase en grados), un
diagrama de Bode y compadrelo con el que aparece dibujado en la herramienta. ;Cudl es el
valor de la magnitud y la fase a bajas frecuencias?, ;y a altas frecuencias? Calcule el valor de
la frecuencia de corte y del ancho de banda del sistema e indique el valor de la amplitud de
la senoidal de salida y su desfase respecto a la de entrada para esa frecuencia de corte.

= Determine el valor y ubicacién de la frecuencia de corte en las tres representaciones graficas,
justificando los resultados. ;Qué forma se obtiene en el diagrama de Nyquist? (tenga en cuen-
ta la escala del gréfico). Determine sobre dicho diagrama y sobre el diagrama de Nichols los
puntos correspondientes a w = 0,w =1/7Ty w = oo (rad/s).

= Cambie de signo la ganancia (ponga el mismo valor de la ganancia pero con signo negativo).
Comente qué cambios observa en las gréficas de Bode y en la grafica de respuesta sinusoidal
y justifique esos resultados. Repita el procedimiento usando como gréfico de representacién
el diagrama de Nyquist y el de Nichols.

Seleccione el Ejemplo 1 (P11(s)) en el ment de Opciones. En el grifico de Representacion polo-cero
acerque los dos polos complejos conjugados mds alejados del eje imaginario del segundo sistema
(sistema representado en azul) a los dos ceros complejos conjugados del propio sistema (también
representados en azul) mds cercanos al eje imaginario. Analice lo que ocurre con las respuestas en
frecuencia de los dos sistemas que se estdn comparando y comente los resultados.

Seleccione el Ejemplo 2 (P4(s)) en el ment de Opciones. En el gréfico de Representacion polo-cero
mueva el cero del primer sistema e indique su ubicacién para que en w = 1 rad /s los dos sistemas
tengan la misma magnitud. Repita el procedimiento para analizar la posicién del cero que hace
que los dos sistemas tengan la misma fase para esa frecuencia de w = 1 rad/s.

Seleccione un sistema con un polo y un cero. Calcule analiticamente la salida en régimen perma-
nente a entrada senoidal, obteniendo la expresion de la magnitud y el desfase. Indique qué relacién
debe existir entre las constantes de tiempo asociadas al cero y al polo del sistema para que la fase
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aumente o disminuya con la frecuencia. Compruebe los célculos analiticos usando la herramienta
interactiva e indique los valores de fase y ganancia en cada caso para frecuencias bajas, para la
frecuencia de corte y para frecuencias muy altas en funcién de la posicién relativa entre el polo y
el cero (realizar pruebas para distintas posiciones relativas).

Seleccione un sistema integrador con una funcién de transferencia G(s) = k/s (por ejemplo ha-
ciendo uso del editor de polos y ceros). Justifique las formas de la curva de magnitud y de fase que
se obtienen en el diagrama de Bode, proporcionando las férmulas que las describen. ;Qué cambia
sila ganancia del integrador es negativa? En ambos casos, describa el comportamiento que obser-
va en la curva de respuesta temporal senoidal en régimen permanente. Para el caso con ganancia
estdtica positiva, ;qué ocurre si se afiade tiempo de retardo?, ;para qué valor del tiempo de retardo
la curva de fase corta la linea horizontal de —180°? Repita el procedimiento usando como gréfico
de representacién el diagrama de Nyquist (diagrama polar) y el de Nichols. ;Cudl es el diagrama
polar de G(jw) = 1/jw?, ;y su diagrama de Nichols? Justifique las respuestas.

Seleccione, haciendo uso del editor de polos y ceros, un sistema con un polo muy alejado del eje
imaginario (por ejemplo, en s = —30) y un derivador (cero en s = 0). Justifique las formas de la
curva de magnitud y de fase que se obtienen en el rango de frecuencias 0 < w < 10 rad/s. ;Qué
cambia si la ganancia estatica del sistema es negativa? En ambos casos, describa el comportamiento
que observa en la curva de respuesta temporal senoidal en régimen permanente. Para el caso con
ganancia estdtica positiva, ;qué ocurre si se aflade tiempo de retardo?, ;para qué valor del tiempo
de retardo la curva de fase corta la linea horizontal de —180°? Repita el procedimiento usando
como gréfico de representacion el diagrama de Nyquist (diagrama polar) y el de Nichols. ;Cuadl es
el diagrama polar de G(jw) = jw?, ;y su diagrama de Nichols? Justifique las respuestas.

Seleccione dos sistemas con un polo aproximadamente en s = —1 y un cero aproximadamente en
s = —2 (use la opcidén Sincro para ubicar su polo y su cero en la misma localizacién). Desplace uno
de los ceros a la ubicacién s = 2 del semiplano derecho. Comente las diferencias que observa entre
el sistema que tiene su polo y su cero en el semiplano izquierdo (sistema de fase minima) y el que
tiene el cero en el semiplano derecho (sistema de fase no minima).

Repita el ejercicio anterior utilizando una configuracién con los polos en s = —2 'y los ceros en
s = —1y s = 1 respectivamente. Comente los resultados.

Construya un sistema de segundo orden con una funcién de transferencia:

3

Gls) = 2 +s5+3

Analice la forma de los diagramas de Bode, Nyquist y Nichols. Sobre dichos diagramas determine
el valor en el que se obtiene la méxima amplitud de la respuesta y la frecuencia correspondiente (es
muy interesante que analice también lo que ocurre en la curva de respuesta temporal a medida que
modifica la frecuencia). Indique también la ubicacién de los puntos de frecuencia cero e infinito.

Con los valores por omision, seleccione w = 1.5 rad/s en el drea de Parametros. Usando el formato
(NUM,DEN) del ment Opciones, introduzca la funcién de transferencia:

1
G(§) = 57—
(®) s24+0.01s + 1
Indique la posicién de los polos de dicho sistema y su magnitud. Usando la barra de desplaza-
miento, comience lentamente a reducir la frecuencia y analice el comportamiento que observa en
la gréfica de Respuesta temporal. ;Hay algin valor de la frecuencia que haga que la salida no esté
acotada? Relacione su respuesta con el concepto de estabilidad marginal tratado en la Seccién 3.2.
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4.2 Respuesta en frecuencia de los sistemas lineales de primer orden de tiempo
continuo sin ceros

Herramienta interactiva: 4.2. f_primer_orden

Conceptos analizados en la ficha
= Respuesta en frecuencia de un sistema de primer orden.

= Representacion en el diagrama de Bode de la respuesta en frecuencia de un sistema de primer
orden.

= Aproximaciones asintéticas a las curvas de magnitud y fase del diagrama de Bode de un sistema
de primer orden.

= Relacién entre la ganancia estdtica y la curva de magnitud a baja frecuencia.
= Relacién entre la constante de tiempo y la frecuencia de corte.

» Caracteristicas de filtrado paso bajo de un sistema de primer orden.

Teoria  En esta ficha se analiza la respuesta en frecuencia de los sistemas lineales de tiempo continuo
invariantes en el tiempo de primer orden sin ceros. Como representacion grafica de la respuesta en
frecuencia se utiliza el diagrama de Bode, que como se ha visto en la ficha anterior, estd formado por
dos graficas, una en la que representa en el eje de ordenadas la magnitud de la funcién de transferencia
sinusoidal en decibelios (201og (|G (jw)]|)) frente a la frecuencia en escala logaritmica en el eje de abscisas
(en rad/s), y otra en la que representa el dngulo de fase en grados (/G(jw)) frente a la frecuencia en
escala logaritmica en el eje de abscisas (en rad/s). La respuesta en frecuencia de un sistema lineal de
primer orden se puede obtener a partir de su funcién de transferencia sustituyendo s = jw (ver la
ecuacion (4.6)).

Cuando se trabaja con el diagrama de Bode, la ganancia sélo contribuye en la curva de magnitud
a través de 201og (k) (dB), es decir, es una recta horizontal, mientras que el desfase que aporta es nulo
(la modificacién de la ganancia estdtica no afecta al desfase), salvo que la ganancia sea negativa, en
cuyo caso aporta un desfase constante de 180° (segtn el criterio de dngulo escogido, también se puede
considerar —180°).

Si se analizan inicialmente los factores integrales (caso particular de un sistema de primer orden), se
tiene que la magnitud logaritmica de 1/ jw en dB es —201og (w) y su dngulo de fase es constante e igual
a —90°. En un diagrama de Bode, la magnitud —201log (w) es una recta de pendiente —20 dB/década
que pasa por el punto (0 dB, w = 1 rad/s).

Si se analiza la respuesta en frecuencia de un sistema de primer orden:

G(s) = — G(jw) = |G(jw)| = ¢ = /G(jw) = arctan (Tw) (4.6)

k
Ts+1 Tjw + 1’ V22 + 1
se puede observar cémo el término (1 + Tjw)~! contribuye tanto a la curva de magnitud como a la de
fase. En el caso de la curva de magnitud:

201og ( T D = —20log (\/ w22 4 1) (dB) 4.7)
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Es fécil comprobar que la asintota de baja frecuencia (w < 1/7) es 0 dB, mientras que la de alta frecuen-
cia (w > 1/7) es —20log (wT) (dB), que en el diagrama de Bode es una linea recta de pendiente —20
dB/década y que corta a la linea de 0 dB en w, = 1/ 7, donde w, es la frecuencia esquina (en un sistema
de primer orden coincide con la frecuencia de corte w).

La fase ¢ del factor (1 + Tjw) ! es ¢ = — arctan (wT). A frecuencia cero la fase es 0°, en frecuencias
altas (w — o0) el dngulo de fase es —90°, mientras que en la frecuencia de corte es —45°.

En el caso de la curva de fase, se definen tradicionalmente la asintota de baja y alta frecuencia como
lineas horizontales discontinuas a las fases correspondientes que se juntan mediante una linea vertical
que corta a la curva real de fase en el punto en el que ha cambiado +45° (en funcién del signo de
la ganancia y de la constante de tiempo) respecto a su valor inicial (forma en escalén). Existen otras
aproximaciones asintéticas a la curva de fase, como la lineal, donde las asintotas de baja y alta frecuencia
siguen siendo horizontales, pero incorpora una aproximacion lineal que va desde la década anterior
hasta la posterior cortando a la curva de fase en el punto en que ha cambiado 45° (correspondiente a la
frecuencia esquina w,). Esta aproximacién lineal, estd dentro de 6° de la curva de fase real para todas las
frecuencias. Otra aproximacion asintética a la fase puede ser la denominada dptima, donde la pendiente
de la linea se ajusta a la de la curva de fase para minimizar el error entre las mismas y coincidir en el
punto de interés (frecuencia de corte), no partiendo por tanto de la década anterior ni terminando en la
década posterior.

Como ya se indic6 previamente, el ancho de banda (AB) se define como la frecuencia a la que la res-
puesta en frecuencia ha caido 3 dB desde su valor de baja frecuencia. El ancho de banda de un sistema de
primer orden coincide con el valor absoluto del polo |p| = |1/7| = w,. Es una medida de la posibilidad
que tiene el sistema de reproducir fielmente una sefial de entrada. Generalmente, la respuesta del sis-
tema para valores de frecuencia superiores al ancho de banda estard atenuada. A medida que aumenta
el ancho de banda la rapidez de la respuesta también aumenta (cuanto mayor sea el ancho de banda del
sistema, mds rdpida serd la respuesta a escalén del mismo). El ancho de banda es ademds una medida
directa de la sensibilidad del sistema al ruido (un ancho de banda muy grande indica que el sistema
es muy sensible a los ruidos de alta frecuencia). Estas consideraciones (solucién de compromiso entre
rapidez de respuesta y rechazo del ruido) en general se mantienen para sistemas de 6rdenes superiores.
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Respuesta frecuencial: Primer orden

Parametros: En la parte superior izquierda se muestran los pardmetros numéricos y la funcién
de transferencia que definen al sistema bajo estudio, junto a fndices que describen la respuesta
frecuencial del sistema seleccionado (Caracteristicas), que en este caso son la Constante de tiempo
y la Frecuencia de corte del sistema. El valor de la ganancia estdtica k y de la constante de tiempo
T se pueden modificar a través del cuadro de texto o de la barra de desplazamiento. Para intro-
ducir ganancias estdticas negativas, hay que hacerlo escribiendo su valor en el cuadro de texto (y
automdticamente los limites de la barra de desplazamiento tendrdn en cuenta el nuevo signo de la
ganancia). Cuando se cambian los valores de k y 7, automdticamente se refrescan en este drea la
representacion simbdlica de la funcién de transferencia y las caracteristicas frecuenciales, asi como
los datos que aparecen en el resto de representaciones graficas.

Representacion polo-cero: En la parte inferior izquierda se representa el plano s (o plano complejo),
donde se muestra la localizacién del polo del sistema analizado (o la posicién de los polos de los
sistemas estudiados si se selecciona la opcién de Mostrar multiples sistemas.

Como en fichas anteriores, el polo se representa por el simbolo x, que se puede arrastrar a
cualquier localizacién del eje real del plano complejo (indicdndose en todo momento su ubicacién en
la esquina inferior izquierda de la herramienta). El tridngulo que aparece en la parte inferior permite
cambiar la escala simultdneamente en los ejes de abscisas y ordenadas (pulsando a la izquierda del
tridngulo la escala aumenta y a la derecha se reduce).
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Magnitud Bode/Fase Bode: En la derecha de la herramienta se tienen los diagramas de magnitud (parte
superior) y fase (parte inferior) de Bode. El diagrama de Magnitud Bode muestra la magnitud de la
respuesta en frecuencia en decibelios (dB) de los sistemas representados, en funcién de la frecuencia
w (rad/s). El diagrama de Fase Bode incluye las gréficas de la fase (en grados) de los sistemas vi-
sualizados, en funcién de la frecuencia w (rad/s). Ambos diagramas disponen de la posibilidad de
realizar ampliaciones o reducciones de escala, con la diferencia respecto a las fichas anteriores que
existen dos tridngulos A en el eje de abscisas y dos en el eje de ordenadas (A, 57). Los dos tridngu-
los permiten modificar parcialmente una parte de la escala. En el eje de abscisas, permite ampliar o
reducir la escala de alta o baja frecuencia por separado.

En las dos gréficas aparece un aspa X que se corresponde con la localizacién de la frecuencia
de corte y que facilita modificar su valor desplazdndola hacia la derecha o izquierda, de modo que
se refrescan automdticamente sus valores en las dreas de Parametros y Representacion polo-cero. Al
colocar el ratén sobre la misma el valor de la frecuencia correspondiente se visualiza en la esquina
inferior izquierda de la herramienta.

También cabe destacar que ademads de la respuesta en frecuencia real, se muestran las correspon-
dientes asintotas. En el caso de la curva de magnitud, las asintotas se dibujan con lineas discontinuas
de color negro. La de baja frecuencia es horizontal y la de alta frecuencia aparece en este caso como
una recta con pendiente —20dB/década que corta a la de baja frecuencia precisamente en la frecuen-
cia de corte w.. Hay que hacer notar que el cambio de la magnitud en baja frecuencia (y por tanto de
la ganancia estdtica) se realiza en estas fichas arrastrando hacia arriba/abajo la linea de trazo grueso
negra (-) que aparece en la parte derecha de la curva Magnitud Bode.

Para la curva de fase, aparecen por omisién la asintota de baja y alta frecuencia como lineas
horizontales discontinuas a las fases correspondientes.

En la frecuencia de corte se dibuja una linea vertical discontinua, que corta a la curva real de
fase en el punto en el que ha cambiado +45° (en funcién del signo de la ganancia y de la constante
de tiempo) respecto a su valor inicial (forma en escalén). Existe la posibilidad de no representar
ninguna asintota o de escoger entre las distintas representaciones de las asintotas de fase (escaldn,
lineal y 6ptima) activando los botones circulares que aparecen sobre la curva de fase:

® No © Escalon O Lineal () Optima.

Al marcar la opcién de Mostrar multiples sistemas, en el ment Opciones de la parte superior izquierda
de la herramienta se activan diferentes opciones para inicializar la ubicacién de los polos y poder
comparar la respuesta de cinco sistemas en funcién de sus pardmetros (cada uno con un color aso-
ciado segtn la definicién de colores de la Biblioteca explicada en el Capitulo 1):

= Efecto constante tiempo: Inicia el atributo T de los modelos de cinco sistemas con distintos valo-
res, manteniendo k constante (k = 1) en todos ellos.

s Efecto ganancia: Inicia el atributo k de cinco modelos con valores diferentes manteniendo para
todos ellos el valor de T = 1.

El sistema activo en el drea Parametros se elige pulsando sobre la localizacién de los polos en la
grafica de Representacion polo-cero o sobre cualquier punto de la respuesta frecuencial deseada, bien
sea en la gréfica Magnitud Bode o en la Fase Bode, resaltdndose automdticamente en negrita.

Hay que hacer notar que cuando se coloca el ratén sobre las curvas de respuesta en frecuencia
del sistema activo, se visualizan sobre las mismas el valor de frecuencia (w) y magnitud (m) o fase (f)
correspondiente al punto seleccionado de la curva. De igual forma, esta informacién se muestra en
la esquina inferior izquierda de la herramienta.
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Ejercicios

1.

10.

11.

12.

Desplace verticalmente la asintota de baja frecuencia de la curva de magnitud del diagrama de
Bode. ;Qué elementos de la herramienta interactiva se modifican? Justifique la respuesta.

Seleccione un sistema de primer orden con k = 1y T = 1 s. Indique el valor de la frecuencia de
corte y el valor de la magnitud y la fase en dicha frecuencia. Utilizando la curva de magnitud,
calcule los errores que se producen a distintas frecuencias entre la curva real de magnitud y la
asintética. ;Cuadl es el valor maximo de ese error y en qué frecuencia se produce?

Desplace el aspa X que aparece en las curvas de magnitud y fase de la herramienta hacia derecha
e izquierda. ;Qué elementos de la herramienta interactiva se modifican? Si desplaza el aspa hacia
la derecha, ;aumenta o disminuye el ancho de banda del sistema?, ;c6mo se relaciona el ancho de
banda con la constante de tiempo del sistema?, ;y con la ganancia estatica?, ;y con la localizacién
del polo del sistema?

(Se puede conseguir desplazando el aspa X que aparece en las curvas de magnitud y fase de la
herramienta una constante de tiempo negativa? Justifique la respuesta.

Si aleja el polo del eje imaginario, ;jaumenta o disminuye el ancho de banda del sistema?, ;y la
frecuencia de corte?, ;y la rapidez de respuesta?

Intente colocar el polo del sistema en el origen s = 0 o cercano a él. Comente y justifique la forma
que adoptan las curvas de magnitud y fase.

Introduzca un valor negativo de la ganancia. Explique qué ocurre con la curva de magnitud y fase
del diagrama de Bode. Justifique la respuesta.

Seleccione una constante de tiempo T = —1 s. Justifique los valores iniciales y finales de la fase.
Haciendo uso de la opcién de Mostrar multiples sistemas, coloque el polo de uno de ellosen s = —1
y el de otro en s = 1. Compare las curvas de magnitud y fase y comente las diferencias. ;Cudl de
los dos sistemas podriamos denominarlo de fase no minima? Desplace el polodes =1as= -1y
analice y comente lo que ocurre con las curvas de magnitud y fase.

Activando la opcién de Mostrar multiples sistemas, seleccione del mend Opciones (Efecto constante
tiempo). Analice el efecto que sobre el diagrama de Bode tiene el desplazamiento de izquierda a
derecha del polo mds alejado del eje imaginario, incluyendo valores positivos de dicho polo.

Activando la opcién de Mostrar multiples sistemas, seleccione en el menti Opciones el tercer caso
(Efecto ganancia). ;Por qué todas las respuestas frecuenciales tienen el mismo diagrama de fase?
;Cual es el valor de la frecuencia de corte de cada uno de los sistemas representados?

Escoja un sistema con ganancia estdtica unidad y constante de tiempo igual a 0.5 s. Indique el
valor de la frecuencia de corte y su relacién con la constante de tiempo del sistema. A continuaciéon
analice la precision de las distintas aproximaciones asintéticas de la fase, indicando para cada una
de ellas la frecuencia a la que se obtiene la mayor diferencia entre la curva del sistema real y su
aproximacion asintética y el valor de dicha diferencia.

Activando la opcién de Mostrar multiples sistemas, seleccione en el menti Opciones el segundo caso
(Efecto constante tiempo). Para la configuracién de polos por omision, calcule el ancho de banda en
cada uno de los casos. Usando la herramienta interactiva 3.1. t_primer_orden, simule eso ejemplos
y relacione la rapidez de respuesta del sistema con el ancho de banda.
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4.3 Respuesta en frecuencia de los sistemas lineales de segundo orden de
tiempo continuo sin ceros

Herramienta interactiva: 4.3. f_segundo_orden

Conceptos analizados en la ficha
= Respuesta en frecuencia de un sistema de segundo orden.

= Representacién en el diagrama de Bode de la respuesta en frecuencia de un sistema de segundo
orden.

= Aproximaciones asintéticas a las curvas de magnitud y fase del diagrama de Bode de un sistema
de segundo orden.

= Relacién entre la ganancia estdtica y la curva de magnitud a baja frecuencia.

= Concepto de resonancia. Relacién entre el factor de amortiguamiento relativo, la frecuencia de
resonancia y el pico de resonancia.

= Relacién entre la frecuencia natural no amortiguada y el factor de amortiguamiento relativo y la
frecuencia de corte de ganancia. Ancho de banda en sistemas de segundo orden.

Teoria Aunque la respuesta en frecuencia de un sistema representa de forma cualitativa la respuesta
transitoria, la correlacion entre las respuestas en frecuencia y transitoria es aproximada, salvo en el caso
de sistemas de segundo orden. La funcién de transferencia normalizada de los sistemas de segundo
orden es:

kw? k
= - G( 'w) =
2 2 PV 2
§% + 28wys + w3 (]w%) +2§(].u%)+1
donde k es la ganancia estdtica,  es el factor de amortiguamiento relativo y wy, la frecuencia natural no amor-
tiguada del sistema. Los polos se sitian en s; = —J wy, + jw, /1 -3y s; = —Jw, + jw, /1 -T2 En
el caso estable, dichos polos pueden ser reales { > 1 (sistema sobreamortiguado), reales e iguales (T = 1,

sistema criticamente amortiguado) o complejos conjugados (0 < § < 1, sistema subamortiguado).
La curva de magnitud y fase se obtiene como:

G(s)

n

2 2 2w
|G(jw)| = 201log (k) —201log \/(1 - Z—i) + <2§§n) ¢ = arctan % (4.8)

En lo que sigue se va a considerar que k = 1 sin pérdida de generalidad.

En el caso en que el sistema tenga los polos en el semiplano izquierdo del plano complejo, para bajas
frecuencias, la magnitud logaritmica es 0 dB* y la fase 0° (asintotas de baja frecuencia), mientras que
para altas frecuencias la asintota de magnitud es una recta con pendiente —40 dB/década y la fase es
—180° (se puede comprobar haciendo w — oo en las ecuaciones (4.8)). Al igual que se ha explicado en la
Seccién 4.2, existen distintas aproximaciones asintéticas a la curva de fase:

= Escalén: Las asintotas de baja frecuencia (0°) y alta frecuencia (—180°) se juntan mediante una linea
vertical que corta a la curva real de fase en el punto en que ha cambiado —90°.

4201og (k) si k # 1.
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» Lineal: Las asintotas de baja y alta frecuencia se unen mediante una recta que va desde la década
anterior hasta la posterior cortando a la curva de fase en el punto en que ha cambiado —90°.

» Optima: La pendiente de la asintota lineal se ajusta a la curva real minimizando el error entre las
mismas y coincidiendo en el punto medio (—90°).

En la gréfica de magnitud, la asintota de alta frecuencia corta a la de baja en w = wy, que en este
caso coincide con la frecuencia de corte. Las dos asintotas son independientes del valor de J. Por este
motivo, las aproximaciones asintéticas no proporcionan resultados muy exactos para valores bajos de {
(0 < T <0.707), que son aquéllos para los que la ecuacién (4.8) tiene un maximo.

En el caso subamortiguado, el diagrama de Bode presenta un pico de resonancia cerca de w, (en
w = wy, siendo wy la frecuencia de resonancia, que es la frecuencia a la cual se logra el méximo valor de la
respuesta en frecuencia del par de polos complejos conjugados), con una magnitud de pico M, (mdxima
amplitud de la respuesta en frecuencia), donde:

1 1
o =122 M=o a—a WS

Es fdcil comprobar que [7]:
‘G(jwn>| =57 (4.9)

Es importante notar que la magnitud de pico s6lo depende de {. A medida que el factor de amor-
tiguamiento relativo { tiende a cero, wy — w;, y M, — oco. Para { > 0.707 no hay pico de resonancia y
M, =1.

El ancho de banda viene dado por AB = wy, \/1 —20%2 + /2 —4%% + 4T Cuando { variaentre Oy 1,
el AB es directamente proporcional a wj, y varia entre 1.55 w;, y 0.64 w;,. Los ingenieros de control tratan
siempre de mantener el factor de amortiguamiento relativo de los sistemas controlados en torno a 0.707.
Para este valor de {, AB = wy. De hecho, es normal cuando se estd disefiando considerar que el ancho
de banda de un sistema de segundo orden puede ser aproximado por wy,.

En el caso de sistemas sobreamortiguados, el diagrama de Bode se construye a partir de los dos
sistemas de primer orden que lo forman, aprovechando las propiedades de las escalas logaritmicas (ver
Seccion 4.2).
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Respuesta frecuencial: Segundo orden

El objetivo principal de esta ficha es analizar la respuesta frecuencial de un sistema lineal de
segundo orden en funcién de los valores de sus pardmetros descriptivos. La aplicacién interactiva
estd dividida en cuatro dreas principales.

Parametros: En la parte superior izquierda se muestran los pardmetros numéricos y la funcién de
transferencia que definen al sistema bajo estudio en formato normalizado:
2
_ kws
$2 + 28wys + w2

G(s)

junto a indices que describen la respuesta frecuencial del sistema seleccionado (Caracteristicas), que
en este caso son la Frecuencia de corte w, (rad/s), la Frecuencia de resonancia w, (rad/s) y la Magni-
tud pico M, (dB). El valor de la ganancia estética k, del factor de amortiguamiento relativo {y de la
frecuencia natural no amortiguada w, se pueden modificar a través de sus respectivos cuadros de
texto o barras de desplazamiento. Para introducir ganancias estaticas negativas, hay que hacerlo cam-
biando su valor en el cuadro de texto (y automdticamente los limites de la barra de desplazamiento
tendrdn en cuenta el nuevo signo de la ganancia).
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Cuando se cambian los valores de k, { y w,, automaticamente se refrescan en este drea la represen-
tacion simbdlica de la funcién de transferencia y las caracteristicas frecuenciales, asf como los datos
que aparecen en el resto de representaciones gréficas. Cuando los dos polos son reales, los cuadros
de texto y barras de desplazamiento correspondientes a w;, y { se transforman en 7; y Tp, que son
las constantes de tiempo de los dos polos reales, representdndose en el drea de Caracteristicas tinica-
mente el valor de w, y la funcién de transferencia en forma de constantes de tiempo.

Representacion polo-cero: El plano complejo situado en la parte inferior izquierda contiene los polos de
los sistemas analizados, descritos por el simbolo x, que se puede arrastrar a cualquier localizacién del
plano complejo. Cuando se coloca el ratén sobre estos elementos, en la esquina inferior izquierda de
la herramienta se indica su posicién. El cambio de escala se realiza usando el tridngulo posicionado
en la parte inferior del diagrama (pulsando a la izquierda del tridngulo la escala aumenta y a la
derecha se reduce).

Magnitud Bode/Fase Bode: En la zona derecha de la herramienta se dibujan las graficas de Magnitud
Bode (parte superior) y Fase Bode (parte inferior). Ambos diagramas disponen de la posibilidad de
realizar ampliaciones o reducciones de escala, pinchando con el rat6n a la derecha o izquierda de los
tridngulos ubicados en el eje de abscisas (A) o en la parte superior o inferior de los que se encuentran
en el eje de ordenadas (A, v7). En las dos graficas aparece un aspa (Xx) que se corresponde con la
localizacién de la frecuencia de corte que facilita la modificacién de su valor, desplazandola hacia
la derecha o izquierda. Cuando se hace, se refrescan automdticamente sus valores en las dreas de
Parametros y Representacion polo-cero. Si los dos polos son reales, son dos los simbolos X que se
representan, ligados a las frecuencias esquina w,, = 1/7; y we, = 1/ 12 correspondientes a cada uno.

El cambio de la magnitud en baja frecuencia (y por tanto de la ganancia estdtica) se realiza arras-
trando en vertical la linea de trazo grueso negra (-) situada en la parte derecha de la curva Magnitud
Bode.

En esta herramienta es posible visualizar tanto las curvas exactas de respuesta frecuencial para los
sistemas de segundo orden como sus aproximaciones asintéticas. Dado que en la literatura aparecen
diferentes aproximaciones para la curva de fase, la herramienta permite seleccionar entre ellas,
hecho que contribuye a poderlas comparar y entenderlas mejor. La aproximacién asintética permite
generar aproximaciones simples de la curva de repuesta frecuencial lo que ayuda al ingeniero a
construir modelos mentales simples de la misma.

En el caso de sistemas subamortiguados (0 < § < 1):

= En la curva de magnitud, se muestra la asintota de baja frecuencia como una linea horizontal
discontinua de color negro, mientras que la asintota de alta frecuencia se representa en este caso
como una recta con pendiente —40 dB/década que corta a la de baja frecuencia precisamente
en la frecuencia de corte.

= En la curva de fase, las asintotas de baja y alta frecuencia se dibujan con lineas horizontales
discontinuas en las fases correspondientes. En la frecuencia de corte se traza una linea vertical
discontinua, que atraviesa la curva real de fase en el punto en el que ha cambiado +90° respecto
a su valor inicial (forma en escal6n). Existe la posibilidad también de escoger entre distintas
representaciones de las asintotas de fase activando los botones circulares que aparecen sobre la
curva de fase ) No (O Escalén () Lineal © Optima.
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Aplicacion...

La opcién de Mostrar multiples sistemas funciona en esta herramienta de la misma forma que en la
herramienta anterior, resaltdindose siempre en negrita el sistema seleccionado a través de sus po-
los representativos en la grafica de Representacion polo-cero o sobre cualquier punto de su respuesta
frecuencial, reflejdndose los valores de la frecuencia, magnitud y fase correspondientes a ese punto
seleccionado en las gréficas.

Cuando se utiliza la citada funcién Mostrar mltiples sistemas, en el ment Opciones aparecen diver-
sas alternativas para inicializar la ubicacién de los diferentes polos y poder comparar la respuesta de
varios sistemas en funcién de sus pardmetros:

» Efecto factor de amortiguamiento: Inicializa sistemas estables con distintos valores de { mantenien-
do k constante (k = 1) y w, constante (w, = 2 rad/s).

= Efecto frecuencia no amortiguada: Inicializa los sistemas con un conjunto de valores de w, mante-
niendo { constante (§ = 0.5) y k constante (k = 1).

= Parte imaginaria constante: Inicializa los sistemas subamortiguados con diferentes valores de su
parte real y con parte imaginaria constante.

= Parte real constante: Inicializa los sistemas subamortiguados con varios valores de su parte ima-

ginaria y con parte real constante, colocados sobre una linea vertical situada en s = —5.

Ejercicios

1.

etermine, haciendo uso de la herramienta, una funcién de transferencia de un sistema de se-
Det h do uso de la h t funcién de transf cia d st d
gundo orden que tenga ganancia estatica unidad, una magnitud pico de valor M, = 5 dB y una
recuencia de resonancia w;, = 1 rad/s. Compare los resultados con los esperados de teoria.

f d 1rad/s.C I Itad I dos de t

Active la opcién de Mostrar multiples sistemas. Para los sistemas representados, calcule haciendo uso
de la herramienta la frecuencia de corte w,, el ancho de banda AB, la frecuencia de resonancia w;
y la magnitud pico M,. ;Cuadles de los sistemas representados no tendran sobreoscilacién cuando
se les introduzca una sefial en forma de escal6n a la entrada?

Para un sistema de segundo orden con k = 1y w, = 2 rad/s, analice la respuesta en frecuencia
que se obtiene para valores de §{ = 0.1,0.2,0.3,0.5,0.7, 1.0 (utilice la opcién de Ejemplo factor amor-
tiguamiento). Calcule haciendo uso de la herramienta la frecuencia de corte w,, el ancho de banda,
la frecuencia de resonancia w;, la magnitud pico M, y la magnitud de |G(jwy)|, asf como la dife-
rencia entre la curva real y la asintética, tanto en magnitud como en fase (use en este caso todas
las aproximaciones posibles).

Utilizando la herramienta interactiva 4.1. f_concepto, repita el apartado anterior y compruebe que
en el diagrama polar el punto de frecuencia cuya distancia al origen es la maxima corresponde a la
frecuencia de resonancia. Compruebe también en el diagrama de Nichols que la distancia vertical
entre los puntos w = 0y w = w; es el valor pico de G(jw) en dB.

Utilizando la herramienta interactiva 4.1. f_concepto, construya con el editor de polos y ceros una
funcién de transferencia de la forma:
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10.

11.

Capitulo 4. Respuesta en frecuencia

Dibuje el diagrama polar de esta funcién de transferencia, indicando dénde se ubican los puntos
de frecuencia cero y frecuencia infinito.

Utilizando de nuevo la herramienta interactiva 4.3. f_segundo_orden, active la opcién de Mostrar
multiples sistemas y seleccione en el ment Opciones el (Ejemplo frecuencia no amortiguada). Indique el
valor de la ganancia estdtica k y el factor de amortiguamiento relativo § constante utilizados en este
ejemplo. Seleccionando en la gréfica de Magnitud Bode todos los sistemas sucesivamente, analice el
valor de la magnitud pico M,. ;Por qué en todos los casos tiene el mismo valor? Justifique la
respuesta. Calcule utilizando la herramienta los valores de la frecuencia de corte w, el ancho de
banda y la frecuencia de resonancia w, de todos los sistemas representados. ;Qué sistema serd mds
rapido cuando a su entrada se introduzca una sefial en escalén?, ;cudl serd méds lento? Justifique
la respuesta.

Escoja ahora la opcién de mend Parte imaginaria constante. Para cada uno de los sistemas represen-
tados, indique el valor de k, {, wy, w¢, w; y M;. Determine qué sistema tendrd la maxima sobre-
oscilacién cuando se le introduzca una entrada en forma de escalén y cudl tendra la respuesta mds
lenta. Justifique la respuesta. Desplace los dos polos mds cercanos al eje imaginario sobre dicho
eje. Justifique lo que ocurre con las curvas de magnitud y fase. ;Cuadl serd el valor del factor de
amortiguamiento relativo {? ;Qué tipo de respuesta temporal cabe esperar?

Seleccione finalmente la opcién de ment Parte real constante. Para cada uno de los sistemas re-
presentados, indique el valor de k, , wy, we, w; y M,. Desplace algin par de polos complejos
conjugados alejandolos del eje real verticalmente. Explique lo que ocurre con las curvas de magni-
tud y fase del diagrama de Bode. Indique cudl es la posicién de los polos que produce un factor de
amortiguamiento relativo { = 0.7 y el valor de la frecuencia natural no amortiguada w;, asociada.
En ese caso, calcule el valor de w,, wy y M,;. ;Por qué w;, = w.? ;Por qué w, < w,? Justifique las
respuestas.

Usando la herramienta interactiva 3.2. t_segundo_orden, simule los ejemplos 1, 2, 5, 6 y 7 y com-
pruebe las respuestas temporales que se obtienen y si el comportamiento esperado concuerda con
las justificaciones que ha hecho en dichos apartados.

Arranque la herramienta o pulse Reset en el mend Opciones. Para la configuracion de pardmetros
que aparecen por omision, indique si puede existir algtin valor de frecuencia de forma que cuando
se introduce una senoide a la entrada de esa frecuencia, la salida crezca indefinidamente. ;Qué
valor se obtiene en este caso en la magnitud pico M,?

Analice con la herramienta la respuesta en frecuencia de un sistema de segundo orden sobreamor-
tiguado:
k

6O = ms Dms 1 1

considerando k = 1y los siguientes casos:

a) m=1s, 17 =01s.
b) m=2s,7=1s.
) =1 =1s.

d m=1s,17 =-1s.

e) »m=-1s,171=-01s.
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4.4 Efecto de un cero en la respuesta en frecuencia de sistemas lineales de
primer orden de tiempo continuo

Herramienta interactiva: 4.4. f_primer_orden_cero

Conceptos analizados en la ficha

= Respuesta en frecuencia de un sistema de primer orden con un cero. Diagrama de Bode. Aproxi-
maciones asintoticas.

= Relacién entre la localizacién del polo y el cero del sistema con la respuesta en frecuencia. Ganancia
minima y maxima. Desfase minimo y maximo. Adelanto y retraso de fase.

Teoria  En esta ficha se va a estudiar la respuesta en frecuencia de sistemas representados por una
funcion de transferencia de la forma: Bs 1
S +

Ts+1

Una ventaja de los diagramas de Bode es que, para factores que son reciprocos entre s, las curvas de
magnitud logaritmica y de dngulo de fase sélo necesitan cambiar de signo. Los factores derivativos
(caso particular de un cero en s = 0 y reciproco de un integrador) tienen una magnitud logaritmica en
dB igual a 20log (w) y su dngulo de fase es constante e igual a 90°. En un diagrama de Bode, la curva de
magnitud de un derivador es una recta de pendiente 20 dB/década que pasa por el punto (0dB, w =1
rad/s). Para un cero (factor Bjw + 1) se podrd obtener el diagrama de Bode como se hacia para un polo
(factor 1/(Tjw + 1)). La asintota de magnitud a baja frecuencia serd una linea recta de pendiente nula
en 0 dB, que en la frecuencia esquina w, = 1/p cortard a la asintota de alta frecuencia que tendrd una
pendiente de 20 dB/década. La curva de fase partird de 0° y llegard hasta 90°.

La forma de la respuesta en frecuencia en sistemas de primer orden con un cero dependerd de la
posicién relativa del polo y el cero y de los valores de las constantes de tiempo caracteristicas. Notese
que en este caso el sistema no es estrictamente causal (pues tiene el mismo grado en el numerador y
en el denominador). En el dmbito de los sistemas en lazo cerrado que se estudiardn en el Capitulo 7, a
una funcién de transferencia con un polo y un cero en el semiplano izquierdo en la que se cumpla que
B > 7 (cero a la izquierda del polo) se le denomina controlador (compensador, red) de retraso de fase,
mientras que en el caso B < T (cero a la derecha del polo) se llama controlador (compensador, red) de
adelanto de fase, debido a las caracteristicas que tiene la curva de fase en cada una de estas situaciones
(aporte negativo o positivo de fase). En estos casos (polo y cero en el semiplano izquierdo del plano s,
incluyendo la posibilidad de un integrador o un derivador), las asintotas de magnitud p = |G(jw)|y
fase ¢ = /G(jw) tendrdn las caracteristicas mostradas en la Tabla 4.1.

Si no hay un integrador o un derivador en la funcién de transferencia, entre la asintota de baja
frecuencia (0w, ) y la de alta frecuencia (ow,,), la magnitud en el diagrama de Bode seguird lo siguiente:

(4.10)

G(s) =k

= Retraso de fase: Una asintota de pendiente —20 dB/década entre w,, = 1/7y w,, = 1/p, siendo
we, la frecuencia esquina de baja frecuencia y w,, la de alta frecuencia.

» Avance de fase: Una asintota de pendiente 20 dB/década entre w,, = 1/By we, =1/ 7.

Si existe un integrador o un derivador sélo habrd una frecuencia esquina en w, = 1/ 0 w, = 1/ 7 res-
pectivamente. El dngulo de fase vendrd determinado en ambos casos por: ¢ = arctan(Bw) — arctan(tw),
alcanzandose el minimo (mdximo) desfase para w,, = 1/./7pB, donde:
1-(t/B) 1-(t/B)
Y= = 4.11
Sen(‘Pmm) 1 + (T/‘B) Sen(¢m11x) 1 + (T/‘B) ( )
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asintota poloy ceroens # 0 integrador derivador
Py, pendiente 0 dB/década  pendiente —20 dB/década  pendiente 20 dB/década
P, linea de 0° linea de —90° linea de 90°
Py pendiente 0 dB/década  pendiente 0 dB/década pendiente 0 dB/década
Py linea 0° linea 0° linea 0°

Tabla 4.1 Caracterizacion de las asintotas en un sistema lineal de primer orden con un cero

1G(j )| 1G(j o)
(dB) o (dB) o
‘ \m(rad/s) ‘ \m(rad/s)
| La(j )4 | L6t )4 _/\
(©) (©) >
o o(rad/s) T | o(rad/s)
5 Orin TR
La(j o)f360° La(j )} 3602
© \ “ \
—N——O— 180° —%—1—O— 180°
0 o)(rad/s)= 0 m(rad/s)=
Ls(j ) “Prin LG o)
— 1 xo— () ) >
> w(rad/s)
(rad/s) “Ormg
LG(j o) LG(j @)
(©) 180° (©) 180°
0) 0 >
w(rad/s) (rad/s)

Figura 4.1 Desfase en funcién de la posicion relativa del polo y el cero

Para sistemas con ceros o polos en el semiplano derecho del plano complejo (sistemas de fase no
minima) la curva de magnitud serd similar a la del caso explicado en el pérrafo previo (correspondiente
a un sistema de fase minima), pero la de fase cambiard en funcién de la ubicacién del polo y/o del cero
en el semiplano derecho del plano complejo (y de su posicién relativa), pudiendo provocar desfases de
hasta 360° en funcién de las contribuciones individuales del cero (ver Figura 4.1). Estas caracteristicas
se analizardn a través de ejercicios y se profundizaran en la ficha 4.7.

Bibliografia
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Capitulo 7, paginas 404-410 y 493-511, 2010.
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Pearson, ISBN: 978-0-13-500150-9. Capitulo 6, seccién 7, apartado 2, paginas 366-383, 2010.
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 4.4. f_primer_orden_cero

' Efecto de un cero en la respuesta en frecuencia de sistemas lineales de primer orden de tiempo continuo - Sysquake Runtime == x|
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Magnitud Bode
Respuesta frecuencial: Primer orden+cero [d8]
=
R s
Parametros ok
k[-] 1.000
4738
[s] __1473] ) = 100 LT+ D
) =100 """~
Bls] 1870 @4s+ 1) -10
e
Caracteristicas
Ganancia [dB):  minima: -7.62 méxima: 0 20
Fase [7): minima: -3.858-15 méxima: 0
v
. ) x L}
Representacién polo-cero [ mostrar mitiples sistemas.
Im -3 ry 2
01 02 05 1 2 5 w [radis]
2 .
Fase Bode 3 Mo @ Escalon{} Lineal ) Optima.
rl
le
! 200 \
200 ‘777777777777777777
o O—0-
100
A ol
-100
-2
¢ X [}
-200
S 'y 'y
-3 -2 -1 o 1 2 Re 0.1 0.2 0.5 1 2 s w [radis]
51 0.211140j

Respuesta frecuencial: Primer orden + cero

La secci6n Parametros (zona superior izquierda) ofrece la posibilidad de introducir y modificar los
valores de los pardmetros k, T y B que definen la funcién de transferencia de un sistema de primer
orden con un cero (a través de cuadros de texto y barras de desplazamiento). A la derecha aparece la
representacion simbdlica de la funcién de transferencia determinada por esos pardmetros. En el drea
de Caracteristicas se presentan los valores de la ganancia y fase maximas y minimas correspondientes
a esa configuracién de los pardmetros.

En la Representacion polo-cero (zona inferior izquierda), se pueden desplazar interactivamente a lo
largo del eje real el polo y el cero del sistema, indicdndose su posicién en la esquina inferior izquierda
de la herramienta, que ademds incluye un tridangulo para realizar una ampliacién o reduccién de la
escala. Junto al titulo de la gréfica se puede habilitar la opcién de Mostrar multiples sistemas, que toma
como base el sistema que se esté analizando e incluye cuatro nuevos ceros en distintas posiciones en
el eje real (manteniendo fijo el polo), facilitando la realizacién de comparativas entre sistemas de fase
minima y no minima.

El drea derecha de la herramienta estd dedicada al andlisis de la respuesta en frecuencia del sistema,
por medio de las graficas de Magnitud Bode y Fase Bode. Por omisién se muestran los diagramas para
un tnico sistema (el sistema seleccionado) y con las representaciones asintéticas cldsicas (ver la ficha
4.2).
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Aplicacion...

Al colocar el ratén sobre cualquier punto de la curva real de magnitud o fase, se visualizan sobre
dicho punto de la curva los valores de la frecuencia (w) y magnitud (m, dB) o fase (f, ®) correspon-
dientes a esa frecuencia, siendo muy ttil a la hora de medir ciertas caracteristicas sobre la gréfica. Esa
informacién también aparece reflejada de una forma mds completa en la esquina inferior izquierda
de la herramienta. El cambio de la magnitud en baja frecuencia (y por tanto de la ganancia estdtica)
se realiza en estas fichas arrastrando hacia arriba/abajo la linea de trazo grueso negra (-) situada en
la parte derecha de la curva Magnitud Bode.

En las dos gréficas aparece un aspa X y un circulo o que se corresponden con la localizacién de
las dos frecuencias esquina (w,, y w,,) asociadas al polo y al cero del sistema. Estos dos simbolos
se pueden desplazar hacia la derecha o izquierda, de modo que, ademds de afectar a la forma de la
curva de respuesta frecuencial, actualizan sus valores en las dreas de Parametros y Representacion
polo-cero.

Ejercicios
1. Para las siguientes combinaciones de k, Ty 3, calcule los valores de w,,, we,, pw 117 Py Pwy s Py

Wiy (Pmin(max)'

& 7 p)
(1,1,0.5) (1,1,2) (1,1,00) (11,2  (1,1,-1) (1,1,-0.5)
(1,05,1) (1,2,1) (1,00,1) (1,21 (11,1 (1,-0.5,1)
(1,-1,05 (11,1 (1,12 (1,-1,00) (1,-1,-2)  (1,-1,-0.5)
(
(

1,05-1) (1,1,-1) (1,2-1) (Loo,-1)  (1,-2,-1)  (1,-0.5,-1)
0.51,05) (2,1,05) (05051) (2051 (-1,051) (-1,1,-1)

En las herramientas interactivas 16gicamente no se puede introducir un valor co a un parametro,
por lo que en los casos indicados en la tabla, 1o que hay que hacer es introducir un valor muy alto
en el pardmetro correspondiente.

2. Usando la opcién de Mostrar miiltiples sistemas, analice de forma comparativa algunas de las com-
binaciones indicadas en las filas 1 y 3 de la tabla del ejercicio anterior. Comente las diferencias que
observa entre sistemas de fase mifnima y no minima. Determine el sistema que produce un mayor
desfase positivo y el que presenta un mayor desfase negativo.

3. Para los ejemplos anteriores, compare la precision de las distintas aproximaciones asintéticas de
fase, indicando el error maximo que se produce en cada caso.
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4.5 Efecto de un cero en la respuesta en frecuencia de sistemas lineales de
segundo orden de tiempo continuo

Herramienta interactiva: 4.5. f_segundo_orden_cero

Conceptos analizados en la ficha
= Respuesta en frecuencia de un sistema de segundo orden con un cero.

= Representacion en el diagrama de Bode de la respuesta en frecuencia de un sistema de segundo
orden con un cero.

= Aproximaciones asintéticas a las curvas de magnitud y fase del diagrama de Bode de un sistema
de segundo orden con un cero.

= Relacién entre la localizacién de los polos y el cero del sistema con la respuesta en frecuencia.
Ganancia minima y mdxima. Desfase minimo y maximo.

Teoria Enla ficha anterior se han analizado los conceptos teéricos relacionados con la introduccién de
un cero en la respuesta en frecuencia de un sistema de primer orden. Para un sistema de segundo orden,
cuando es de fase minima (los dos polos y el cero estdn en el semiplano izquierdo del plano complejo),
se cumple lo siguiente:

= Si el sistema es sobreamortiguado, cada polo real aporta en magnitud una pendiente de —20
dB/década a partir de su frecuencia esquina w,, = 1/7; y una fase que va de 0 a —90° (con una
contribucion total de —180°).

= Si el sistema es subamortiguado, los dos polos complejos conjugados aportan directamente una
pendiente de —40 dB/década a partir de su frecuencia de corte w, = wy y una fase que va de 0° a
—180°.

El cero aporta una pendiente de 20 dB/década a partir de su frecuencia esquina w, = 1/ y una fase
que va de 0 a 90°. Por tanto, debido al cardcter aditivo de las graficas logaritmicas de Bode, la respuesta
en frecuencia cambiard su perfil en funcién de la posicién relativa entre el cero y los polos del sistema,
como se analizé para el caso de primer orden en la Figura 4.1.
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 4.5. f_segundo_orden_cero
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Respuesta frecuencial: Segundo orden + cero

Esta herramienta interactiva es similar a la de respuesta frecuencial de sistemas de primer or-
den con un cero (ficha 4.4), variando tinicamente los aspectos derivados de tratarse de un sistema de
segundo orden.

En la parte superior izquierda, el ment Parametros ofrece en este caso cuatro barras de desplazamien-
to y sus cuadros de texto asociados para modificar los pardmetros k, B, {y wy, (o alternativamente 7;
y T» en caso de seleccionar dos polos reales), que definen la funcién de transferencia de un sistema
de segundo orden con un cero. A la derecha aparece la representacién simbdlica de dicha funcién
de transferencia con los valores escogidos de los citados pardmetros. En este drea, debajo de la zona
de Parametros se encuentra la de Caracteristicas, donde se indican los valores de la ganancia y fase
maximas y minimas correspondientes a esa configuracién de los parametros.

La Representacion polo-cero (drea inferior izquierda) incluye un cero y dos polos interactivos. Al colo-
car el ratén sobre ellos, se indica su posicién en la esquina inferior izquierda de la herramienta. Los
polos complejos conjugados se pueden arrastrar al eje real, convirtiéndose en dos polos reales que
provocan la conmutacién de los cuadros de texto de w, y { del drea Parametros a 7; y Tp. La grafica
incluye un tridngulo para realizar una ampliacién o reduccién de la escala y sobre la misma grafi-
ca se puede habilitar la opcién de Mostrar multiples sistemas, que afiade cuatro ceros adicionales a la
configuracién que esté seleccionada en ese momento.




4.5 Efecto de un cero en la respuesta en frecuencia de sistemas lineales de sequndo orden de tiempo continuo - 105

Aplicacion...

El 4rea derecha de la herramienta estd dedicada al andlisis de la respuesta en frecuencia del sistema,
por medio de las gréficas de Magnitud Bode y Fase Bode, representdndose tanto las curvas reales como
las asintéticas cldsicas. Al pasar el ratén sobre la curva de magnitud o la de fase se visualizan sobre
las mismas los valores de frecuencia (w) y magnitud (m) o fase (f), ademds de hacerlo en la esquina
inferior izquierda de la herramienta. La ganancia de baja frecuencia se modifica usando la linea de
trazo grueso (-) ubicada a la derecha de la curva Magnitud Bode.

En las dos grdéficas aparece un circulo o ligado a la frecuencia de corte del cero del sistema. En el
caso de dos polos complejos conjugados, se dibuja un aspa X para indicar la frecuencia de corte aso-
ciada a los dos polos complejos conjugados (wy). Si los polos son reales, son dos las aspas X que se
dibujan en los diagramas, correspondientes a las dos frecuencias esquina (we, = 1/11 y we, = 1/1)
asociadas a dichos polos. Estos dos simbolos se pueden desplazar hacia la derecha o izquierda, de
modo que, ademads de afectar a la forma de la curva de respuesta frecuencial, se refrescan automati-
camente sus valores en las dreas de Parametros y Representacion polo-cero.

El mend Opciones de esta herramienta sélo incorpora la opcién de Reset.

Ejercicios

1. Para la configuracién inicial que aparece cuando se arranca la herramienta (k = 1, w, = 1 rad/s,
$=0.6y B = 0.5s), desplace el circulo (o) representado en las gréficas de Magnitud Bode y Fase Bode
superponiéndolo al aspa (). Indique qué pardmetro de la funcién de transferencia se modifica
y su valor final. ;Se modifica la posicién del circulo o cuando aumenta o disminuye el valor de
(? Justifique la respuesta. Cuando § = 1, ;qué tipo de respuesta en frecuencia se obtiene? Justifique
la respuesta.

2. Paralos siguientes valoresdek =1, { = 0.1, wy, = 1rad/sy g = {1.0,0.1, —0.1, —1.0} s, calcule los
valores de w;, M;, pw L P Py s Py - Comente los resultados.

3. Seleccione un sistema con ganancia estatica unidad, con dos polos reales distintosen s = —1 y en
s = —0.5 y un cero en s = —0.3. Calcule el ancho de banda’ del sistema para esa configuracién.
Coloque el cero en s = —1 y calcule el ancho de banda. Repita la operacién colocando el cero en
s = —0.5. Comente los resultados.

4. Seleccione una funcién de transferencia con pardmetros k = 0.3, w, = 1rad/s, { = 0.01y g = 100
s. Analice las curvas de respuesta frecuencial e indique el rango de frecuencias en los que una
senoidal de entrada no sufre una atenuacién superior a 3 dB. ;Cudl es el ancho de banda de este
sistema?

5. Seleccione una funcién de transferencia con pardmetros k = 0.3, = 100 s y dos polos reales en
s = 1ys = —1. Analice las curvas de respuesta frecuencial e indique el rango de frecuencias en los
que una senoidal de entrada no sufre una atenuacién superior a 3 dB. ;Cudl es el ancho de banda
de este sistema? Compadrelo con el ejercicio anterior.

SFrecuencia a la que la respuesta en frecuencia ha caido -3 dB desde su valor en baja frecuencia.
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4.6 Respuesta en frecuencia de sistemas lineales genéricos de tiempo continuo

Herramienta interactiva: 4.6. f_genérico

Conceptos analizados en la ficha
= Efecto de afiadir polos, ceros, integradores y derivadores en la forma de la respuesta en frecuencia.

= Interpretacién del concepto de polos dominantes en el dominio de la frecuencia.

Teoria  La construcciéon de diagramas de Bode de sistemas genéricos se realiza a partir de la repre-
sentacién de la funcién de transferencia como producto de factores bdsicos. La ventaja principal de la
representacion gréfica logaritmica es la conversién de factores multiplicativos en factores aditivos, por
la definiciéon de ganancia logaritmica:

kf{(ﬁawmﬁ((i—‘;) +( g’)]wH)
G(jw)(' N e C
jw) H(Tz]w+1)n<(w ) +(wl>]w+l>

e—t,jw

i=1 i

Esta funcién de transferencia incluye g ceros reales, 2r ceros complejos conjugados (r pares de ceros
complejos conjugados), X polos en el origen, p polos en el eje real, 2/ polos complejos conjugados (h
pares de polos complejos conjugados) y un tiempo de retardo #,. La magnitud logaritmica de G(jw) es:

P
—20Rlog (w) —20') _log (|Tjjw +1|) — 20 Zlog (‘ (i}‘" ) ( 25 ) jw+1 )
i=1 i=1 nj nj
y el diagrama de Bode se puede obtener sumando la gréfica debida a cada factor individual. Nétese que
el tiempo de retardo no contribuye a la curva de magnitud porque |e~/%| = 1y por tanto [e "/¥|;5 = 0.
La gréfica del dngulo de fase en grados se obtiene como:

20log (|G(jw)|) = 2010g(k)+202q:10g(|,8@jw+1|)—i-ZOXr:log (‘(ﬂ) +( ‘Q)]aH—l
(=1 =

Wy g

p(w) = i arctan (Byw) + Z arctan (W _ w2>

(=1 ny

1 o
—90° N — E arctan (T;w 2 arctan glw”’ — W) - wt, 80
i=1 wnl 7T

que es simplemente la suma de los dngulos de fase debidos a cada factor individual de la funcién de
transferencia. Como se observa, la fase tiene una evolucién lineal en w y cuando se usa una escala
logaritmica en el eje de frecuencias genera una curva con evolucién exponencial.

Las clases diferentes de factores que pueden encontrarse en una funcién de transferencia son los
siguientes: Ganancia estética (k), integradores (1/(jw)), derivadores (jw), términos de primer orden
((tjw +1)*1), términos de segundo orden ((jw/wy)? + 28 (jw/wy) +1)*! y tiempo de retardo e/, La
Tabla 4.2 muestra las principales caracteristicas de ganancia logaritmica y fase asociadas a estos factores.



4.6  Respuesta en frecuencia de sistemas lineales genéricos de tiempo continuo - 107

Factor Ganancia logaritmica (dB) Fase (°)
Ganancia estatica positiva 201og (k) 0
Ganancia estdtica negativa 201og (|k|) 180
Integrador —201og (w) —90
Integrador multiple —20X log (w) —90N
Derivador 20log (w) 90
Derivador mdltiple 20N log (w) 90n
Polo sobre eje real —~10log (T?w? + 1) — arctan (Tw)
Cero sobre eje real 101og (T?w? + 1) arctan (Tw)

Polos complejos conjugados ~ —10log (1 —v?)2 +43?v2)  — arctan (1 711//2) conv = w/wy

2%v
1— 1/2)

180°

Ceros complejos conjugados 101og ((1 — v?)? +43%v?) arctan (

Tiempo de retardo 0 —wty

Tabla 4.2 Caracteristicas de magnitud logaritmica y fase de factores basicos

Por otra parte, cuando se ha tratado en la Seccién 3.5 el concepto de polos dominantes, se ha compro-
bado que una aproximacién a una funcién de transferencia G(s) (de alto orden) que contenga sus polos
dominantes, tiende a reproducir la dindmica lenta del sistema, pasando por alto la rdpida. Por tanto,
se espera que la respuesta en frecuencia de la aproximacién con polos dominantes no difiera mucho de
la del sistema original para valores bajos de la frecuencia w. Como se dice habitualmente, una aproxi-
macién de polos dominantes representa un modelo en baja frecuencia del sistema. De hecho, cuando
se trazan diagramas asintéticos, los polos y ceros con pequefias constantes de tiempo o frecuencias na-
turales elevadas producen contribuciones muy poco representativas de la forma de los diagramas para
valores bajos de la frecuencia.
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Aplicacion

Opciones  Info

=[]

Respuesta frecuencial: Genéricos

Parametros

k[ |
ir[s] |

s

10.000 10.000

0.000 0.000

[4B]

10.005 - 50.00
G = 5————"
s2+8.00s+7.00

10.00s + 50.00

Gy = 19005 +30.00
@ = 28005t 7.00

Representacion polo-cero X X @80 XX O & sincro | ] Wostrar dos sistemas

30 4 A
[X] 02 05 1 z 5

4 {3 No @ Escalon Lineal £} Optima

 Polos
2 X Integradores
G Ceros
= Q Derivadores
¥ Polos
X Integradores
@ Ceros
Q Derivadores v
-5 A -300 & a

5 - = 0 2 4 Re 0.1 0.2 05 1 2 5 10 20 w [radis]

—

-200

w: 1,04 [rad/s], Magnitud: 13.98 [dB], Fase [%]: 113.63 , Desfase temporal [s]: 1.9

Respuesta frecuencial: Genéricos

Esta herramienta facilita el andlisis de la respuesta frecuencial de sistemas genéricos (con un
nimero arbitrario de polos y ceros, incluyendo integradores y derivadores y tiempo de retardo).

El drea superior izquierda de la herramienta contiene el apartado de Parametros, donde se muestra
una representacién simbélica de la funcién de transferencia y dos barras de desplazamiento que fa-
cilitan la modificacion de los valores de la ganancia estdtica k y del retardo del sistema ¢,, limitado
entre 0 y 30 s. Los valores de ambos pardmetros se pueden fijar también a través de cuadros de texto.
Las denominaciones que aparecen en este caso son k; y t,, porque es posible mostrar simultanea-
mente dos sistemas (seleccionando la opcién Mostrar dos sistemas que aparece sobre la gréfica inferior
izquierda que se comentard a continuacién). En este caso, la barra de desplazamiento y el texto co-
rrespondiente al valor de los pardmetros del sistema original se muestran en color rojo, mientras que
los correspondientes al nuevo sistema (k; y trz) se muestran en azul. Nétese que cuando se activan,
se suelen superponer en la barra de desplazamiento las de los dos sistemas, siendo sensible la del
sistema original. Si se desplazan las barras de desplazamiento se hacen visibles ambas respuestas.
También se hacen visibles las dos representaciones simbdlicas de las funciones de transferencia co-
rrespondientes. En este drea no se incluyen cuadros de texto ni barras de desplazamiento asociadas a
otros pardmetros dindmicos, cuyos valores se introducirdn mediante el editor asociado al diagrama
de polos y ceros.
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Aplicacion...

Representacion polo-cero: Incluye el editor de polos y ceros introducido en la herramienta Respuesta
temporal: Genéricos para configurar cualquier clase de funcién de transferencia afiadiendo polos (x),
ceros (o), integradores (x ) y derivadores (o). Se garantiza en todo momento la causalidad del sistema
y estd acotado el ndmero total de polos (4) y el retardo (30 s) para limitar la carga computacional. En
el caso del sistema que aparece por omision el color utilizado es el rojo y si se selecciona la opcién
de Mostrar dos sistemas aparecen las mismas leyendas en color azul, correspondientes al segundo
sistema a estudiar. La configuraciéon del sistema se realiza arrastrando los elementos graficos que
aparecen junto a la leyenda Representacion polo-cero (elementos x, o, X, o) sobre el plano complejo (o
sacdndolos hacia dicho repositorio en el caso en que se quieran eliminar elementos). Sobre la gréfica
existe un botén de sincronizacién (Sincro) que, cuando estd activa la opcién de Mostrar dos sistemas,
hace que el segundo sistema (representado en azul) sea exactamente igual al primero (representado
en rojo) para poder analizar de una forma directa el efecto de modificar los pardmetros de uno de los
dos sistemas en relacién a la configuracion inicial.

El drea derecha de la herramienta estd dedicada al andlisis de la respuesta en frecuencia del sistema,
por medio de las gréficas de Magnitud Bode y Fase Bode, incluyendo tanto las curvas reales como las
asintéticas (explicadas en detalle en la ficha 4.1) y los valores de frecuencia (w) y magnitud (m) o
fase (f) cuando se coloca el ratén sobre las curvas reales (incluyéndose una informacién més detalla-
da en la esquina inferior izquierda de la herramienta). El simbolo interactivo — situado a la derecha
de la gréfica de Magnitud Bode modifica la ganancia de baja frecuencia al desplazarse verticalmente.
Se muestra en color rojo para el primer sistema y en color azul para el segundo. Cuando se intro-
duce tiempo de retardo, la fase del sistema original se representa en linea de puntos, mientras que la
correspondiente al sistema con retardo se representa en trazo continuo. Estas propiedades son simi-
lares a las graficas del segundo sistema cuando se selecciona la opcién de Mostrar dos sistemas. Sobre
la grafica de fase existen opciones para seleccionar distintas aproximaciones asintéticas de la fase.

En el ment Opciones se han incluido por omisién tres ejemplos:

= Ejemplo 1 (P11(s)): Son dos sistemas de tercer y quinto orden respectivamente, cuyas respuestas
en frecuencia son muy similares en un rango de bajas frecuencias. Es un ejemplo muy ilustrati-
vo de la influencia de dos polos complejos conjugados adicionales en el segundo sistema y su
efecto en la respuesta en frecuencia (efecto de los polos menos dominantes).

= Ejemplo 2 (P5(s)): Muestra dos sistemas, representados por las funciones de transferencia si-
guientes, para permitir comparar las graficas de Bode a baja, media y alta frecuencia y la dife-
rencia relativa de grados entre el denominador y el numerador de la funcién de transferencia:

1 5(0.4s + 0.4)

Gls) =3 G = 2 07s 1175

(s+1)

= Ejemplo 3 (P(s)): incluye dos sistemas de segundo orden con polos reales en el semiplano
izquierdo situados en la misma posicién y un cero de igual valor absoluto pero situado en
uno de los sistemas en el semiplano derecho y en el otro en el semiplano izquierdo. Es un ejem-
plo muy dtil para analizar el concepto de fase minima y no minima en sistemas de segundo
orden con un cero.

= Ademads, se puede introducir una funcién de transferencia arbitraria utilizando los formatos de
Matlab ((NUM,DEN) y ZPK) explicados en la Tabla 1.2 del Capitulo 1.
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Ejercicios

1.

Considere la siguiente funcién de transferencia:

Dibuje el diagrama de Bode de dos formas distintas. En primer lugar, convierta G(s) a un forma-
to tipo Matlab ((NUM,DEN) o ZPK) e introdizcala a través del menu Opciones. En segundo lugar,
vaya incluyendo (de forma légica) elemento a elemento analizando cémo se construye incremen-
talmente el diagrama mediante la adicién de las aportaciones en magnitud y fase de cada uno de
los elementos. Indique el valor de las distintas frecuencias de corte. Calcule el valor de la magnitud
y la fase en las frecuencias w = 1,5,10 rad/s.

Seleccione ahora el Ejemplo 1 (Py1(s)) del ment Opciones de la herramienta. Activando la casilla
de Mostrar dos sistemas, aleje los dos polos complejos conjugados menos dominantes del sistema
azul separdndolos del eje imaginario y comente lo que ocurre con las curvas de magnitud y fase.
;Seria posible obtener unas curvas de magnitud y fase similares en los dos casos? Haga un andlisis
utilizando la herramienta y justifique las conclusiones.

Seleccione el Ejemplo 2 (Ps(s)) del ment Opciones de la herramienta. Activando la casilla de Mostrar
dos sistemas, afiada un integrador al sistema representado en color rojo G(s). Compare las respues-
tas en frecuencia de los dos sistemas y justifique las diferencias y las similitudes que encuentre.

Seleccione el Ejemplo 3 (P7(s)) del ment Opciones de la herramienta. Activando la casilla de Mostrar
dos sistemas, analice cémo va cambiando la respuesta en frecuencia del sistema representado en
color rojo G(s) cuando va desplazando el cero hacia el semiplano izquierdo, hasta hacerlo coincidir
con el cero del sistema dibujado en color azul.

Haciendo uso de la herramienta interactiva, dibuje los diagramas de Bode para la siguiente fun-
cién de transferencia (o una aproximada - se recomienda introducir primero los polos complejos
conjugados o bien introduzca directamente la funcién de transferencia desde el mend Opciones):

G(s) = 10(s + 3) B 10(s + 3)
Cos(s+2)(s2+5+2)  s+4+3s3+452 445

Indique las frecuencias esquina que aparecen en la curva de magnitud y el valor asociado. Calcule
el error madximo que se obtiene con las curvas asintéticas en las frecuencias esquina.

Utilizando la herramienta interactiva, construya con el editor de polos y ceros una funcién de

transferencia de la forma:
e~ t,s

G(s) =

analice el diagrama de Bode de esa funcion de transferencia y describa lo que ocurre con las curvas
de magnitud y fase cuando aumenta el tiempo de retardo. Utilizando ahora la herramienta inte-
ractiva 4.1. f_concepto, construya con el editor de polos y ceros la misma funcién de transferencia.
Dibuje el diagrama polar de esa funcién de transferencia, indicando dénde se ubican los puntos de
frecuencia cero y frecuencia infinito. Analice como, en presencia de tiempo de retardo, el diagrama
polar tiene forma espiral. Justifique este resultado.

Ts+1
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Haciendo uso de la herramienta, considere el modelo de motor eléctrico modificado con respecto
al descrito en [7] (pagina 167):

Gls) = 3.98 B 2.1134 B 2.1134
T (8565 +1)(0225+1)  (s+0.1168)(s + 4.5455) 52 + 4.6623s + 0.5309

que describe la relacién entre la tensién de inducido y la velocidad de rotacién. Esta funcién de
transferencia puede ser aproximada razonablemente por la siguiente funcién:

3.98

Gals) = Ba6s 7 1)

en la que se conserva el polo dominante. Compare los diagramas de Bode de las dos funciones
de transferencia e indique el rango de frecuencias para los que la aproximacién dada por G,(s) se
puede considerar vélida (una “buena aproximacion”).

Para la siguiente funcién de transferencia, descrita en [7] (pdgina 168):

(055 + 1)
(0.1s +1)(0.002s2 + 0.02s + 1) (s2 4+ 0.1s + 1)
(055 + 1)
0.0004s5 + 0.00604s* + 0.221s% + 1.028s2 + 0.325 + 1

G(s) =

proponga una aproximacién de polos dominantes de segundo orden sin ceros a esa funcién de
transferencia. Represente el diagrama de Bode de ambas e indique el rango de frecuencias en las
que dicha aproximacién podria considerarse vélida.

Dibuje simultdneamente los diagramas de Bode de los sistemas con funcién de transferencia (refe-
rencia [4], pdginas 233-235)

10(s — 5) 10(s — 5) 10(s +5) 10(s +5)

O = Ginery) 21817 COT GGy 218s+7

Compare ambas respuestas y comente los resultados.

Cuando se desea obtener una aproximacién racional a un tiempo de retardo, se puede obtener la
denominada aproximacion de Padé a un tiempo de retardo,

De esta manera se aproxima un tiempo de retardo por un cero en el semiplano derecho. Com-
pruebe haciendo uso de la herramienta (por ejemplo escogiendo t, = 1) que las dos funciones de
transferencia son similares cuando w < 1/t, (referencia [2], pdgina 292). Note que por el criterio
de dngulos escogido en las herramientas puede apreciarse una diferencia de 360° en la fase, siendo
por tanto equivalentes.

Haciendo uso de la herramienta interactiva 4.1. f_concepto, analice el diagrama de Bode, el dia-
grama de Nyquist y el diagrama de Nichols de los siguientes sistemas genéricos (cuyas graficas
de respuesta en frecuencia ya aparecian en el libro cldsico de Truxal [36]) cuya funcién de transfe-
rencia tenga la siguiente estructura (puede escoger el valor que desee de los pardmetros):
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k k k
Gis) = Ts+1 Gals) = (s + 1) (s +1) Cals) = s
ok B k B k(Bs+1)
Gals) = s(ts+1) Gs(s) = s(tis +1)(2s + 1) Gole) = s(tis+1)(ms +1)
k k k(IBS + 1)
Gr(s) = > Gs(s) = 35— Go(s) = 5=y
S s2(ts+1) s*(ts+1)
Gro(s) = 553 Gi1(s) = 7]{(;335; b Gia(s) = Ko 15)3(‘st U
B k(Bs+1) B k
G13() = s+ Dms 1) Gul) = s T D) (es + (s + 1)

k(B1s+1)(Bas+1)

Gis(s) = s(t1s + 1)(Tos + 1) (135 + 1) (135 + 1)

Es muy importante que analice las formas que se obtienen y saque conclusiones que le ayuden
a construir cualquier diagrama de un sistema genérico. Estas representaciones le serdn de gran
utilidad a la hora de entender los criterios de estabilidad en el dominio frecuencial de sistemas
realimentados.

Compruebe haciendo uso de esos ejemplos que en el caso de los diagramas de Nyquist (polares),
si se considera una representacion genérica del sistema de la forma.

k(Brjw + 1) (Bajw +1) ... (Bmjw +1)

(jw)N(jw + 1) (njw +1) ... (Tyjw + 1) (4.12)

G(jw) =

donde n > m. En funcién del nimero de integradores (términos (jw) en el denominador) se tendra:

= Para N = 0 el punto inicial del diagrama polar estard sobre el eje real positivo, siendo la
tangente en el diagrama polar en w = 0 perpendicular al eje real. El punto terminal corres-
pondiente a w = co estd en el origen, y la curva es tangente a uno de los ejes.

= Para X = 1, a bajas frecuencias el diagrama polar es asint6tico hacia una linea paralela al eje
imaginario negativo. En w = oo la magnitud vuelve a cero y la curva converge hacia el origen
siendo tangente a uno de los ejes.

= SiX = 2, a bajas frecuencias el diagrama polar es asintético hacia una linea paralela al eje real
negativo, mientras que en w = oo la magnitud es cero siendo la curva tangente a uno de los
ejes.

Como se ha comentado, para w = oo los lugares geométricos son tangentes a uno u otro de los
ejes (eje imaginario negativo para n — m = 1, eje real negativo para n —m = 2y eje imaginario
positivo para n — m = 3). Las formas complicadas de las curvas de los diagramas polares se deben
ala dindmica del numerador.

Considere el ejemplo obtenido de la referencia [13], pdgina 331, que trata de la respuesta en fre-
cuencia que representa un sistema mecdnico con dos masas iguales acopladas a través de un
muelle. La funcién de transferencia que modela el sistema es:

_ 0.01(s*+0.01s+1)
- s2((s2/4) +0.02(s/2) + 1)
Calcule con la herramienta el diagrama de Bode de ese sistema. Comente los resultados que se

obtienen con las aproximaciones asintéticas de magnitud y fase. ;Qué aproximacién asintética de
fase proporciona mejores resultados en este ejemplo?

G(s)
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4.7 El desfase en sistemas de fase no minima

Herramienta interactiva: 4.7. f fase no_minima

Conceptos analizados en la ficha
= Concepto de fase no minima. Anélisis de la respuesta en frecuencia de sistemas de fase no minima.

= Evaluacién del desfase en sistemas de fase no minima a partir de los componentes de la funcién
de transferencia.

Teoria Las funciones de transferencia que no tienen polos ni ceros en el semiplano derecho se deno-
minan de fase minima. En caso de tener algtin polo o cero en el semiplano derecho se llaman de fase no
minima. La diferencia entre ambas en el dominio de la frecuencia es que para los sistemas con la misma
caracteristica de magnitud, el rango del dngulo de fase de la funcién de transferencia de fase minima
es minimo entre todos los sistemas con el mismo diagrama de magnitud (la funcién de transferencia se
determina de forma tnica a partir de la curva de magnitud), mientras que el rango del dngulo de fase
para cualquier funcién de transferencia de fase no minima es mayor que ese minimo y su funcién de
transferencia no puede obtenerse analizando tinicamente la curva de magnitud. La respuesta temporal
de un sistema de fase no minima con ceros en el semiplano derecho se caracteriza por tener una res-
puesta inversa, donde la reaccién a un cambio en forma de escalén en la entrada es inicialmente en un
sentido pero acaba evolucionando en sentido contrario.

Una forma de abordar el problema es utilizar una grafica del patrén de polos y ceros en el plano s.
Si un polo estd localizado ens = —a = —1/7 y se selecciona un punto arbitrario s en el plano, el vector
que se inicia en s = —a y termina en el punto s representa la longitud y el dngulo del vector (s + a), tal y
como se observa en la figura 4.2. Al trazar la respuesta en frecuencia, los puntos de interés son aquéllos
que cumplen s = jw (los puntos del eje imaginario positivo, desde w = 0 hasta w = ).

Im

s+a

arg(s+a)

Y.

S=-a Re

Figura 4.2 Evaluacién de la magnitud y dngulo de fase de un vector (s + a)

Si se factoriza la funcién de transferencia de la siguiente manera:

q r
KH s —z¢) [ [(s* + 28 pwn,s + w3)

=1

Gls) = 19 n

SNH s—pi) | [(s +2§iwnis+wﬁi)
i=1
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cuya respuesta en frecuencia viene dada por:

q r
KH(jw—Zp) (— w2+2j§gwniw+w%£)
G(S) _ (=1 (=1

p h
(]‘U) H]w pi) H w2+2jgiwniw+wii)
i=1 i=1

Esta funcién de transferencia se puede expresar de la forma G(jw) = pe/?, donde:

|| Hpq/ Hprf
=1

Z 1

q 2r P o
== a7 (P:(PKJFZ(PMJFE,(PM*N(POfE (ppiflz Pni
PS‘HPm | |th' =1 =1 i=1 i1

i=1 i=1

En esas formulas p4¢, 010, 00, Ppi y Pri son los médulos y ¢ge, dre, Po, Ppi y $ri son las fases de los vectores
sefialados por las singularidades correspondientes de G(s) y con el segundo extremo en jw (ver Figura
4.3), mientras que ¢, es el argumento de la constante x. Analizando el médulo y la fase de los vectores
individuales al aumentar w de cero a infinito, se puede determinar la evolucién de G(jw).

Re

Pr2

¢r2

Figura 4.3 Célculo de G(jw) de forma gréfica

Por tanto, la fase de la funcién de transferencia serd la suma de los dngulos de fase de los polos menos
los de los ceros. Para cada frecuencia w, se puede calcular la fase sabiendo que los dngulos positivos se
cuentan desde el eje real positivo en sentido contrario a las agujas del reloj. Se adopta como convenio
que una ganancia negativa aporta un desfase de 180°. En la Tabla 4.3 se resumen las contribuciones de
los distintos elementos.

Los ceros en el semiplano derecho aportan la misma cantidad de cambio de fase que los ceros situa-
dos en el semiplano izquierdo, pero con signo contrario.
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fase para w =0

fase para w = oo

Ganancia estdtica positiva
Ganancia estética negativa
Poloens =0

Poloens =p (p < 0)
Poloens =p (p > 0)
Polosens = 0 £ jw (o < 0)
Polosens = o £ jw (o > 0)
Ceroens =0

Ceroens =z (z <0)
Ceroens =z (z > 0)
Cerosens = 0 £ jw (0 < 0)
Cerosen s = 0 =+ jw (o > 0)

00
180°
-90°
00
—180°
OO
—360°
90°

00
180°
00
360°

00
180°
—-90°
—90°
—90°
—180°
—180°
90°
90°
90°
180°
180°
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Tabla 4.3 Contribuciones en fase de los distintos elementos de la funcién de transferencia
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 4.7. f fase_no_minima

'E El desfase en sistemas de fase no minima - Sysguake Runtime
Opciones  Info

=18l x|

Wagnitud Bode

Ri ta fi ial: Fase no minil Bl &
[ -

Parametros

L e — 1.000

=0.
20
@ [rad’s] | | 1240
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3 v
5+ 1.72)(s> — 5.485 + 8.76) 50 & A

G =1 0—m7FM8M————— 0001 0002 0005 001 002 0.05 01 02 05 1 2 5 10 20w [radis]
s(s+4)(s2+2.455+ 18.88)

Fase Bode

Representacion polo-cero < X & O =

100

-100

§ 200+ 7 A
f o 0001  0.002 0005 001 002 0.05 01 02 05 1 2 5 10 20w [radis]

o Respuesta Temporal

. (]
“ 7 ! Fase= 217

2 Magnitud= 0.23

 Polos
X Integradores

. A s & Ceros -1
§=352.62°477.18°=124.56' 0 Derivadores
-5 e :

5 4 2 0 2 4 Re 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 tis]

w : 1.24 [rad/s], Magnitud : 0.23 [dE], Fase : -124.56 °, Tiempo : -1.75 [5]
Respuesta frecuencial: Fase no minima

El drea de Parametros de esta herramienta permite modificar los valores de la ganancia estdtica del
sistema seleccionado y de la frecuencia concreta para la que se estd calculando el desfase, a través de
cuadros de texto y barras de desplazamiento. Bajo estos valores de los pardmetros, se visualiza una
representacion simbélica de la funcién de transferencia.

La principal novedad de esta herramienta es que en la Representacion polo-cero, que incluye el editor
de polos y ceros para construir funciones de transferencia arbitrarias (se utiliza como en las otras he-
rramientas, por ejemplo las explicadas en las Secciones 3.5 y 4.6), se muestran los dngulos de fase aso-
ciados a cada elemento dindmico (polos, ceros, integradores y derivadores), de forma que se puede
analizar para una frecuencia en concreto cudl es el d&ngulo de fase correspondiente de la funcién de
transferencia. La frecuencia de estudio, ademds de en el drea de pardmetros, se puede fijar a través de
un circulo de color blanco localizado sobre el eje imaginario positivo que se puede desplazar desde
jw = 0j hasta ooj.

En la parte inferior izquierda de la representacién se muestra el aporte global de fase. Al igual
que en otras herramientas interactivas, si se coloca el puntero del ratén sobre cualquier elemento
dindmico, en la esquina inferior izquierda de la herramienta se muestran sus coordenadas en el plano
complejo. La gréfica incluye la posibilidad de realizar ampliaciones o reducciones de escala tocando
con el ratén a la derecha o la izquierda del tridngulo situado en la parte inferior.
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En la parte derecha de la herramienta aparecen distintas representaciones de la respuesta frecuencial,
que son seleccionables a través del menti desplegable de Opciones ubicado en el marco superior de
la aplicacién. Por omisién aparece la opcién Bode (Fase), pues es la representacién donde mejor se
visualizan los conceptos asociados al aporte individual de dngulo de fase por parte de cada uno de los
elementos dindmicos que conforman la funcién de transferencia. Las otras opciones seleccionables
son Bode (Magnitud y Fase), Nyquist, Nichols y Completo. Este tltimo incluye todas las representaciones,
que cuentan con los siguientes elementos interactivos:

= En el Diagrama de Bode, aparece una recta vertical en color negro que permite modificar interac-
tivamente la frecuencia de estudio. En la curva de Magnitud Bode se dibuja un circulo de color
rosa indicando la magnitud logaritmica para la frecuencia determinada. Del mismo modo, en
la curva de Fase Bode se representa un circulo verde que marca el desfase a la frecuencia selec-
cionada. Colocando el cursor del ratén sobre la curva de magnitud (en cualquier punto o sobre
el circulo rosa) se puede modificar la magnitud del diagrama (afectando tnicamente a la ganan-
cia estdtica del sistema). Si se coloca sobre la curva de fase (en cualquier parte o sobre el circulo
verde), se puede modificar el desfase (afectando al tiempo de retardo). Se pueden modificar las
escalas de la representacién utilizando los tridngulos en los ejes de abscisas y ordenadas.

= En el Diagrama de Nyquist se incluye como elemento interactivo un circulo sobre la curva de
respuesta en frecuencia, que al desplazarse sobre la curva modifica la frecuencia de interés y
como consecuencia la Respuesta temporal del sistema y los valores que se visualizan en el drea de
Parametros. El segmento no interactivo de color rosa que une el circulo sobre la respuesta con
el origen determina la magnitud de la respuesta en la frecuencia seleccionada, mientras que
el dngulo en color verde determina la fase. Colocando el ratén sobre el circulo situado sobre
la curva se mostraran los valores asociados a magnitud y fase para la frecuencia seleccionada.
También se puede modificar la escala accediendo a la izquierda o derecha del tridangulo ubicado
sobre el eje de ordenadas.

s En el Diagrama de Nichols, se puede modificar interactivamente la frecuencia para la cudl se esta
estudiando la magnitud y la fase de la respuesta en frecuencia (accediendo al circulo sobre
la respuesta en frecuencia). El segmento de color verde indica en este diagrama el desfase,
mientras que el rosa representa la magnitud en dB. También se pueden modificar las escalas a
través de los tridngulos que aparecen en la representacién grafica.

En todos los casos, en la parte inferior se muestra la Respuesta temporal, que permite analizar
la respuesta senoidal del sistema para el valor de la frecuencia fijado en el drea de Parametros,
en la Representacion polo-cero e incluso usando las lineas verticales que aparecen en todas las
representaciones en el dominio frecuencial. En la curva de Respuesta temporal se representa la
atenuacion o amplificacién de ganancia mediante un segmento vertical no interactivo de color rosa
y el desfase asociado mediante un segmento horizontal no interactivo de color verde. Al colocar el
ratén sobre ellos aparecen los valores asociados al desfase temporal y a la ganancia de magnitud,
representdndose también en la esquina inferior izquierda de la herramienta. Los tridngulos situados
en el eje de abscisas y ordenadas permiten cambiar respectivamente la escala de la grafica pulsando
a derecha-izquierda o arriba-abajo de los mismos, respectivamente.

El mend Opciones contiene las opciones Introducir Planta (NUM,DEN) o Introducir Planta ZPK, que
facilitan la inclusioén de funciones de transferencia genéricas en esos formatos tipo (ver Tabla 1.2).
Ademads, se pueden seleccionar varios ejemplos con distintas estructuras de polos, ceros y retardo
asociadas:
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El Ejemplo 1 (P11 (s)) toma como sistema base uno de tercer orden estable con dos polos comple-
jos conjugados y uno real. Es un ejemplo bésico de fase minima.

El Ejemplo 2 (P4(s)) utiliza un sistema base con un polo real estable y un cero en el semiplano
derecho. En este caso se puede observar cémo la fase varia entre 180° y 0° a medida que au-
menta la frecuencia. Puede servir como ejemplo de base para compararlo con el caso en el que
el cero esté en el semiplano izquierdo.

El Ejemplo 3 (P11(s)) es un ejemplo sencillo de fase minima en el que aparecen por omisién las
distintas representaciones en el dominio de la frecuencia.

El Ejemplo 4 incluye dos polos reales estables y dos ceros complejos conjugados de fase no
minima. La utilidad de este ejemplo es analizar la contribucién de fase de esos dos ceros.

Ejercicios

1.

Para las siguientes agrupaciones de funciones de transferencia, compare las curvas de magnitud
y fase que se obtienen para cada una de ellas. Comente los resultados e indique los valores de
desfase paraw =0, w — coy w = 1rad/s.

k(s —z)

Grupo 1: G(s) = 5= (1,-5,-1),(1,-5,1),(-1,-5,-1),(-1,-5,1),
Combinaciones de (k, p, z) (1,5,-1),(-1,5,-1),(1,5,1),(-1,5,1)
Grupo 2: G(s) = =) (1,-5,-1),(1,-5,1), (~1,-5,~1), (-1, -5,1),
s(s—p)
Combinaciones de (k, p, z) (1,5,-1),(-1,5,-1),(1,5,1),(-1,5,1)
ks

Grupo 3: G(s) = (s—p1)(s—p2)

Combinaciones de (k, p1, p2)

(1/ _5/ _1)1 (1r _5/ ]-)/ (_1/ _5/ _1)r (_1/ _Sr 1)/

(1,5,-1),(-1,5,-1),(1,5,1),(-1,5,1)

2 2
7+ 20wy, s +w
Grupo 4: G(s) S1om, o

52 + 280wWn,s + wi,

Combinaciones de (J1, wy,, $2, wy,)

(0.1,1,055,1),(—0.1,1,0.5,1), (0.1, 1, —0.5, 1),

(0.1,1,0.5,2), (=0.1,1,0.5,2), (0.1,1, —0.5, 2)

Utilizando el Ejemplo 2 (P4(s)) del menti Opciones analice la diferencia en las distintas represen-
taciones en el dominio de la frecuencia y en la del dominio temporal entre la configuracién que
aparece por omision y la resultante de colocar el cero en s = —1. ;Cuadles son las diferencias mds
notables que aprecia en la curva de fase de Bode? ;y en la respuesta senoidal del sistema?

Utilizando el Ejemplo 3 (Py1(s)) que viene incluido en el ment Opciones repita el ejercicio anterior
colocando el polo real en s = 0.72.
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4.8 Ajuste de modelos en el dominio de la frecuencia

Herramienta interactiva: 4.8. f_ajuste_modelos

Conceptos analizados en la ficha

= Ajuste de modelos a datos experimentales en el dominio de la frecuencia.

Teoria La identificacién de la planta consiste en determinar la funcién de transferencia de ésta a partir
de medidas experimentales. La aplicacién del concepto de respuesta en frecuencia, para sistemas fisi-
cos describibles por un sistema lineal estable, permite obtener experimentalmente valores que puedan
incorporarse a los distintos diagramas de la respuesta frecuencial del sistema y fundamentalmente al
diagrama de Bode. La obtencién de estos puntos se lleva a cabo de la siguiente manera: se lleva al sis-
tema a un estado de equilibrio (punto de operacién) y se le introduce a la entrada una sefial senoidal
u(t) = A sen(wyt), esperando el tiempo necesario hasta que el sistema alcance una condicién de ré-
gimen permanente. En esa condicién se mide la amplitud y la fase de la sefial sinusoidal de salida. El
modulo de la respuesta en frecuencia en w = wy es igual a la relacién entra las amplitudes de la senoide
de salida y la de entrada, siendo su fase igual a la diferencia entre sus fases. Si se repite esta opera-
cién utilizando sefiales sinusoidales de la misma amplitud y distintas frecuencias w = wy, wo, ..., w;, se
pueden obtener puntos de la respuesta en frecuencia para las frecuencias utilizadas en la generacién
de las senoidales de entrada. Estos puntos se pueden colocar en un diagrama de Bode (pasando pre-
viamente el médulo a decibelios y la fase a grados) e interpolar dichos puntos con una aproximacion
adecuada. A continuacién, haciendo uso de aproximaciones asintéticas, se puede postular una funcién
de transferencia que modele esa respuesta frecuencial.

Existen tres factores que hacen que los diagramas asint6ticos de magnitud y fase sean ideales para la
soluciéon de este problema. En primer lugar, es relativamente facil aproximar la grafica de la magnitud
determinada experimentalmente mediante la grafica de la magnitud asintética. Puesto que la gréfica
s6lo contiene rectas de pendientes que son mdltiplos enteros de £20 dB/década, se puede obtener me-
diante prueba y error la aproximacién asintética de una manera considerablemente simple. En segundo
lugar, la forma de la funcién de transferencia se puede obtener por inspeccién a partir de la aproximacién
asintética. Esta caracteristica proviene del hecho de que las frecuencias de corte o esquina de la apro-
ximacién asintética corresponden a la localizacién de los polos y ceros de la funcién de transferencia,
presentando tinicamente una ligera dificultad la consideracién de polos o ceros complejos conjugados.
En tercer lugar, la consideracién conjunta de las graficas de magnitud y fase determinadas experimental-
mente especifican de manera tinica a la funcién de transferencia. Empleando tinicamente la grafica de la
magnitud, se puede determinar la forma de la funcién de transferencia (y sus correspondientes frecuen-
cias esquina). Sin embargo, no se sabe si el sistema es 0 no de fase minima, existiendo una ambigtiedad
a menos que se considere también la curva de fase.
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Respuesta frecuencial: Datos experimentales

El objetivo principal de esta ficha es facilitar la identificacién de funciones de transferencia de sis-
temas a partir de sus diagramas de Bode experimentales, utilizando la herramienta interactiva para
calcular la funcién de transferencia que lo modela, proponiendo en este caso estructuras de primer o
segundo orden (pudiendo incluir tiempo de retardo y un cero). La aplicacién interactiva estd dividida
en tres dreas principales:

Parametros: En la parte superior izquierda se muestran los pardmetros numéricos y la funcién de
transferencia que se postula como modelo al sistema bajo estudio. En esta herramienta, se han fijado
las posibles estructuras de funciones de transferencia que modelen los datos experimentales:

= Funcién de transferencia de primer orden con un cero y retardo, representada por:

_ Bt s
G(S) = kme f

= Funcién de transferencia de segundo orden con un cero y retardo, representada por:

(IBS + 1) eftys z (IBS + 1) eft,s

R T LA R (e § Y )
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cuyos pardmetros se pueden fijar a través de cuadros de texto o barras de desplazamiento en el drea
de Parametros, que incluye la representacion simbdlica de la funcién de transferencia escogida. La
eleccién entre los posibles modelos se realiza marcando un botén de seleccién circular (radiobuttom)
que se ubica sobre la gréfica de Representacion polo-cero (drea inferior izquierda de la herramienta),
en la que se muestran los polos y ceros del sistema seleccionado, mostrandose su localizacién en la
esquina inferior izquierda de la herramienta cuando se coloca el ratén sobre ellos.

En la zona derecha de la herramienta se representan los diagramas de Magnitud Bode y Fase Bode, que
contienen unas lineas de trazo fino en color negro (que corresponden a la respuesta en frecuencia
obtenida a partir de datos experimentales) y otras en trazo grueso de color rojo que representan la
respuesta en frecuencia del sistema que se postula como modelo mds adecuado para reproducir
la respuesta en frecuencia obtenida de datos experimentales. Ambos diagramas disponen de la
posibilidad de realizar ampliaciones o reducciones de los fondos de escala del eje de ordenadas,
pulsando con el puntero del ratén en la parte superior o inferior de los simbolos 7. En las dos
graficas aparece un aspa roja X que se corresponde con la localizacién de la frecuencia de corte y
que permite modificar su valor desplazdndola hacia derecha o izquierda, de modo que se refrescan
automdticamente sus valores en las dreas de Parametros y Representacion polo-cero. En el caso
de sistemas de primer orden, el aspa roja representard la frecuencia de corte asociada al polo (y
por tanto a la constante de tiempo), mientras que en el caso de sistemas de segundo orden, el
aspa roja corresponderd a la frecuencia natural si el sistema es subamortiguado. Si el sistema es
sobreamortiguado, se dibujan dos aspas que representan las frecuencias esquina asociada a cada
polo real. También se puede desplazar un circulo rojo o que se corresponde con la localizacién del
cero del sistema y que permite modificar la ubicacién del mismo, actualizdndose los datos ligados
en las otras partes de la herramienta. El cambio de la magnitud en baja frecuencia (y por tanto
de la ganancia estdtica) se realiza en esta ficha arrastrando hacia arriba/abajo la linea de trazo
grueso negra que aparece en la parte derecha de la curva Magnitud Bode. Cuando se cambian los
valores de k y T automadticamente se refrescan en este drea la representacion simbdlica de la funcién
de transferencia y las caracteristicas frecuenciales, asi como los datos que aparecen en el resto de
representaciones gréficas.

Representacion polo-cero: En la parte inferior izquierda se representa el plano s (o plano complejo),
donde se muestra la localizacién del polo del sistema analizado (o la localizacién de los polos de
los sistemas estudiados si se selecciona la opcién de Mostrar multiples sistemas), que permite analizar
simultdneamente y de forma comparativa la respuesta frecuencial de distintos sistemas de primer
orden (cada uno con un color asociado segun la definicién de colores de la Biblioteca explicada en el
Capitulo 1). Como en fichas anteriores, el polo se representa por el simbolo x que se puede arrastrar
a cualquier posicién del eje real del plano complejo.

El tridngulo que aparece en la parte inferior permite cambiar la escala simultdneamente en los
ejes de abscisas y ordenadas (pulsando a la izquierda del tridngulo la escala aumenta y a la derecha
se reduce).

Ejercicios

1. Escoja en el ment Opciones los Ejemplo 1, 2, 3y 4. Ajuste lo mejor posible las dos posibles funciones
de transferencia a los datos experimentales. Si no puede ajustar con dichos modelos todo el rango
de frecuencias, indique el rango de validez de los mismos.
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Relacion de los parametros de los
modelos con los modelos fisicos

Introduccion

En el Capitulo 2 se utilizé el sistema de un tanque como ejemplo ilustrativo para exponer los conceptos
relacionados con la obtencién de modelos lineales a partir de ecuaciones diferenciales no lineales. En los
Capitulos 3 y 4 se han desarrollado fichas interactivas para introducir conceptos bdsicos de respuesta
temporal y frecuencial de sistemas lineales invariantes en el tiempo representados por funciones de
transferencia.

Siguiendo con el ejemplo guia del tanque, en este capitulo se van a explorar las relaciones que
guardan los pardmetros de los modelos fisicos de los sistemas con los de la funcién de transferencia
normalizada que los representa, como una via para explorar la influencia de los pardmetros fisicos en el
comportamiento dindmico del sistema.

Se sigue utilizando por tanto la funcién de transferencia como modelo fundamental (descripcién
externa del sistema).

5.1 El sistema de un tanque Il

Herramienta interactiva: 5.1. tanque_parametros

Conceptos analizados en la ficha

= Obtencién de la funcion de transferencia de un sistema dindmico linealizado en torno a un estado
de equilibrio.

= Relacién de los pardmetros de la funcién de transferencia con los que describen la ecuacién dife-
rencial del modelo linealizado del sistema.

= Influencia en la respuesta temporal a escalén unitario de la modificacién de los pardmetros de la
funcién de transferencia.

Teoria La mayoria de los sistemas dindmicos poseen un comportamiento que se puede representar
por leyes fisicas de naturaleza no lineal. Mediante un desarrollo en serie de Taylor alrededor de un
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estado de equilibrio, se obtiene en general un modelo lineal dado por una ecuacién diferencial lineal,
que es posible representar mediante su descripcién externa en forma de funcién de transferencia. De
nuevo se va a considerar el sistema de control de nivel de un tanque [23, 21] para analizar la relacién de
los pardmetros de los modelos con los modelos fisicos.

El proceso estd compuesto por un tanque de carga con orificio de salida o seccién de descarga, al
cual entra un caudal variable de agua mediante la accién de una bomba y viene descrito por la siguiente

ecuacién diferencial no lineal [23]:
dn(t) o
AT =q(t) —a\/2gh(t) (5.1)

donde h(t) representa la altura del agua del tanque, A el drea del tanque, a el drea de la seccién de salida,
g la aceleracién de la gravedad a nivel del mar y g(t) el caudal de entrada.
Si se linealiza en torno a un punto de operacién estacionario se obtiene el modelo lineal de primer

orden de la forma: _
dh(t) -
T# +h(t) = kq(t) (5.2)

dondet =4,/ %, k = %, h(t) es variable de desviaci6n de altura respecto al punto de equilibrio y §(t)
es la variable de desviacién de caudal respecto al punto de equilibrio, siendo Ky y g la altura y caudal
que definen dicho punto de equilibrio, respectivamente.

Aplicando la transformada de Laplace se deduce la funcién de transferencia, como el cociente entre
la transformada de Laplace de la variable /() y la de la variable §(t):

AGs)  k WA
G(s) = =~ = =_1¥23 (5.3)
1 2h
Q(s) Ts+ 1;1 ?os+1
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 5.1. tanque_parametros

& El sistema de un tanque II - Sysquake Runtime ) i I (=]
Opdones  Info
Altura del tanque
Respuesta temporal: Parametros fisicos b [em]
Parametros L e
10
Area tanque [cm?] Area orificio de salida [em?]
A 17320 @ 0.900 9
I | I |
Punto operacién definido en (hy.q,) [cm,cm?/s] 8
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Respuesta temporal: Parametros fisicos

En la aplicacién descrita en la figura es posible comparar la respuesta temporal del sistema en lazo
abierto obtenida con el modelo no lineal con la obtenida del sistema linealizado. También se muestra
la funcién de transferencia de primer orden que lo describe, asi como la relacién entre los pardmetros
del sistema fisico y los de la dicha funcién de transferencia (ganancia estdtica y constante de tiempo).
La aplicacién también permite realizar un anélisis en diferentes puntos de equilibrio y con diferentes
geometrias del tanque. Se obtiene asf una informacién cuantitativa y cualitativa del intervalo de
validez de estos modelos. Los pardmetros del sistema se pueden cambiar mediante la interacciéon
con la descripcién geométrica del tanque.

En la parte superior izquierda de la aplicacién es posible modificar los valores de las variables
fundamentales que definen la dindmica del sistema: el ancho del tanque (A), el ancho del orificio de
descarga (a) y las variables que definen el estado de equilibrio (hg, o). Se visualiza asi mismo una
representacion simbolica de la funcién de transferencia que se modifica a medida que se manipulan
los valores de los parametros indicados previamente. También aparece la férmula que relaciona a
dichos pardmetros con la ganancia estdtica (k) y la constante de tiempo (7).

Hay que hacer notar que para obtener una aplicacién realista se ha utilizado como unidad de
longitud el cm y como unidad de tiempo el s.
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Aplicacion ...

Si se accede a las barras de desplazamiento (sliders) de hy o g el valor de la variable ligada se
modifica de acuerdo con la ecuacién (2.6) y se produce un escalado interno de los intervalos en que
se modifican dichas variables. También existe una ligadura entre los intervalos de A y a para que las
simulaciones que aparecen en la imagen superior derecha tengan sentido fisico.

En las imdgenes del drea derecha de la herramienta se compara la respuesta temporal del modelo li-
neal y la del sistema no lineal, como consecuencia de un cambio en el caudal de entrada de fluido que
se representa en la imagen inferior derecha. Nétese que el valor base del cambio viene definido por
go, pudiéndose modificar en esta grafica o bien en las barras de desplazamiento de la parte superior
izquierda. Cuando se coloca el puntero del ratén sobre cualquier punto de las gréficas de evoluciéon
temporal de la altura o el caudal, se hace visible una etiqueta que proporciona las coordenadas (t, h)
o (t, g) que definen ese punto en la grafica correspondiente.

La aplicacién presenta en la parte inferior izquierda un esquema del proceso a modelar. La figura es
interactiva, en el sentido que se pueden modificar sus atributos haciendo uso del ratén. El drea del
deposito A se puede cambiar pinchando con el ratén sobre las paredes del mismo y arrastrando en
direccién horizontal; el drea del orificio de descarga a también se puede modificar arrastrando con
el ratén las paredes del orificio (nétese que existe una limitacién de valores minimo y médximo para
que la simulacién tenga sentido fisico y la grafica se pueda representar en el espacio dejado a tal
efecto). También se puede cambiar el punto de operacién pinchando sobre la superficie de liquido y
arrastrandola en direccién vertical. El caudal de equilibrio gg se puede modificar desplazando en la
direccién vertical el nivel de liquido que hay en el tubo justo antes del codo que hay a la izquierda
de la bomba.

Ejercicios Para un estado de equilibrio descrito por la configuracién que sale por omisién al arrancar
la herramienta (g9 = 112.870 cm3/s, hp = 8 cm, A = 17.32 cm® y a = 0.9 cm?);

1. Obtenga un modelo lineal del sistema en lazo abierto midiendo sobre la gréfica de respuesta tem-
poral del sistema no lineal la ganancia y constante de tiempo que definen un modelo lineal apro-
ximado del sistema vélido en ese punto de equilibrio. Compare los resultados con el modelo tedri-
co linealizado, analizando las discrepancias. Comente los resultados. Vuelva a repetir el proceso
cambiando la amplitud del escal6n de entrada que se visualiza en la parte inferior derecha de la
herramienta, llevando el valor final del caudal a 140 cm3/s. ;Cuales son los nuevos valores de la
ganancia estdtica y la constante de tiempo?, ;difieren mucho de los primeros que ha calculado? En
caso de respuesta afirmativa, indique posibles motivos.

2. Si cambia el caudal a gy = 130 cm?®/s, indique cémo influye el cambio en el punto de equilibrio en
la ganancia estdtica y la constante de tiempo del sistema. ;Cuadl es la nueva altura de equilibrio?

3. Repita el ejercicio anterior llevando el caudal a g9 = 90 cm?/s.

4. Con los valores de las variables y pardmetros del ejercicio anterior, cambie la seccién del tanque a
A = 10 cm?. Indique c6mo afecta esa disminucién en la seccién del tanque a la ganancia estética y
a la constante de tiempo del sistema. ;Y si la aumenta hasta A = 20 cm??

5. Parala configuracién del ejercicio previo, indique como afecta un aumento en la seccién de descar-
gaa = 1.1 cm? a la ganancia estética y a la constante de tiempo del sistema.
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Sistemas en lazo cerrado y estabilidad

Introduccion

En este capitulo se van a tratar conceptos bésicos relacionados con la realimentacién y su efecto sobre el
comportamiento y estabilidad del sistema en lazo cerrado. Se incluyen cuatro fichas interactivas donde
se estudian el método del lugar de las raices, el criterio de estabilidad de Nyquist, los conceptos de
margenes de estabilidad relativos y la influencia del tiempo de retardo en la estabilidad. Se suponen
conocimientos previos bdsicos sobre la transformada de Laplace y funciones de transferencia, que se
pueden revisar en la introduccién del Capitulo 3.

Los sistemas de control son una interconexiéon de componentes que forman una configuracién del
sistema que proporcionard una respuesta deseada [9]. Los sistemas de control en lazo abierto se com-
portan de forma adecuada sélo si el modelo de la planta es muy exacto, si los pardmetros de la planta
cambian de una determinada manera y si no hay perturbaciones externas. La presencia de alguno de
estos factores requiere que los sistemas de control presenten lazos de realimentacién.

La realimentacion consiste en redirigir una cierta proporcién de la sefial de salida de un sistema hacia
la entrada. Implica que dos o mds sistemas dindmicos se conectan juntos de forma que cada sistema
ejerce una influencia sobre el otro y sus dindmicas estdn fuertemente acopladas [2]. Un sistema en lazo
cerrado utiliza una medida de la serial de salida y una comparacion con la salida deseada (referencia) para
generar una sefial de error que es utilizada por el controlador para generar una sefial de control que se
aplica al actuador, que es el dispositivo que proporciona la potencia motriz al proceso [9]. Cuando la
sefial de referencia es constante (recibe el nombre de set-point en inglés) se suele decir que se estd ante un
problema de regulacion, si bien en este texto no se hace distincién entre los términos control y regulacion.
Por otro lado, cuando se desea que la sefial de salida siga un valor de referencia cambiante, se estd ante
un problema de seguimiento (o tracking en inglés).

El control se basa en el uso de algoritmos y realimentacién en sistemas de ingenierfa. En un lazo
de control, la salida del sistema se hace pasar a través de una funcién de transferencia H(s) situada
en el lazo de realimentacién y la salida de este bloque se lleva a la entrada del sistema. La Figura 6.1
muestra un lazo tipico de realimentacién. La funcién de transferencia G(s) representa al sistema, C(s)
al controlador, H(s) es la funcién de transferencia del lazo de realimentacién (suele estar ligada al sensor
y considerarse H(s) = 1, realimentacién unitaria) y F(s) es una funcién de transferencia que permite
filtrar la referencia y dotar a la estructura del sistema de control de dos grados de libertad (en los cursos
bdsicos de control se considera F(s) = 1). Las sefiales internas, de entrada y de salida del lazo son:

= y(t), Y(s): Es la salida del sistema descrito por G(s) (variable que se quiere controlar).

= u(t), U(S): Es la entrada al sistema. Coincide con la sefial de control, en sistemas en lazo cerrado sin
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Figura 6.1 Diagrama de bloques estdndar de un sistema en lazo cerrado. Si se considera realimentacién unitaria H(s) =
1. Si no se usa filtro en la referencia F(s) = 1

perturbaciones de carga (d(t) = 0), pues la entrada la proporciona el controlador C(s).
» (), R(s): Es la sefial de referencia o consigna que debe seguir el sistema en lazo cerrado.

m ¢(t), E(s): Es la serial de error, resultado de comparar la referencia con la salida del sistema. Esta
sefial es la entrada al controlador C(s).

» d(t), D(s): Es la perturbacién de carga a la entrada del sistema. Es una variable no controlable que
afecta negativamente a la salida del sistema.

= n(t), N(s): Es el ruido o perturbacién generalmente asociado con los intrumentos de medida (sen-
sores), que suelen provocar sefiales aleatorias de alta frecuencia.

Este esquema badsico de realimentacién basado en medir, calcular y actuar es el concepto central en el
control de sistemas. En sistemas de control automatico en lazo cerrado se suele utilizar normalmente
realimentacion negativa. La sefial de salida se redirige hacia la entrada y se resta de la sefial de referencia.
Es el caso considerado en este libro, donde en todo momento se utilizard la realimentacién negativa. En
el caso de la realimentacion positiva, la salida se suma con la referencia.

Las propiedades de la transformada de Laplace permiten trabajar de forma cémoda con los diagramas
de bloques y realizar operaciones algebrdicas sobre los mismos. En la Figura 6.2 se muestran las princi-
pales estructuras de diagrama de bloques utilizados en control, asi como las operaciones que se pueden
realizar sobre ellos usando dlgebra de bloques.

Los aspectos claves en el disefio de sistemas de control son asegurar que el sistema en lazo cerrado
es estable (entradas acotadas producen salidas acotadas) y que tienen un comportamiento deseado (buenas
caracteristicas de rechazo de perturbaciones, respuesta rdpida a cambios en el punto de operacién, ...)
Estas propiedades se establecen a través de una gran variedad de técnicas de modelado y andlisis que
capturan la dindmica esencial del sistema y facilitan la exploracién de posibles comportamientos en
presencia de incertidumbre, ruido e incluso fallo de componentes. La incertidumbre entra en el lazo de
control a través del ruido en los sensores y actuadores, perturbaciones externas y dindmicas inciertas
que provienen de errores en los pardmetros del modelo o efectos no modelados [2].

Utilizando las propiedades de la transformada de Laplace y de la funcién de transferencia (4lgebra
de bloques), se puede calcular la expresién de la salida en lazo cerrado como:

__C()G(s) G(s) C(s)G(s)
YO =1 remem Xt 1reem PP T Trcmem @ 61)
Si se define el error de sequimiento como E(s) = R(s) — Y(s), se obtiene:
E(s) 1 G(s) C(s)G(s) N(s) 62)

=17 cen) N T Treeem PP T T cme®
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Punto de suma Punto de resta
Ul(S) + U1(5)+U2(5) U1(5) + Ul(S)-UZ(S)
u,(t) ; ul(t)+u,(t) uy(t) ul(t)-uy(t)
U,(s) U,(s)
u,(t) us(t)
Serie
E(s) U(s) Y(s) E(s) ¥(s)
LSO o] OO e = = COG6) Har
Paralelo

—1 G,(s)
U(s) ’% Y(s) U(s) Y(s)
ut®) g = <160+ COnm
—1 G, (s)

Realimentacion basica

R(s) + E(s) U(s) Y(s)
e L a9 P = ’:((:)) 1+Ci§;2?0(§;31(s) ;2))
H(s)

Figura 6.2 Estructuras y operaciones en dlgebra de bloques

La salida del controlador vendra dada por:

___ Cls) C(s)G(s)
U(s) = W(R(S) —N(s)) - WD(S) (6.3)
La funcién de transferencia de lazo cerrado T(s) viene dada por:
C(s)G(s) 6.4)

§) = —n It~
(s) 1+ C(s)G(s)
Si se utilizara realimentacién no unitaria y filtro en la referencia, la expresion serfa:

__F(s)C(s)G(s)
~ 1+ C(s)G(s)H(s)

T(s) (6.5)

Las principales ventajas de la realimentacién son que proporciona robustez! frente a incertidumbre y
permite modificar el comportamiento dindmico de un sistema (puede proporcionar un buen compor-
tamiento a partir de malos componentes), permitiendo “crear” sistemas con una respuesta entrada-
salida lineal. La realimentacién permite reducir la sensibilidad de un sistema, entendida como la relacién
del cambio en la funcién de transferencia en lazo cerrado respecto al cambio en la funcién de transferen-
cia del proceso (o pardmetro) para un cambio incremental pequefio [9]. Los principales inconvenientes

ICualidad de un sistema de control que muestra poca sensibilidad a efectos que no fueron considerados en la fase de anlisis
y disefio del mismo, por ejemplo, perturbaciones, dindmicas no modeladas, ruido, ...
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son que puede producir inestabilidad en un sistema si no se utiliza de forma adecuada, requiere un au-
mento de componentes (fundamentalmente sensores, que introducen ruido e imprecisiones en el lazo),
aumentando la complejidad del sistema, e inherentemente acopla partes de un sistema. Otro coste de
la realimentacién es la pérdida de ganancia, puesto que al cerrar un lazo simple en torno a un sistema
representado por la funcién de transferencia G(s) se obtiene G(s)/ (1 + G(s)). La reduccién de ganancia
del lazo es 1/ (1 + G(s)), que es el factor que reduce la sensibilidad del sistema frente a variaciones y
perturbaciones de los pardmetros [9] y por lo que se denomina funcién de sensibilidad.

La estabilidad es una medida del comportamiento del sistema. En el Capitulo 3, a través del andli-
sis de la respuesta temporal a escalén de sistemas lineales invariantes en el tiempo, se establecié que
un sistema es estable si todos los polos de la funcién de transferencia tienen partes reales negativas
(denominados sistemas asintéticamente estables, pues la salida tiende a su valor de estado estacionario de
forma asintética). También se introdujo en la Seccién 3.2 el concepto de sistemas marginalmente estables
(tnicamente algunas entradas limitadas hacen que la salida no esté acotada).

A partir de este capitulo, el interés se va a centrar en la estabilidad de los sistemas en lazo cerrado,
que son el principal objetivo del control automadtico (generalmente, un sistema en lazo cerrado inestable
no tiene valor prdctico). Por tanto, en el disefio de sistemas de control realimentados se buscard siempre
que los polos de la ecuacién caracteristica (J(s) = 1+ C(s)G(s) = 0), se encuentren en el semiplano
izquierdo del plano complejo. De forma mds general, se hablard de estabilidad entrada acotada-salida
acotada (estabilidad externa o estabilidad BIBO?), que significa que un sistema ser4 estable si se ob-
tiene una salida acotada cuando la entrada correspondiente estd acotada. Los sistemas asintéticamente
estables disfrutan también de la propiedad de estabilidad entrada acotada-salida acotada [7].

Existen numerosas definiciones de estabilidad, generalmente ligadas a la representacién interna del
sistema - representacion en el espacio de estados- que se analizard en el Capitulo 9. En todas subyace la
idea de que a medida que el tiempo tiende a infinito, la salida del sistema no puede tender a infinito.

La estabilidad absoluta es una descripcion del sistema que revela si un sistema realimentado en lazo
cerrado es estable o inestable, sin tener en consideracion otros atributos como el grado de estabilidad.
Un sistema que tenga estabilidad absoluta se denomina estable (la calificacién de absoluto se suprime),
pudiéndose caracterizar su grado de estabilidad. La estabilidad relativa proporciona una medida de cémo
de estable es el sistema. Como una condicién necesaria y suficiente para que un sistema realimentado
sea estable (en sentido absoluto) es que todos los polos de su funcién de transferencia tengan partes
reales negativas, la estabilidad relativa se puede analizar examinando las posiciones relativas de los po-
los (cuando se trabaja con representaciones en el plano complejo s, Seccién 6.1) o con los denominados
mdrgenes de estabilidad relativa (margen de fase y margen de ganancia), procedentes de una interpretacién
del criterio de estabilidad de Nyquist (Seccién 6.2) cuando se trabaja con representaciones gréficas de
la respuesta en frecuencia (Seccién 6.3). También se habla de estabilidad condicional en el &mbito de sis-
temas con ganancia variable si el sistema es estable (en el sentido de estabilidad entrada acotada-salida
acotada) para ciertos valores de la ganancia, pero no lo es para otros. Este concepto de estabilidad se
analiza en la seccién dedicada al método del lugar de las raices (Seccién 6.1). Utilizando la realimenta-
cién se pueden estabilizar plantas que son inestables en lazo abierto y tanto en ese caso como en el de
plantas estables en lazo abierto, la realimentacién permite ajustar un determinado comportamiento en
lazo cerrado relacionado con las especificaciones de disefio.

En este capitulo se introducen distintas técnicas de andlisis que permiten estudiar el efecto que sobre
la estabilidad y el comportamiento dindmico del sistema produce la realimentacién y la variacién de la
ganancia estdtica de la funcién de lazo del sistema (ganancia estdtica de la funcién L(s) = C(s)G(s)).

No se ha estudiado el conocido Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz porque el método es dificil
de visualizar y trabajar con herramientas interactivas y ademads hoy en dia los computadores pueden
proporcionar las raices de un polinomio de alto orden con precisién.

2BIBO: Bounded Input Bounded Output.



6.1 Ellugar de las raices - 131

6.1 El lugar de las raices

Herramienta interactiva: 6.1. lugar_raices

Conceptos analizados en la ficha
= Realimentacién y estabilidad de un sistema en lazo cerrado.
= Técnica del lugar de las rafces.
= Construccién del lugar de las raices.

= Elementos caracteristicos del lugar: Asintotas, centroides y ramas del lugar.

Teoria La primera técnica relacionada con el concepto de realimentaciéon que se va a estudiar es el
método del lugar de las raices, que sirve para examinar el efecto de la realimentacién en la localizacién de
los polos y los ceros del sistema en lazo cerrado cuando se varia desde 0 a co un pardmetro caracteristico
(generalmente la ganancia) del sistema en lazo abierto. El lugar de las raices es el trazado de las raices de la
ecuacion caracteristica dibujado en el plano s (diagrama de polos y ceros) cuando se varfa un pardmetro
del sistema [9]. Por tanto es una técnica en la que, partiendo de informacién sobre el sistema en lazo
abierto, permite obtener informacién sobre la ubicacién de los polos del lazo cerrado, y por tanto sobre
el comportamiento dindmico del sistema realimentado y su estabilidad asintética, relativa y condicional.
En este dmbito, la estabilidad relativa esta relacionada con el amortiguamiento relativo de cada raiz de la
ecuacion caracteristica. La estabilidad relativa de un sistema es una propiedad que se puede relacionar
con la posicion relativa de la parte real de cada raiz o par de raices. También se puede definir en funcién
de los factores de amortiguamiento relativo § de cada par de raices complejas y, por tanto, en funcién de
la velocidad de respuesta y la sobreoscilacion.

Como se ha comentado previamente, tradicionalmente, se estudia un sistema realimentado uni-
tariamente con una configuracién como la que se muestra en la Figura 6.3, donde K representa la
ganancia proporcional de un controlador y G(s) la funcién de transferencia del sistema en lazo abierto
(L(s) = KG(s) es la funcién de transferencia del lazo).

R(s) + ~ E(s) P U(s) 6(s) Y(s)

Figura 6.3 Diagrama de bloques utilizado para el andlisis en el lugar de las raices

En el método del lugar de las raices se representan las raices de la ecuacién caracteristica del sistema
en lazo cerrado para todos los valores de un pardmetro del sistema. Si se considera G(s) factorizada en
forma de polos y ceros:

G(S): (S_zl)(S_ZZ)'“(S_Zm)

(s =p1)(s—p2)---(s—pu)
donde « es la constante de transferencia. El método se basa en expresar la funcién de transferencia del
lazo cerrado de forma que la ecuacion caracteristica viene dada por:

1+KG(s) =0 (6.6)
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donde K es una constante proporcional situada en la cadena directa (Figura 6.3) y se ha supuesto que
no existe tiempo de retardo®. Mediante el método del lugar de las raices, se puede predecir el efecto que
tiene en la localizacién de los polos de lazo cerrado variar el valor de la ganancia o afiadir polos o ceros
en lazo abierto. Si se expresa la ecuacién caracteristica de la siguiente manera:

num(G(s))

1+ KG(s) = 1+ Kg ey

— den(G(s)) + Knum(G(s)) =0

Para K pequefio (K — 0) se debe cumplir den(G(s)) = 0, mientras que para K muy grande (K — o),
Knum(G(s)) = 0, por lo que se puede deducir que el lugar de las raices parte en los polos del sistema
en lazo abierto y finaliza en los ceros del sistema en lazo abierto (incluyendo ceros en el infinito). La
ecuacion (6.6) proporciona también las denominadas:

= Condicion de magnitud: |[KG(s)| = 1.
= Condicion de dngulo: |[KG(s) = £180°(21+1), 1 =0,1,2,....

Los valores de s que cumplen tanto las condiciones de dngulo como las de magnitud son las raices de
la ecuacién caracteristica (polos en lazo cerrado) y las reglas de construccién del lugar de las raices se
obtienen aplicando dichas condiciones a puntos de prueba en el plano complejo?.

Se resumen a continuacién una serie de pasos para construir el lugar de las raices. Mds importante
que el procedimiento de construccién®, es conocer los fundamentos teéricos e implicaciones que la cons-
truccién del lugar conlleva:

1. Escribir la ecuacién caracteristica en notacién polos-ceros, de forma que el pardmetro de interés K
(el que se modifica para analizar su efecto en la localizacién de los polos en lazo cerrado) aparezca
despejado en la forma 1+ KG(s) = 0.

2. Colocar sobre el plano de polos y ceros (plano s) los polos (x) y los ceros (0) de G(s). El lugar
comienza en los polos de G(s) y finaliza en los ceros de G(s), incluidos los ceros en el infinito.

3. Dibujar los lugares geométricos en el eje real, que son los que dejan a la izquierda un ntimero impar de
polos y ceros (salvo sistemas de fase no minima, ganancias negativas, realimentaciones positivas,
etc. en que cambia el criterio del dngulo en la construccién del lugar).

4. Dibujar n — m asintotas (rectas que representan lugares de las raices para valores de s muy grandes),
siendo 7 el nimero de polos (p;,i = 1..n) de la funcién de transferencia G(s) y m el nimero de
ceros de la misma (zy, ¢ = 1..m). Las asintotas se cruzan en el centroide ¢ (ubicado sobre el eje real)
y partirdn con dngulos 7, siendo:

n

m
Yopi— )
- = 180°(21 +1
o=2L =L yzﬁ; 1=0,1,2.,n—-m—1
n—m n—m

5. Calcular los puntos de salida y llegada al eje real del lugar (bifurcaciones, puntos de ruptura o puntos
de silla), que corresponden a puntos en el plano s en los cuales hay raices mdltiples de la ecuacién
caracteristica. Los puntos de ruptura, que son puntos de confluencia y dispersién de ramas, se

3Existen variantes del método para sistemas con tiempo de retardo que no se tratan en este texto.

4Recuérdese que los dngulos de las cantidades complejas que se originan a partir de los polos y los ceros en lazo abierto para
el punto de prueba s se miden en sentido contrario al de las agujas del reloj desde el eje real positivo.

5Se puede conocer la localizacién de los polos del lazo cerrado a través de un resolvedor numérico de raices de un polinomio
para distintos valores de K o bien usar herramientas interactivas como la que se muestra en esta ficha.
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determinan a partir de las raices de dK/ds = 0 (ecuacién polinémica) y se debe comprobar que
estdn sobre el lugar de las raices y en ellos el valor de K es positivo. Dicho valor de K se obtiene de
la aplicacién del criterio del médulo evaluado en esas raices.

6. Determinar los dngulos de partida (Ilegada) del lugar de las raices desde los polos complejos (hacia
los ceros complejos). Si se selecciona un punto de prueba y se mueve en la cercania precisa del
polo complejo (o del cero complejo), se considera que no cambia la suma de las contribuciones
angulares de los otros polos y ceros. Por tanto, el dngulo de llegada (o de salida) del lugar de las
raices de un polo complejo (o cero complejo) se encuentra restando a 180° la suma de todos los
angulos de vectores, desde todos los otros polos y ceros hasta el polo complejo (o cero complejo)
en cuestién, incluyendo los signos apropiados:

= Angulo de partida de un polo complejo = 180° — Y"1 6; + Y1, 0.
= Angulo de llegada a un cero complejo = 180° — Y/ & + Y1, 6.

donde 6; es el dangulo que forma con el eje real el vector que une el polo i con el polo complejo y &
es el dngulo que forma con el eje real el vector que une el cero ¢ con el cero complejo.

7. Determinar los puntos de corte con el eje imaginario (por ejemplo haciendo en la ecuacién caracteris-
tica sp = jwo e igualando a cero tanto la parte real como la parte imaginaria). Se obtienen asi los
valores de K y w para los que hay raices del lazo cerrado sobre el eje imaginario.

8. Asegurarse en el trazado de que el lugar de las raices es simétrico respecto al eje real, dado que los
polos y ceros complejos s6lo aparecen en pares conjugados. El lugar de las raices tendrd tantas
ramas como raices tenga la ecuacién caracteristica. El ntimero de lugares separados del lugar geomé-
trico de las raices es igual al nimero de polos de la funcién de transferencia, suponiendo que el
ndmero de polos es mayor o igual que el nimero de ceros de la misma.

9. Tomar algunos puntos de prueba y trazar el lugar definitivo. Se recomienda tomar algunos puntos
de prueba en la cercania del origen del plano s y en la parte cercana al eje jw, dada su importancia
en la estabilidad relativa del sistema en lazo cerrado:

_ producto de las longitudes entre el punto s y los polos

~ producto de las longitudes entre el punto s y los ceros

Es importante darse cuenta que para construir el lugar de las raices se usan los polos, ceros y la
ganancia del lazo abierto KG(s) y no la funcién de transferencia en lazo cerrado. Este es uno de los
aspectos de control cldsico, que usa la funcién de transferencia en lazo abierto para predecir el compor-
tamiento del lazo cerrado.

Puede haber ocasiones en que exista interés en analizar el caso de la localizacién de los polos del
lazo cerrado cuando los posibles valores del pardmetro son negativos. Una situacién equivalente se
da cuando existen lazos de realimentacién positiva, donde la ecuacién caracteristica viene dada por
1 —KG(s) = 0, que produce KG(s) = 1. Las variaciones acarreadas vienen dadas por la interpretaciéon
de la ecuacién bésica que aporta el lugar de las raices. En este caso, el dangulo de G(s) se hace 0 o multiplo
de 360°. Esto cambia las reglas 2 y 3 y todas aquellas reglas sujetas al criterio de dngulo. El lugar sobre
el eje real ahora existe en aquellas zonas que dejan un nimero par de polos mds ceros a la derecha.

También existen variantes del método para sistemas con tiempo de retardo. En esos casos, se suele
utilizar una aproximacién polinominal al término exponencial que representa el tiempo de retardo en el
dominio de Laplace. La aproximacién mds conocida (comentada en el Capitulo 4) es la de Padé:

tr
- 1737

G(s) = e ~
) 1+s%

En esta ficha s6lo se tratard el caso K > 0y no se considerard la existencia de tiempos de retardo.
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 6.1. lugar_raices
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Lugar geométrico de las raices

La herramienta se divide en tres zonas, aunque en este caso la fundamental es la correspon-
diente a la Representacién polo-cero, que es muy rica en contenidos visuales.

El drea de Parametros en este caso se reserva tinicamente para modificar la ganancia K (cuyos valores
se han limitado para que sea siempre positiva) a través de un cuadro de texto y una barra de despla-
zamiento. Se incluye una representacién simbélica de la funcién de transferencia resultante. También
se puede modificar aqui la ganancia « del sistema (nétese que la funcién de transferencia se repre-
senta en formato de polos y ceros), aunque el andlisis se realizard basdndose en las modificaciones
de la ganancia proporcional del controlador K, como pardmetro que permita analizar la localizacién
de los polos en lazo cerrado.

La Representacion polo-cero incluye el editor de polos y ceros y la posibilidad de activar o desactivar
la representacion de las asintotas y las bifurcaciones (puntos de entrada y salida del eje real) del lugar
de las raices. La etiqueta en este caso, ademds de los polos, ceros, integradores y derivadores (con sus
simbolos asociados), incluye el simbolo del centroide ({>) y los puntos de bifurcacién (O). Los polos
del sistema en lazo cerrado (soluciones de la ecuacién caracteristica) se representan sobre el lugar de
las raices (representado en color azul) usando como simbolo un tridngulo (A).
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Aplicacion...

Usando el editor de polos y ceros se puede configurar cualquier sistema (de fase minima, no
minima, ...). Cuando se coloca el ratén sobre los polos y los ceros del lazo abierto, en la esquina
inferior izquierda de la herramienta se visualiza su ubicacién. Si se trata de polos o ceros complejos
conjugados, a esa informacién bésica se afiade la de los dngulos de partida o llegada del lugar. En el
caso de los polos del lazo cerrado, ademads de su localizacién se muestra el valor de la ganancia que
lo produce. También se indica en la esquina inferior izquierda de la herramienta la posicién de los
centroides y puntos de bifurcacién al colocar el ratén sobre los mismos. En el caso de los centroides,
se aflade también la de los dngulos de las asintotas asociadas a los mismos.

La parte superior derecha de la herramienta representa en azul (color utilizado para representar la
respuesta del sistema en lazo cerrado) la Respuesta temporal del sistema para la configuracién de polos
y ceros mostrada en la Representacién polo-cero. La referencia se representa en trazo verde disconti-
nuo. La gréfica inferior muestra la Sefial de entrada al sistema (la generada a partir del error entre la
referencia y la salida del sistema en lazo cerrado). En ambas gréficas, si se sitiia el ratén sobre las
curvas temporales aparece el valor asociado al tiempo (t) y a la sefial correspondiente (y,u). Los tridn-
gulos situados junto a los ejes de las gréficas habilitan la ampliacién o reduccién de escalas. Para el
eje de abscisas hay que pulsar con el ratén a derecha o izquierda del simbolo. En el caso del eje de
ordenadas, hay que pulsar arriba y abajo de los tridngulos para el aumento o reduccién de la escala.

El ment Opciones incluye por omisién cinco ejemplos con configuraciones iniciales tipicas:

= Ejemplo 1: Representa un sistema de tercer orden con dos polos reales y un integrador. Es un
caso muy tipico para analizar los valores de la ganancia de lazo a partir de la cual las raices del
lazo cerrado cortan al eje imaginario y el sistema se hace inestable (estabilidad condicionada al
valor de la ganancia). También es muy dtil para analizar el concepto de polos dominantes, pues
al aumentar la ganancia uno de los polos del sistema en lazo cerrado se aleja del eje imaginario
y tiene cada vez menos influencia en la respuesta dindmica.

= Ejemplo 2: Tiene una estructura similar al anterior pero se incluye un cero en el numerador,
de modo que una de las raices del lazo cerrado alcanzard la localizacién de dicho cero para
ganancias de lazo muy elevada. La inclusién del cero provoca también que dos de las asintotas
se encuentren en este caso en el semiplano derecho.

= Ejemplo 3: Representa un sistema de orden elevado con un integrador, un polo real, dos polos
complejos conjugados y dos ceros reales. Para ganancias positivas se puede analizar que el
sistema va a ser siempre estable y existirdn dos polos complejos conjugados dominantes.

= Ejemplo 4: Muestra el caso de un sistema con dos ceros complejos conjugados en el semiplano
izquierdo y dos polos complejos conjugados en el derecho (sistema inestable en lazo abierto).
Es un ejemplo interesante para analizar cémo un sistema inestable en lazo abierto se puede
estabilizar mediante un aumento de la ganancia del lazo (con ganancias positivas). También es
atil para analizar el concepto de estabilidad condicional.

= Ejemplo 5: Representa un sistema de orden elevado dos polos reales, dos polos complejos con-
jugados y dos ceros complejos conjugados. Si el polo real menos dominante se aleja del eje
imaginario, cambia la configuracién de lugares separados del lugar de las raices.

Ademads, en el mend Opciones se incluye la posibilidad de introducir funciones de transferencia
genéricas en formatos polinomiales y polo-cero: Introducir Planta (NUM,DEN) e Introducir Planta ZPK.
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Ejercicios

1.

Seleccione el Ejemplo 1 (Ps(s)) del ment Opciones. Indique si existe algtn valor de la ganancia que
haga inestable al sistema en lazo cerrado (considere sélo el caso de ganancia positiva) y, en su caso,
proporcione el valor de dicha ganancia. ;Dénde estd el centroide de las asintotas y qué angulos
forman dichas asintotas con el eje real positivo? Afiada un cero real a la izquierda de los dos polos
reales e indique si cambia la posicién del punto de bifurcacién. ;Cudles son en este caso los dngulos
de las asintotas? ;En qué intervalo de valores de la ganancia K no hay polos complejos conjugados
en el lazo cerrado?.

Seleccione el Ejemplo 2 del menti Opciones, que representa el producto de las funciones P (s)Ps(s)
de la Tabla 1.2. Indique el valor de la ganancia de lazo que hace que el sistema se inestabilice. De-
termine el valor de dicha ganancia que provoca una sobreoscilacién del 50 % en la respuesta del
lazo cerrado. ;Cuadl es el tiempo de pico? ;De qué orden es el sistema en lazo cerrado? ;Es apro-
piado usar la sobreoscilacién y el tiempo de pico como caracteristicas temporales de la respuesta
del sistema en lazo cerrado? Calcule la localizacién del centroide, de los dngulos de las asintotas y
de los puntos de bifurcacién.

Seleccione el Ejemplo 3 del ment Opciones (Py;(s)Ps(s)) Responda en este caso a las mismas pre-
guntas formuladas en el ejercicio anterior.

Seleccione el Ejemplo 4 del menti Opciones. Analice si existe alguna posible ubicacién de los ceros
(en el eje real) que proporcione una respuesta sobreamortiguada en el sistema en lazo cerrado.
Justifique la respuesta. Indique también una posible localizacién del cero mds cercano al eje ima-
ginario que hace que la asintota sea el propio eje imaginario.

Seleccione el Ejemplo 5 del menti Opciones. Indique si existe algtin valor de la ganancia de lazo que
haga que el sistema en lazo cerrado sea inestable. ;Se puede obtener para algun valor de la ganan-
cia una respuesta sobreamortiguada? ;Existe en este caso algin centroide o alguna bifurcaciéon?
Desplace los dos ceros complejos conjugados de forma que el polinomio del numerador de la fun-
cién de transferencia sea aproximadamente s> + 0.8s + 8. Calcule el intervalo de valores de K que
hacen que el sistema en lazo cerrado sea estable. Vuelva a la configuracién original. Sitte el polo
que inicialmente estd en s = —2.05 en s = —4. ;Cudntos lugares separados tiene el lugar de las
raices? ;Dénde se sittia el centroide y el punto de bifurcacién?

Seleccione el Ejemplo 5 del ment Opciones. Usando la configuracién de polos y ceros inicial, realice
un anadlisis de la estabilidad relativa del sistema en funcién de la localizacién de la parte real de las
raices de los polos y de su amortiguamiento. Sefiale los valores de la ganancia que desde su punto
de vista producen que el sistema en lazo cerrado tenga una menor estabilidad relativa.

Seleccione un sistema con un polo en s = —1 y un cero en s = 1. ;Existe algtin valor de la ganancia
que estabilice al sistema en lazo cerrado? ;Qué tipo de respuesta temporal observa?

El despegue de un avién es inherentemente inestable y puede ser modelado por una funcién de
transferencia G(s). Para controlar el vehiculo se utiliza un sistema de control con propulsores
ajustable cuya funcién de transferencia viene dada por C(s) (referencia [9], pdginas 347-348):

G(s) = _ C(s) = 71(1(1—:5))

Cos(s—1)
La funcién de transferencia de lazo viene por tanto dada por L(s) = C(s)G(s). Determine el in-

tervalo de ganancia K para el cual el sistema es marginalmente estable y las raices de la ecuaciéon
caracteristica para el valor limite de K.
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El sistema de control de un probador de suspensiones de un automévil tiene una realimentaciéon
negativa unitaria sobre un proceso con funcién de transferencia (referencia [9], pagina 409):

K(s® +4s +8)

L(s) = KG(s) = (51 4)

Se desea que las raices dominantes tengan una { = 0.5. Calcule el valor de K y la posicién de las
raices dominantes.

Seleccione un sistema que tenga un integrador, un polo en s = —1, un polo en s = —2 y un cero
real (su posicién inicial serd s = —4). Analice las distintas formas del lugar de las raices parax = 1
y K = 1 en funcién de la posicién del cero. Justifique si existe alguna ubicacién del cero para la
que se obtengan tres polos reales en lazo cerrado (respuesta sobreamortiguada).

Haciendo uso de la herramienta interactiva, analice el lugar de las raices de los siguientes sistemas
genéricos [36] cuya funcién de lazo L(s) = KG(s) tenga la siguiente estructura (puede escoger el
valor que desee de los pardmetros) cuando se varia la ganancia K:

Lﬂﬂ:iwil h@)(ﬁs+liﬁs+n L“”::g

Fale) = ﬁ Ls(s) = S(Tls+11)<(rzs+1) Lo(s) = s(rlsKﬁs)?Tzls)jL )
Lm@yzg LH@)ZE@%iQ Lu@y:Kw”+i¥@5+U
Liale) = ssz(fiﬁéi Iy R G 1)(rst+ (s + 1)

Lys(s) = K(B1s +1)(Bas +1)

s(is+1)(ms+1)(m3s + 1) (ras + 1)

Estudie la estabilidad de los sistemas de la figura cuando K varia entre 0 e co (referencia [4], pdginas
245-250 y 271-278):

G- YO () N EE N
JTT_' K ene+o [T - At 654 64)
2 ]

s+1 s+3

Obtenga el lugar de las raices para K > 0 y analice la estabilidad de los sistemas (referencias [2],
pdgina 275 y [4], paginas 279-289):

K(s +6)2 (s+3)(s+2)

2K(s +4)
(2 +25+2)(s+2)(s+3)
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6.2 El criterio de Nyquist

Herramienta interactiva: 6.2. criterio_Nyquist

Conceptos analizados en la ficha
» Analisis de estabilidad en el dominio de la frecuencia.

= Criterio de estabilidad de Nyquist.

Teoria  El criterio de estabilidad de Nyquist determina la estabilidad de un sistema en lazo cerrado a
partir de la respuesta en frecuencia del sistema en lazo abierto y de los polos y ceros en lazo abierto.
Utiliza el diagrama de Nyquist como plano de representacién (donde se muestra en el eje de ordenadas
la parte imaginaria de la funcién de transferencia del sistema en lazo abierto (Im(G(jw))) y en el eje de
abscisas la parte real (Re(G(jw)). Si se analiza la ecuacidén caracteristica con realimentacién unitaria:

J(s) =1+ C(s)G(s) =1+ L(s) =0, 6.7)

para que el sistema sea estable, todas las raices de la ecuacion caracteristica deben estar en el semiplano
izquierdo del plano s. El criterio de estabilidad de Nyquist permite determinar graficamente la estabi-
lidad de un sistema en lazo cerrado a partir de la curva de respuesta en frecuencia del lazo abierto, sin
que sea necesario determinar los polos en lazo cerrado. El criterio se basa en el teorema de la transfor-
macién de contornos en el plano complejo (teorema de Cauchy de la teoria de la variable compleja). En
concreto, como para garantizar la estabilidad se debe estar seguro de que todos los ceros (raices) de J(s)
estén en la parte izquierda del plano s, se realiza una transformacién de la parte derecha del plano s en
el plano J(s) (un contorno cerrado en el plano s da como resultado un contorno cerrado en el plano J(s)).

Teorema de Cauchy (principio del argumento): S5i un contorno I's en el plano s rodea Z ceros y P
polos de J(s) (considerada una multiplicidad de polos y ceros) y no pasa a través de ningtn polo o
cero de J(s) cuando el recorrido es en la direccién del movimiento del reloj a lo largo del contorno, el
contorno correspondiente I'; en el plano ] (s) rodea el origen de dicho plano N = Z — P veces en la misma
direccion. Obsérvese que un nimero positivo N indica que hay mds ceros que polos en la funcién J(s) y
un nimero N negativo indica que hay mds polos que ceros. El niimero P se determina fécilmente para
J(s) a partir de la funcién L(s) (es el niumero de polos inestables de L(s)). Por tanto, si N se determina
a partir de la grafica de J(s), serd fécil determinar el nimero de ceros de J(s) (polos de la funcién de
transferencia en lazo cerrado) en el contorno cerrado en el plano s.

El teorema de Cauchy puede comprenderse mejor considerando J(s) en términos del dngulo debido
a cada polo y cero cuando el contorno I's se recorre en la direccién del movimiento del reloj.

La aplicacién del criterio de Nyquist consiste en que, para que un sistema sea estable, todos los ceros
de J(s) (polos del lazo cerrado) deben estar en la parte izquierda del plano s. Por eso, las raices de
un sistema estable (los ceros de J(s)) deben estar a la izquierda del eje jw en el plano s. Se escoge un
contorno I's en el plano s que encierre toda la parte derecha del plano s y, usando el teorema de Cauchy,
se determina si alguno de los ceros de J(s) estd situado dentro de T’;. El contorno T's estd formado por
el eje jw completo desde w = —oo a co y una trayectoria semicircular de radio infinito en el semiplano
derecho del plano s.

La aplicacion del teorema de Cauchy conlleva dibujar I'; en el plano J(s) y determinar el nimero N
de rodeos del origen. Entonces el ndamero de ceros de J(s) dentro del contorno I's (y por tanto ceros en
el semiplano derecho de J(s)) es Z = N + P. Por esto, si P = 0, como es el caso habitual (si es distinto de
cero implica polos del lazo abierto inestables), se deduce que el niimero de raices inestables del sistema
es igual a N, ndmero de rodeos del origen del plano J(s).
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Como L(s) se obtiene generalmente de forma factorizada, se define J(s) = J(s) — 1 = L(s). En este
caso, el niimero de rodeos del origen del plano J(s) en el sentido del movimiento del reloj serd igual al
ntmero de rodeos en el mismo sentido del punto critico (—1,0;) en el plano J(s) = L(s). Por tanto, se
establece el criterio de estabilidad de Nyquist como [9]: “Un sistema realimentado es estable si, y solamente
si, el contorno I'; en el plano L(s) no rodea al punto (—1,0j) cuando el ntimero de polos de L(s) en la
parte derecha del plano s es cero (P = 0)”.

Cuando el nimero de polos de L(s) en la parte derecha del plano s es diferente de cero, el criterio
de Nyquist es: “Un sistema de control realimentado es estable si, y solamente si, para el contorno I';, el
numero de rodeos del punto (—1, 0) en el sentido contrario al movimiento del reloj es igual al ntimero
de polos de L(s) con partes reales positivas”.

La base de los dos conceptos anteriores es el hecho de que, para la transformacién de J(s) = L(s),
el ntiimero de raices (o ceros) de 1 + L(s) en la parte derecha del plano s se representa por Z = N + P.
Evidentemente, si el ntimero de polos de L(s) en la parte derecha del plano s es cero (P = 0), para un
sistema estable se necesita que N = 0 y el contorno I'; no debe rodear el punto (—1,0j). Ademds, si P es
diferente de cero, y para un sistema estable se necesita que Z = 0, entonces se debe tener N = —P, o P
rodeos en el sentido contrario al movimiento del reloj.

Si el sistema en lazo abierto tiene integradores o polos sobre el eje imaginario,
el contorno I's se traza de forma que se evita el paso por estas singularidades in-
troduciendo un pequefio semicirculo de radio € — 0 que rodea a la singularidad
en sentido contrario al de las agujas del reloj (el semicirculo se incluye en el semi-
plano derecho). En ese contorno s = eel?, donde ¢ varfa desde —90° en w = 0~
hasta +90° en w = 0". Los puntos correspondientes a s = j0T y s = jO~ en el
lugar geométrico de L(s) en el plano L(jw) son —joo y joo respectivamente. Cuando
L(s) = K/s, se convierte en

. K K .
L(ee]¢) — eew = ze j®

donde K/e — oo cuando € — 0y —¢ varia de 90° a —90° cuando el punto representativo s se mueve a
lo largo del semicirculo [31]. Por tanto, los puntos L(j0~) = joo y L(j0T) = —joo se unen mediante un
semicirculo de radio infinito en el semiplano derecho del plano L(jw). Cuando L(s) tiene un factor 1/s~,
donde X = 2,3, ..., la gréfica de L(s) tiene N semicirculos en el sentido de las agujas del reloj de radio
infinito respecto al origen [31].

El criterio de estabilidad de Nyquist se generaliza de la siguiente manera [31]: “Si la funcién de transfe-
rencia de lazo L(s) tiene P polos en el semiplano derecho del plano s, para que el sistema en lazo cerrado
sea estable, el lugar geométrico de L(jw) debe rodear P veces el punto (—1,0j) en sentido contrario al de
las agujas del reloj, conforme un punto representativo de s se traza en la trayectoria de Nyquist modi-
ficada (teniendo en cuenta la posible existencia de polos y/o ceros de L(s) sobre el eje jw) en el sentido
de las agujas del reloj”.
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 6.2. criterio_nyquist
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El criterio de Nyquist

En esta herramienta interactiva, el drea superior izquierda estd dedicada al establecimiento de
la ganancia estdtica k del sistema y a la ganancia proporcional del controlador K, que serd el
pardmetro respecto al cual se realice el andlisis de estabilidad. Los valores de ambos se pueden
introducir haciendo uso de cuadros de texto y barras de desplazamiento y se han limitado en esta
herramienta a valores positivos. Debajo se incluye una representaciéon simbdlica de la funcién de
transferencia G(s) y la férmula que indica el cumplimiento del criterio Z = P + N, que se evalda de
forma automatica.

Los polos y ceros de la funcién de transferencia se pueden introducir a través de las estructuras
del menti Opciones, que incorpora las doce funciones de transferencia Pj(s)...Pjp(s) descritas en la
Tabla 1.2, con pardmetros arbitrarios, asi como la posibilidad de incluir cualquier funcién de transfe-
rencia en formatos (NUM,DEN) y ZPK.

La Representacion polo-cero estd situada en la zona inferior izquierda de la herramienta. En ella se
posicionan los polos y ceros de los sistemas seleccionados a través del ment Opciones. También
se puede configurar la estructura de la funcién de transferencia utilizando el repositorio de polos
y ceros situado junto al titulo de la grdfica (x xo00). Se pueden arrastrar los elementos dentro de
la gréfica y situarlos en cualquier punto del plano complejo (I6gicamente los integradores y los
derivadores se colocardn en el origen del plano s).
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Aplicacion...

Los polos y ceros se podrdn desplazar con el ratén, mostrandose su posicién en la esquina inferior
izquierda de la herramienta. Se pueden eliminar elementos dindmicos de la funcién de transferencia
simplemente arrastrdndolos de nuevo hacia el repositorio. También se dibujan en el plano s los po-
los de la funcién de transferencia de lazo cerrado (A). Esta figura incorpora una leyenda donde se
indican los simbolos que se utilizan para representar los elementos dindmicos del sistema.

Como novedad respecto a otras fichas, en la Representacion polo-cero se dibuja el contorno que
engloba al semiplano derecho del plano s (semicirculo de radio infinito), que ademds contempla
la posibilidad de existencia de polos y/o ceros en el eje jw (y en el origen del plano s). Sobre el
contorno se superpone un circulo negro (o) que se puede desplazar sobre el mismo haciendo uso del
ratén y que tiene su correspondiente en el plano L(jw), de forma que se visualiza directamente la
transformacién de un punto en el plano s a su correspondiente en el plano L(jw).

El drea superior derecha de la herramienta estd ocupada por el Diagrama de Nyquist de L(jw), en el que
se representa la transformacion I';, del contorno dibujado en el plano s. Sobre dicha transformacién se
sitda el circulo de color negro que tiene su correspondencia con el definido para el plano s. El punto
critico (—1, 0f) se resalta con un cuadrado de color negro.

Bajo la gréfica de Nyquist de L(jw) se ha incluido la Respuesta temporal del sistema en lazo cerrado.
Posicionando el puntero del ratén sobre cualquier punto de la misma se activa una etiqueta que
muestra el tiempo y amplitud de la salida correspondientes al punto sefialado. La referencia se
puede cambiar desplazando verticalmente la linea de trazo discontinuo y color verde.

Ejercicios
1. Cuando en un sistema el lugar geométrico de L(jw) pasa por el punto (—1, 0j), ;dénde se localizan
los polos del sistema en lazo cerrado? Justifique la respuesta.

2. Seleccione del ment Opciones en la esquina superior izquierda de la herramienta las funciones de
transferencia P (s)...P12(s) y analice mediante el criterio de Nyquist la estabilidad del lazo cerrado
en funcién de la ganancia K, considerando que L(s) = KG(s).

3. Estudiar por Nyquist la estabilidad de (referencia [4], pdginas 251-254):

L (s+4)
L(s) = s(s —2)

4. Si L(s) = G(s), analice usando la herramienta la estabilidad en lazo cerrado con realimentacién
unitaria de las siguientes funciones de transferencia:

1 1 1
e S VA R RS R TR Ve [y
 (s+1) o (s—1) _ (s+1)?
B T M e [ B L P 1

5. Realice el mismo estudio con las siguientes funciones de transferencia (L(s) = KG(s)), calculando
el intervalo de valores de K para los que el sistema en lazo cerrado es estable:
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Ly(s) = - fl La(s) = S(Sliz) La(s) = I:((Ssjf)) La(s) = I:((:J:ll))
R T O e B PO R 18(5) = g
e e = B
o) =S5 L) = K(ssigl)z b = o : 2)(-3)

Considere un sistema realimentado con una funcién de transferencia de lazo dada por:

que es un ejemplo ligeramente modificado del presentado en la referencia [2], pdgina 275. Calcule
los valores de la ganancia K que hacen que el sistema en lazo cerrado sea estable. ;Es un sistema
condicionalmente estable? ;Cudntas veces intersecta la curva el eje real negativo?

La dindmica linealizada de un péndulo invertido se puede representar por la funcién de trans-
ferencia G(s) = 1/(s* — 1), donde la entrada es la aceleracién en la base y la salida es el dangulo
que forma el péndulo con la vertical (ejemplo obtenido de la referencia [2], pdgina 276). Se quiere
estabilizar el péndulo con un controlador con funcién de transferencia C(s) = K(s + 2) que, co-
mo se verd en el Capitulo 7, corresponde con un control proporcional-derivativo. La funcién de
transferencia de lazo con realimentacién unitaria es:

Aplique el criterio de estabilidad de Nyquist para determinar el intervalo de la ganancia propor-
cional del controlador que garantiza un sistema estable en lazo cerrado.

Estudie la estabilidad del sistema de la figura cuando K varia entre 0 e co aplicando el criterio de
Nyquist (referencia [4], pdginas 245-250). Compare los resultados con los obtenidos aplicando el
método del lugar de las raices en la Seccién 6.1 para el mismo sistema.

(s=1)

+ - 7 .
KT e G+2) [T

s+1
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6.3 Diagramas de Bode: Margen de fase y margen de ganancia

Herramienta interactiva: 6.3. margenes

Conceptos analizados en la ficha
= Madrgenes de estabilidad relativa.
= Margen de fase.
= Margen de ganancia.
= Frecuencia de cruce de ganancia.

= Frecuencia de cruce de fase.

Teoria Debido a las incertidumbres de modelado®, en ocasiones no es suficiente que un sistema sea es-
table, sino que es necesario que también tenga buenos midrgenes de estabilidad (entendidos como una me-
dida relativa de la variacion en la ganancia del sistema o en la fase que puede provocar que el sistema
se haga inestable). Los sistemas estables con mdrgenes de estabilidad bajos s6lo funcionan en teoria.
Cuando se implantan en la realidad, son frecuentemente inestables. El modo en que la incertidumbre
de modelado ha sido cuantificada en la teoria cldsica de control es asumir que debido a errores de mo-
delado puede haber cambios en la ganancia del sistema o en su fase (respecto a los considerados en
el modelo). Tipicamente, los sistemas se inestabilizan cuando sus ganancias exceden ciertos limites o
hay mucho retraso de fase (esto es, fase negativa asociada a polos no modelados y tiempos de retardo).
Estas tolerancias en la incertidumbre sobre la ganancia y la fase se denominan margen de fase y margen de
ganancia. En esta seccién se va a considerar que la funcién de transferencia del sistema se determina en
forma normalizada de constantes de tiempo:

o () (3w )
- (]"")N,ﬁ Tiw+1) ﬁ((%y (i§1>]w+1>

nj

e—t,jw

G(jw)

Esta funcién de transferencia incluye g ceros reales, 2r ceros complejos conjugados (r pares de ceros
complejos conjugados), X polos en el origen, p polos en el eje real, 2/ polos complejos conjugados (h
pares de polos complejos conjugados) y un tiempo de retardo t,. También se asume que el sistema
estd realimentado unitariamente y que la funcién de transferencia del lazo L(s) = C(s)G(s) = KG(s),
es decir, para explicar los conceptos se supondrd que el sistema representado por G(s) tiene en serie un
controlador proporcional K, de modo que la ganancia estdtica de L(s) es Kk, siendo k la ganancia estatica
del sistema.

El criterio de estabilidad de Nyquist se define en términos del punto critico (—1,0j) en la gréfica
polar (que es el punto de 0 dB y —180° en los diagramas de Bode y Nichols). La proximidad del lugar
geométrico de L(jw) a este punto es una medida de la estabilidad relativa de un sistema.

Formalmente, se define el margen de ganancia de un sistema como el valor minimo que se puede
incrementar la ganancia del lazo abierto antes de que el sistema en lazo cerrado se haga inestable (en
el diagrama de Nyquist, el margen de ganancia corresponde con el menor incremento en la ganancia
que provoca que L(jw) cruce el punto (—1,0j)). Para sistemas cuya fase decrezca monétonamente con

®Diferencia que siempre existe entre la dindmica del proceso a controlar y la del modelo que lo describe.



6.3 Diagramas de Bode: Margen de fase y margen de ganancia - 145

la frecuencia empezando en 0°, el margen de ganancia se puede calcular en base a la minima frecuencia
en que la fase de L(jw) es —180° (frecuencia de cruce de fase, w.):

1
MG = ——— 6.8
L Gaoep)] (68)

También puede definirse como el aumento en la ganancia del sistema que producird un sistema marginal-
mente estable con la interseccién del punto (—1, 0) en el diagrama de Nyquist cuando la fase es —180°.

En el caso de sistemas de primer o segundo orden sin tiempo de retardo, el margen de ganancia es
infinito porque los diagramas polares de tales sistemas no cortan al eje real negativo.

Se define el margen de fase como la cantidad de retraso de fase necesaria para que se alcance el limite
de estabilidad definido por el punto (—1,0f) (es el menor cambio en la fase que provoca que L(jw) pase
por el punto (—1,05)). Se define la frecuencia de cruce de ganancia (wcg) como la minima frecuencia para
la cual la funcién de transferencia de lazo L(jw) tiene ganancia 1 (|L(jw)| = 1). Para un sistema cuya
ganancia decrece monénotamente con la frecuencia, el margen de fase viene dado por:

MF =180° + /L(jweg) = 180° + ¢ (jeweg)

Estos mérgenes tienen una interpretacion grafica sencilla en el diagrama de Nyquist de la funcién de
transferencia L(jw) [2]. El margen de ganancia viene dado por la inversa de la distancia al punto donde la
funcién de transferencia L(jw) corta al eje real negativo. El margen de fase viene dado por el menor dngulo
medido desde el punto (—1, 0j) hasta el punto donde L(jw) corta al circulo unitario (circulo centrado en
el origen que pasa por el punto (-1, 0)), tomdndose como positivo en sentido contrario a las agujas del
reloj. Esta interpretacion es correcta siempre que la ganancia o la fase sean monoétonas.

Los mérgenes de estabilidad relativa se pueden medir en los diagramas de Bode de la funcién L(s)
siempre que ésta sea estable y de fase minima (sin ceros o polos en el semiplano derecho). Los diagramas
de Bode no suelen usarse para determinar la estabilidad en lazo cerrado de sistemas de fase no minima,
al no existir una correspondencia biunifvoca entre las curvas de ganancia y fase. En estos diagramas, la
frecuencia de cruce de fase (w,¢) es aquélla donde la fase es —180°, siendo el margen de ganancia el inverso
de la ganancia a esa frecuencia. En términos de decibelios: MG [dB] = —20log (|G(jwf)|). Un margen
de ganancia positivo en decibelios indica que el sistema es estable. Para sistemas de primer o segundo
orden sin retardo, la curva de fase no corta —180°, por lo que el sistema en lazo cerrado tendrd un
margen de ganancia infinito.

La frecuencia de cruce de ganancia w¢g es la frecuencia donde la curva de ganancia corta la linea de 0
dB, siendo el margen de fase la fase correspondiente mas 180°. Esta interpretacién puede ser incorrecta
si hay multiplicidad de frecuencias donde se produzcan cortes con las lineas de 0 dB o —180° (sistemas
condicionalmente estables). Conviene que en la frecuencia de cruce de ganancia la pendiente de L (jwcg)
sea de -20 dB/década.

Un sistema estable de fase minima es estable en lazo cerrado si sus margenes de estabilidad son
positivos. Por si solos no aportan un indicador suficiente de estabilidad relativa, deben considerarse
ambos. Para obtener comportamientos en lazo cerrado adecuados, en [31] se recomienda que el margen
de fase se encuentre entre 30° y 60° y el margen de ganancia sea mayor que 6 dB [31] (entre 6 y 14 dB,
[2]). Esta recomendacién funciona habitualmente, aunque pueden existir casos de sistemas con buenos
mdrgenes de fase y ganancia donde la estabilidad relativa es pobre” (ver referencia [2], pagina 281).

La Figura 6.4 representa esquemadticamente los margenes de estabilidad relativos para un sistema es-
table y un sistema inestable [31]. Como se observa, en el diagrama de Nichols también se puede realizar

7En esos casos en [2] se recomienda utilizar otro indice de estabilidad relativa denominado margen de estabilidad, que se define
como la minima distancia al punto critico (-1, 0j) desde cualquier punto de la curva de respuesta en frecuencia. Ese indice no se
trata en este texto.



146 - Capitulo 6. Sistemas en lazo cerrado y estabilidad

A A
+ +
|G| [dB] |G| [dB]
0 0 MG<0
log(w) log(®)
-90° -90°
<6 Tl MF>0 <G T
~180 log(®) ~180 MF<0 log(®)
—270° -270°
Sistema estable Sistema inestable
Im Im
L >0
MG
MAECE (-1,0) MF <\8“,\
/ Re (-1,0j) Re
Mf >0
’ L(jow)
1
el < O\
L(jw)
Sistema estable Sistema inestable
|G| [dB] |G| [dB]
MF>0 A
0 '\ 0
— MG>0 —
MF<0
-270° —180° -90° -270° —180° -90°
ZG ] AN
Sistema estable Sistema inestable

Figura 6.4 Madrgenes de fase y de ganancia de sistemas estables e inestables

una interpretacion geométrica de los margenes de fase y ganancia, pues se definen en este caso como
distancias al punto critico (0 dB, —180°). El margen de ganancia se define como la distancia entre el pun-
to en que L(jw) corta a la linea vertical de —180° y el punto critico (se mide sobre esa misma vertical).
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Figura 6.5 Diagramas polares de sistemas con varias frecuencias de cruce de fase o de ganancia

El margen de fase es la distancia entre el corte de la curva de L(jw) con la horizontal de 0 dB y el punto
critico, medida sobre esa horizontal.

Para un sistema de fase no minima donde L(s) sea inestable, la condicién de estabilidad no se satisfa-
ce a menos que la gréfica G(jw) rodee al punto (—1, 0f). Por tanto, un sistema estable de fase no minima
tendrd margenes de fase y ganancia negativos. Es importante indicar que los sistemas condicionalmente
estables tienen dos o més frecuencias de cruce de fase y que algunos sistemas de orden superior pueden
tener dos o mds frecuencias de cruce de ganancia, tal como se muestra en la Figura 6.5. Para los sis-
temas estables que tengan dos o mds frecuencias de cruce de ganancia, el margen de fase se mide en la
frecuencia de cruce de ganancia mds alta [31].
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 6.3. margenes
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Margen de fase y margen de ganancia

En esta herramienta se analiza el concepto de margen de fase y margen de ganancia a través
de ejemplos y en las distintas representaciones en el dominio de la frecuencia: Diagrama de Bode,
Nyquist y Nichols. Aunque el tiempo de retardo tiene una influencia fundamental sobre estos
madrgenes de estabilidad relativa, en esta herramienta no se ha incorporado la opcién de incluir
tiempo de retardo en la funcién de transferencia que describe la dindmica de los sistemas estudiados,
puesto que se ha desarrollado una herramienta especifica para analizar las limitaciones del tiempo
de retardo en los sistemas en lazo cerrado, que se explica en la siguiente seccién.

La estructura dindmica de la funcién de transferencia se establece a través de la Representacion polo-
cero. Mediante el repositorio de polos y ceros situado junto al titulo de la grafica (x X 0o), se pueden
arrastrar los distintos elementos dindmicos sobre la grafica y colocarlos en cualquier punto de plano
s. Los integradores y derivadores légicamente se situardn en el origen. Para extraer elementos basta
con arrastrarlos con el ratén hacia el repositorio. Como se describird mds adelante, el ment Opciones
permite inicializar la Representacion polo-cero con distintas estructuras de funciones de transferencia.
En la grdfica se dibujan también los polos de la funcién de transferencia del lazo cerrado Polos Ic
(KG), usando para ello un tridngulo de color azul (A). Los ceros coinciden con los de la funcién
de transferencia en lazo abierto. Una leyenda ubicada en la esquina inferior derecha de la gréfica
representa los simbolos asociados a cada elemento dindmico.
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Aplicacion...

La ganancia estdtica k de G(s) se puede modificar en la seccién de Parametros, junto a la del
compensador proporcional K que se utiliza para ver la influencia de un término proporcional en la
cadena directa del lazo de realimentacién en los margenes de estabilidad relativa del sistema en lazo
cerrado. En ambos casos se han habilitado cuadros de texto y barras de desplazamiento.

Bajo esta representacion se puede visualizar una representacién simbdlica de la funcién de trans-
ferencia G(s) y los valores de:

= Margen de ganancia (MG) y frecuencia de cruce de fase asociada (w, f).

» Margen de fase (MF) y frecuencia de cruce de ganancia asociada (c,,).

El 4rea derecha de la herramienta contiene las gréficas de las representaciones de la respuesta en
frecuencia del sistema. En todas ellas, se representa en trazo continuo de color azul la respuesta en
frecuencia del sistema KG(s), identificindose los segmentos o arcos de dngulo que proporcionan el
valor del margen de fase (MG) en color verde y los que delimitan el margen de ganancia (MG) en
color magenta. Al no haber incluido el caso de sistemas con tiempo de retardo, la interactividad es-
td unicamente asociada al margen de ganancia, pues se ha establecido una relacién directa entre el
mismo y la ganancia K del controlador proporcional. Por tanto, si en cualquiera de las representa-
ciones frecuenciales se arrastra con el ratén el circulo de color magenta situado sobre la respuesta
en frecuencia, automaticamente se modificard la ganancia K del compensador y los valores de los
margenes de estabilidad.

Todas las graficas incorporan unos tridngulos de color negro que se utilizan para cambiar las escalas
en los ejes. Para cambiar el fondo de escala en el eje de abscisas hay que pulsar con el ratén a la
derecha o la izquierda del simbolo. En los tridngulos situados en el eje de ordenadas, hay que pulsar
arriba y abajo de los mismos para el aumento o reduccion de la escala.

El ment Opciones de esta herramienta incluye un listado con las doce funciones de transferencia
P;(s)..P12(s) descritas en la Tabla 1.2 del Capitulo 1, que facilitan al usuario el estudio de los
margenes de fase y ganancia de distintas estructuras de polos y ceros de la funcién de transferencia
seleccionada. También se incluye la opcién de incluir las funciones de transferencia en formatos
(NUM,DEN) 0 ZPK.

Ademads de estas funciones, el citado menti incorpora la opcién de elegir entre una Vista completa de
todas las representaciones en el dominio de la frecuencia (Diagrama de Bode, Diagrama de Nyquist y
Diagrama de Nichols), o bien sustituir el Diagrama de Nichols por la respuesta a escalén unitarioen t = 0
en la referencia del sistema en lazo cerrado (opcién Respuesta escalon):

_ KG(s)

1) = 15 %Gy

no existiendo ningtn elemento interactivo en esta grafica.




150 -

Capitulo 6.  Sistemas en lazo cerrado y estabilidad

Ejercicios

1.

Vaya seleccionando uno a uno los ejemplos Pj(s) hasta Pj5(s) incluidos en el mend Opciones de
la herramienta. Para los valores de los pardmetros que aparecen por omisién, dejando k = 1y
K =1, calcule el MF y MG que tendr4 el sistema realimentado unitariamente. Calcule el valor de
K necesario para hacer inestable el sistema.

Usando el editor de polos y ceros, configure un sistema con G(s) = k/s". Para n = 1..4, indique
los valores de su margen de fase y de ganancia. ;Dependen esos valores de K?
Sea el sistema: )
K 3s 422
L(s) = (s” +3s +22)
s(s+1)(s+2)
Calcule los intervalos de K para los que el sistema es estable. Compare los resultados con los que
alcanza con la herramienta 6.1. lugar_raices.

Considerando que L(s) = KG(s), para un valor de K = 1 calcule el valor del margen de fase
y del margen de ganancia de los siguientes sistemas. ;Qué sistema en lazo cerrado tiene mayor
sobreoscilacién? Indique el valor de K a partir del cual dichos sistemas se harian inestables:

K K K
(5+272(5+1) h“):(s+n4 ““):(y+n@+2xy+a@+4)
K(s+1) K(s—1)

Ly(s) = sG+2)(5+3) Ls(s) = S5-2)(s+2) Le(s) =

Li(s) =

K(s+1)?
s(s+2)?

Realice el mismo estudio del apartado anterior con las siguientes funciones de transferencia, cal-
culando el intervalo de valores de K para los que el sistema en lazo cerrado es estable. Compare
los resultados con los obtenidos en la ficha 6.2:

K K K(s+1)
1)

Li(s) = Ly(s) = La(s) = Ks-1)

Cs(s+1)
s) = K(s+2)

s2(s+4)
K(s +3)? K K(s+1)

Lio(s) = 5610572 Lii(s) = EFSIE Lio(s) = —5—

_ K(s+1)? _ K
hu@)=—5— b= y536-3)

K K K(s —1)

RS R e ey
K(s+1)

G-1)(5+2)

K(s+1)
3

Ls(s)

Lo(s) =

Liz(s) =

Introduzca un sistema que tenga la funcién de transferencia:

L(s) = 0.38(s +0.1s+0.55) _ 0.38(s* +0.1s + 0.55)

s(s+1)(s2+0.06s +0.5)  (s*+ 1.06s% + 0.56s2 + 0.55)
procedente de la referencia [2], pdgina 281. Calcule los mdrgenes de fase y de ganancia e indique
si considera que el sistema tiene una buena estabilidad relativa. Muestre la respuesta a escalén del
sistema en lazo cerrado. Es un ejemplo claro de sistema en el que se obtienen buenos valores de
los mdrgenes de fase y de ganancia pero una baja estabilidad relativa, debido a que la curva del
diagrama de Nyquist pasa muy cerca del punto (—1,0). ;Puede determinar esta “baja” estabilidad
relativa en el diagrama de Bode? Indique el valor de la ganancia K que produce el menor valor de
estabilidad relativa.
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6.4 Limitaciones impuestas por el tiempo de retardo en sistemas en lazo cerrado

Herramienta interactiva: 6.4. limitacion_retardo

Conceptos analizados en la ficha
= Efecto del tiempo retardo en el lazo cerrado.

= Influencia del tiempo de retardo sobre la estabilidad.

Teoria  Los tiempos de retardo tienen una gran influencia en la estabilidad de los sistemas en lazo ce-
rrado (generalmente negativa). A lo largo de este capitulo se han estudiado distintas técnicas de andlisis
de la estabilidad de sistemas realimentados, que toman como plano de representacién tanto el diagrama
de polos y ceros (método del lugar de las raices) como los diagramas frecuenciales (criterio de estabi-
lidad de Nyquist y margenes de estabilidad relativos). Aunque se podria haber tratado en el apartado
6.3, se ha visto conveniente dedicar una ficha al andlisis de estabilidad de sistemas en lazo cerrado con
retardo, tomando como gréficos principales de representacién el diagrama de Nyquist y las curvas de
respuesta temporal de la entrada al sistema (sefial de control) y la salida del mismo.

Un tiempo de retardo puro en forma de funcién de transferencia viene dado por G(s) = e "%, En
el dominio frecuencial G(jw) = e /", que tiene médulo 1y argumento /(wt,). Por tanto, los retardos
puros no afectan a la curva de magnitud, pero introducen un desfase lineal con la frecuencia que tiende
a inestabilizar el sistema. De hecho, para w = 1/t,, un término de retardo puro introduce un desfase de
—57.3°. Esta influencia, que a menudo no se tiene en cuenta en el disefio, puede provocar la inestabilidad
en un sistema de control, al provocar mérgenes de fase negativos.
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Aplicacion
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Limitaciones del retardo

En esta herramienta interactiva se utiliza una estructura fija de funcién de transferencia del

sistema a analizar de la forma G(s) = k e~ %, es decir, un sistema de segundo orden con un

s(ts+1)
integrador y tiempo de retardo. El motivo de la eleccién es que constituye un sistema donde es muy
facil analizar de forma visual la influencia del tiempo de retardo sobre el lazo cerrado.

La parte superior de la herramienta incluye una seccién donde se pueden introducir los Parametros
del sistema que, como se ha comentado, en este caso son la ganancia k, la constante de tiempo 7 y el
tiempo de retardo t, de G(s). Junto a los cuadros de texto y barras de desplazamiento que permiten
modificar sus valores (codificados en color rojo), se visualiza la representacién simbélica de la funcién
de transferencia G(s) en el mismo color.

Debajo de esta seccién se incluye otra denominada Ganancia del controlador proporcional, C(s)=K.
Esto es debido a que el andlisis de la dindmica del lazo cerrado en presencia de retardo se va a realizar
suponiendo que el sistema estd realimentado unitariamente y la funcién de lazo es L(s) = KG(s),
donde K es la ganancia proporcional de un controlador C(s). El valor de K se puede variar usando
un cuadro de texto y una barra de desplazamiento representadas en color azul.

La seccién de Caracteristicas, situada debajo de la anterior, representa los valores numéricos del
margen de fase (MF) y el margen de ganancia (MG) del sistema sin retardo (representado en magen-
ta) y los correspondientes al sistema con tiempo de retardo (en color azul).
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Aplicacion...

La zona inferior izquierda de la herramienta esté en este caso ocupada por el Diagrama de Nyquist de
L(s) = KG(s), donde se visualizan las respuestas en frecuencia del sistema sin retardo e incluyendo
retardo, con los mismos colores que en la seccién previa (la gréfica incluye una leyenda descripti-
va). El tnico elemento interactivo en esta grafica es un circulo de color negro o que al desplazarse
modifica el valor del tiempo de retardo del sistema azul respecto al original sin retardo (magenta). Al
desplazar ese punto se actualizan los valores de t, en la seccién de Parametros del sistema y cambia
su valor también en las respuestas temporales del sistema en lazo cerrado. El tridngulo negro en el
inferior de la grafica facilita el cambio de escala cuando se pulsa con el ratén a izquierda o derecha
del mismo.

La zona derecha de la herramienta estd dedicada a las grdficas de la Respuesta temporal de los dos
sistemas (con retardo y sin retardo), en la parte superior y la de la Sefial de control en la parte inferior,
incorporando también leyendas con los cédigos de colores utilizados, asi como tridngulos asociados
a los ejes de abscisas y ordenadas que permiten cambiar el fondo de escala (pulsando a derecha o
izquierda en los del eje de abscisas y encima o debajo en los del eje de ordenadas).

En la curva de Respuesta temporal se ha incluido una linea vertical discontinua de color rojo, que
al desplazarse a la derecha aumenta el valor del tiempo de retardo del sistema original, provocando
la modificacién de esta variable en las otras dreas de la herramienta ya explicadas previamente.

Sobre el eje de ordenadas hay un circulo verde, o, ligado a la linea horizontal discontinua del
mismo color, cuya funcién es cambiar la amplitud del escalén en la referencia (desplazando vertical-
mente la linea o el circulo). De izquierda a derecha, sobre el eje de tiempos hay otros dos circulos (o,
o), el primero de los cuales, al desplazarse verticalmente, determina la amplitud de la perturbacién
en forma de escal6n en la carga (a la entrada del sistema), mientras que el segundo define la varianza
de un ruido a la salida. En ambos casos, al desplazarse el circulo en la direccién vertical, hace visibles
sendos circulos ligados al eje de tiempos, que se pueden desplazar horizontalmente para cambiar el
instante en que se introduce la perturbacién o el ruido, respectivamente. Cuando se coloca el ratén
sobre estos circulos, la informacién asociada a los mismos (amplitud de la sefial e instante de cambio)
se visualizan en la esquina inferior izquierda de la herramienta.

Cuando se posiciona el ratén sobre cualquier punto de las curvas en las gréficas, se hacen visibles
unas etiquetas donde se muestra el instante y la variable (¢ o y) que representan a ese punto.

Ejercicios
1. Seleccione un valordet, =0,k =1, 7 =1y K = 1. Indique el valor del MF y MG para esta confi-
guracion de los pardmetros. Aumente paulatinamente la ganancia proporcional K y determine el
valor a partir del cual el sistema se hace inestable (puede comparar ese valor con el que obtendria

haciendo uso del método del lugar de las raices con la herramienta 6.1. lugar_raices. ;Realmente
existe ese valor?

2. Partiendo de la misma configuraciéon que el ejercicio anterior y utilizando el circulo negro (o)
que determina el corte de la gréfica de KG(jw) con el circulo centrado en el origen que pasa por el
punto (-1, 0f), calcule el valor del tiempo de retardo a partir del cual el sistema se hace inestable en
lazo cerrado. ;Cudl es el valor del margen de fase y del margen de ganancia? ;Se puede estabilizar
el sistema de variando K? Justifique la respuesta.

3. (Tiene t, influencia sobre el margen de fase? Si f, aumenta, ;mejora o empeora el margen de fase?,
(puede inestabilizarse el sistema?
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Diseno de sistemas de control

Introduccion

El control automdtico fundamenta sus bases esencialmente en el concepto de realimentacién. Este concepto
se concreta en una estructura de control en la cual el controlador se puede entender como un operador,
que en funcién de la salida deseada (referencia) de la planta y la salida real medida, proporciona la sefial
(accién) de control a aplicar sobre el sistema.

En el Capitulo 6 se han abordado los conceptos bésicos relacionados con los diagramas de bloques,
lazos de realimentacién y estabilidad del lazo cerrado, considerando que en la cadena directa tnica-
mente se encuentra el sistema y una ganancia (controlador) proporcional. En este capitulo se van a
tratar conceptos relacionados con técnicas de disefio de sistemas de control basadas tanto en el dominio
de la frecuencia como en el dominio del tiempo, usando como diagrama de bloques bésico el descrito en la
Figura 6.1 del Capitulo 6.

El control automdtico de sistemas dindmicos tiene en general como objetivo que su evolucién tem-
poral siga unas pautas prefijadas por el disefiador, cuando se introduce a su entrada una determinada
seflal. Las sefiales de entrada al sistema pueden ser muy variadas, pero en el campo de la ingenierfa de
control se suelen usar ciertas entradas tipo en forma de impulso, escalén, rampa y pardbola cuando se
realiza un andlisis en el dominio del tiempo y senoidales en el dominio de la frecuencia. Estas entradas
se utilizan ademds para realizar comparaciones entre respuestas en lazo abierto de sistemas dindmi-
cos o para analizar el cumplimiento de ciertas especificaciones de comportamiento de un determinado
esquema de control.

La técnicas basadas en el dominio del tiempo utilizan tradicionalmente especificaciones relacionadas
con un comportamiento del sistema en lazo cerrado asimilable al de un sistema de primero segundo orden:

= Relacionadas con los errores en estado estacionario, a través de las constantes de error estdtico Ky, Ky y
K, que se definen en la Seccién 7.1.

= Respuesta transitoria deseada, determinado generalmente por la posicién de los polos dominantes
en lazo cerrado. Si se desea imponer una dindmica correspondiente a un sisterma sobreamortigua-
do, las especificaciones se suelen expresar en términos de constantes de tiempo (7) o tiempos de
subida (f;). Si el sistema en lazo cerrado es subamortiguado, tradicionalmente las especificaciones
se plantean en términos de amortiguamiento (sobreoscilacion méxima admitida, relacionada con el
factor de amortiguamiento relativo ) y de tiempos caracteristicos de respuesta (tiempo de subida ts,
tiempo de pico t, y tiempo de establecimiento t,, que permiten obtener la frecuencia natural no amortigua-
da w, una vez conocido {). En ambos casos, lo que implicitamente se estd haciendo es imponer la
localizacién deseada de los polos dominantes del sistema en lazo cerrado.
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Por otra parte, en los métodos cldsicos de disefio basados en la respuesta en frecuencia, habitualmente se
especifica el comportamiento de la respuesta transitoria de una forma indirecta, pues se hace en términos
de:

= Margen de fase (MF), margen de ganancia (MG) y pico de resonancia (M,): Estos pardmetros ofrecen
una estimacion razonable del amortiguamiento del sistema.

= Frecuencia de cruce de ganancia (weg), frecuencia de resonancia (w,) y ancho de banda (AB): Dan una
estimacion de la velocidad de la respuesta transitoria.

= Constantes de error estatico (Kp, Ky y K,): Proporcionan la precisién en estado estacionario.

Aunque la correlacién entre la respuesta transitoria y la respuesta frecuencial es aproximada, las especi-
ficaciones en el dominio de del tiempo se suelen cumplir adecuadamente en los métodos cldsicos de
disefio en el dominio de la frecuencia.
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7.1 Errores en estado estacionario en sistemas de control con realimentacion
unitaria

Herramienta interactiva: 7.1. estado_estacionario

Conceptos analizados en la ficha
» Entrada en escalén, rampa y pardbola unitarias.
= Error en estado o régimen estacionario.
= Tipo de un sistema.

n Constantes de error en estado estacionario.

Teoria  En esta ficha se comienzan a tratar conceptos relacionados con el disefio de sistemas en lazo
cerrado con realimentacion unitaria. En concreto, se estudiardn errores en estado estacionario (o régimen
estacionario) producidos por la incapacidad del sistema de seguir determinadas sefiales de entrada de
prueba que se utilizan a menudo para el andlisis de sistemas en lazo cerrado, como son el escalén, la
rampa y la pardbola. Cualquier entrada suele venir dada como combinacién de las anteriores. Por error
en estado estacionario en un sistema realimentado se entiende el error que existe entre la referencia y la
salida cuando el sistema llega a un estado que no varia en el tiempo [9].

Como se verd a continuacién, que un sistema realimentado unitariamente presente un error en estado
estacionario para una entrada determinada depende del tipo de la funcién de transferencia de la cadena
directa del sistema.

Considérese un sistema genérico descrito por la funcién de transferencia:

kli[(,Bgerl)IL[(( : >2+<i§é)s+1>

(=1 (=1 e e

e (s)R ]ﬁ[(rierl)ﬁ ((s>2 + <i§l> s+ 1>

i=1 i=1 ni ni

(7.1)

Dicho sistema incluye en su denominador el término s®, que representa un polo de multiplicidad R en
el origen (X integradores). Un sistema se denomina de fipo ¢ si X = ¢ (un sistema serd de tipo 0, tipo 1 o
tipo 2 si R=0, R=1 6 N=2 respectivamente). A X se le suele denominar también niimero de tipo. Nétese que
no hay que confundir el concepto de tipo con el concepto de orden del sistema (este tltimo viene dado
por el grado del polinomio del denominador o polinomio caracteristico del sistema).

A medida que se incrementa el tipo de un sistema aumenta la precisiéon del mismo en lazo cerrado,
pero agrava el problema de la estabilidad (siempre es necesario encontrar una solucién de compromiso
entre precision y estabilidad relativa).

Si se considera el sistema en lazo cerrado con realimentacién unitaria! representado en la Figura 7.1,
la relacién entre el error e(t) (E(s)) y la referencia r(t) (R(s)) viene dada por:

1 gy o _ e SR()
E(s) = HTG(S)R(S) — Cpp = tle e(t) = limsE(s) = lim

—_— 7.2
00 s—0 s—0 1+ KG(S) ( )

donde la expresion del error en estado estacionario e,, se ha obtenido de la aplicacién del teorema del valor
final de la transformada de Laplace.
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R(s) + ~ E(s) P U(s) G(s) Y(s)

Figura 7.1 Sistema en lazo cerrado con realimentacién unitaria

En el ambito del andlisis de los errores en estado estacionario de los sistemas realimentados unitaria-
mente se denomina error de posicion (eeep) al error en estado estacionario de seguimiento de la referencia
cuando ésta tiene forma de escaldn, se usa el término error de velocidad (eee,) para expresar el error en es-
tado estacionario cuando la referencia es una rampa y error de aceleracién (eee,) cuando es una pardbola.
En los casos en que el sistema en lazo cerrado sea estable, se pueden definir las denominadas constantes
de error en estado estacionario como sigue.

La constante de error en estado estacionario en posicion (o constante de error de posicion estética) K, se
define como K, = lim,_,0 KG(s) = KG(0). Para el sistema representado en la figura, el error en estado
estacionario (eggp) para una entrada en escalén unitario viene dado por:

1 1 1
Cee, = lim (7.3)

S
s—01+KG(s)s 1+KG(0) 1+K,

Noétese que para un sistema de tipo 0 cuya funcién de transferencia se represente en forma normalizada
de constantes de tiempo, K, = Kk y por tanto e,, = 1/(1 + Kk) y para un sistema tipo 1 o superior
Ky = o0 (eeep = 0). Esto implica que la respuesta de un sistema realimentado unitariamente cuando
se introduce una referencia en forma de escalén tendrd un error en estado estacionario si no existe
un integrador en la cadena directa (en el controlador o en la planta, cuyo producto se representa aqui
mediante la funcién KG(s) porque se estd considerando tnicamente una accién proporcional de control). A
medida que aumenta la ganancia estédtica de la cadena directa, disminuye el error en estado estacionario,
pero sera dificil en algunos casos obtener una estabilidad relativa razonable y las sefiales de control
alcanzaran valores no realizables fisicamente. Si se desea que el error en estado estacionario sea nulo
cuando la entrada tiene forma de escaldn, el tipo del sistema debe ser 1 o mayor.

La constante de error en estado estacionario en velocidad (o constante de error de velocidad estdtica) K,
se define como K, = lim;_,g sSKG(s) para el sistema de la Figura 7.1. Siguiendo el mismo procedimiento
anterior, el error en estado estacionario para una entrada en rampa unitaria de pendiente uno R(s) =
1/s? vendra dado por e, = 1/K,. Se emplea el término error de velocidad para expresar el error en
estado estacionario para una entrada en rampa (se trata de un error en la posicién debido a una entrada
en rampa). Para un sistema tipo 0, K, = 0y por tanto ¢,, = oo. Para un sistema tipo 1, K, = KG(0) y
eee, = 1/Kk. Si el tipo es superior a 2, K, = 00 y e, = 0.

La constante de error en estado estacionario en aceleracion (o constante de error de aceleracion estética)
K, se define como K, = lim,_.9s*KG(s). Se puede seguir el mismo desarrollo que en los dos casos
anteriores, alcanzandose como resumen los resultados que se muestran en la Tabla 7.1. Como se puede
observar, los sistemas tipo 2 no tienen error en estado estacionario cuando la entrada es un escalén o
una rampa, presentando un error constante cuando la entrada es una pardbola. Los sistemas tipo 0 y 1
son incapaces de seguir una entrada en pardbola en estado estacionario.

No se trata en esta ficha el caso de realimentacién no unitaria, que se puede estudiar por ejemplo en la referencia [9], seccién
5.8, paginas 265-267.



7.1  Errores en estado estacionario en sistemas de control con realimentacion unitaria - 159

Entrada escalén unitario Entrada rampa unitaria Entrada pardbola unitaria
1 1 1 1
1) =1;R(s) = - t)=HR(s) = = t) ==t R(s) = =
() = LRG) = M =bRE) =5 1= 5PRE) = 5
Sist tipo 0 ! 00 0
istema tipo 1T Kk
Sist tipo 1 0 ! 00
istema tipo —
P Kk
Sist tipo 2 0 0 !
istema tipo —
p Kk

Tabla 7.1 Errores en régimen permanente a entradas tipicas

Bibliografia

[9] Dorf, R. C. y R. H. Bishop. Sistemas de control moderno. Décima Edicién. Pearson Prentice Hall. ISBN:
84-205-4401-9. Capitulo 5, seccién 8, paginas 265-267, 2005.

[13] Franklin, G. F, J. D. Powell y A. Emani-Naeni. Feedback control of dynamic systems. Sexta Edicion.
Pearson. ISBN: 978-0-13-500150-9. Capitulo 4, seccién 2, paginas 196-200, 2010.

[15] Golnaraghi, F. y B. C. Kuo. Automatic control systems. Novena edicién. Marcel Dekker Inc., ISBN: 978-
0470-04896-2. Capitulo 5, seccién 4, paginas 258-272, 242, 2010.

[31] Ogata, K. Ingenieria de control moderna. Quinta edicién. Pearson Prentice Hall, ISBN: 978-84-8322-660-5.
Capitulo 5, seccién 8, pdginas 225-230, 2010.

[35] Shahian, B. y M. Hassul. Control system design using Matlab. Primera edicién. Prentice Hall, ISBN:
0-13-174061-X. Capitulo 1, seccién 6, apartado 3, paginas 24-26, 1993.



160 - Capitulo 7. Disefio de sistemas de control

Aplicacion
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Errores estado estacionario

El objetivo principal de esta ficha es analizar los errores en estado estacionario de sistemas de
control realimentados unitariamente cuando se introducen distintas entradas de prueba en la
referencia. La aplicacién estd dividida en tres dreas principales:

El 4rea superior izquierda, como es habitual, estd reservada para informacién textual, relacionada
en este caso con los pardmetros del sistema en lazo abierto y las constantes de error. De arriba hacia
abajo, la primera informacién que se presenta es la ganancia estética de la funcién de transferencia
en lazo abierto G(s), modificable tanto a través de un cuadro de texto como de una barra de
desplazamiento. Bajo estos valores se sittia la representacién simbdlica de la funcién de transferencia
en color rojo. También estd accesible un cuadro de texto y una barra de desplazamiento para facilitar
la modificacién del valor de la constante K del controlador proporcional representado en la Figura
7.1, existiendo por tanto dos vias (k y K) para aumentar o reducir los valores de error en régimen
permanente cuando éstos sean distintos de cero e infinito.

El resto de este drea se ocupa con las férmulas y los resultados de evaluacion de las mismas de las
constantes K, Ky y K;, indicdndose en todo momento el tipo del sistema, la entrada correspondiente
y los errores de posicién (€ee,,), velocidad (e,) y aceleracion (e, ).
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Aplicacion

La zona inferior izquierda la ocupa la Representacion polo-cero, donde se posicionan los polos (x),
ceros (o), integradores (X ) y derivadores (o) del sistema en lazo abierto cuyo comportamiento en lazo
cerrado con realimentacién unitaria en estado estacionario se estd analizando. En dicho diagrama se
pueden arrastrar todos los elementos dindmicos relatados, teniendo especial importancia en esta
ficha los integradores, que definen el tipo del sistema. Cuando se coloca el ratén sobre cualquier
elemento dindmico, su posicién se indica en la esquina inferior izquierda de la herramienta.

La parte derecha de la herramienta estd dedicada al andlisis gréfico de las respuestas en lazo cerrado
a escalén, rampa y pardbola unitarias (que se representan mediante lineas punteadas de color verde).
Cuando se posiciona el ratén sobre las curvas de entrada y salida, se hace visible una etiqueta que
proporciona los valores del tiempo y la variable (r(t), y()) asociada a ese punto.

Todas las graficas cuentan con tridngulos de color negro que facilitan el cambio de escala pulsando a
derecha o izquierda en los situados en el eje de ordenadas y por encima o por debajo de ellos en los
del eje de ordenadas.

El ment Opciones incorpora en este caso las doce funciones de transferencia que se usan como base
de ejemplos en distintas aplicaciones (ver Tabla 1.2). Esas funciones de transferencia simplemente
proporcionan distintas estructuras de sistemas, que se pueden variar mediante desplazamiento,
adicién o sustraccién de elementos dindmicos sobre la grdfica de Representacion polo-cero. También
se incluye la opcién de incluir las funciones de transferencia en formatos (NUM,DEN) o ZPK.

Ejercicios
1. Seleccione la funcién de transferencia P, (s) del ment Opciones. Considere que K = 1. Indique los
valores que se obtienen de K, Ky y K;, asi como de Cee,s Cee, Y Cec,- Repita el andlisis para K=5y
K=10, anotando los resultados. Comente los resultados. Para un valor de K=5y k = 1, repita el
andlisis para T = 5y 7=0.1 s. Comente los resultados. ;Para qué valor de K se obtiene un error
de posiciéon practicamente nulo? ;Se podria por tanto utilizar siempre un valor alto de K para
eliminar los errores en estado estacionario? Analice los posibles inconvenientes de esa eleccién.

2. Repita el andlisis realizado en el ejercicio anterior seleccionando consecutivamente todas las fun-
ciones de transferencia de tipo cero del ment Opciones. Modifique los valores de la ganancia K y
de los elementos dindmicos (constantes de tiempo ceros, factores de amortiguamiento, ...).

3. Utilizando la funcién de transferencia Pjq(s) del mend Opciones, indique los valores que se ob-
tienen de K, Ky, y K,, asf como de Cee,r Ceey Y Coey- Repita el andlisis para K=5 y K=10, anotando y
comentando los resultados, e indicando los valores de sobreoscilacién, tiempo de subida y tiem-
po de pico que se obtienen en cada caso en la respuesta a escalén. ;Qué ocurre cuando K = 5 si
aleja el polo real del eje imaginario? Justifique los resultados. Cuando el polo real estd situado en
s = —2, calcule el intervalo de valores de K para los que el sistema es estable y aquéllos en los que
es inestable. ;Se trata de un sistema condicionalmente estable? En los casos en que muestra com-
portamiento inestable, ;como justifica que el error en régimen permanente a entrada en escaléon
unitario siga siendo finito?

4. Seleccione la funcién de transferencia P;(s) del mend Opciones (por omisién es un integrador).
Indique los valores que se obtienen de K, Ky y K, asi como de Cee,s Cee, Y Ceey- (Qué influencia
tiene un aumento en la ganancia K?
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Seleccione la funcién de transferencia Pjg(s) del mend Opciones. Para valores de K = 0.1, K=1y
K = 10 indique los valores que se obtienen de K, Ky y K,, asi como de €eeys Cee, Y Ceey- Comente
cémo se ve afectada la respuesta transitoria en lazo cerrado en cada caso. ;Para qué valor de K se
obtiene un error de velocidad practicamente nulo? ;Se podria por tanto utilizar siempre un valor
alto de k para eliminar los errores en estado estacionario? Comente los posibles inconvenientes de
esa eleccion.

Seleccione la funcién de transferencia P5(s) del ment Opciones. Afiada un integrador haciendo uso
del editor de polos y ceros. Para un valor de p = 1 s y K = 5 indique los valores que se obtienen
de Ky, Ky y K;, asf como de Cee,s Cee, Y Cee,- Repita el andlisis para K = 1y K = 10, anotando los
resultados. Calcule de forma aproximada los valores de sobreoscilacién, tiempo de pico y error en
estado estacionario que se obtienen en la grafica de respuesta a escalén. Comente los resultados y
la influencia de K sobre los mismos. Para un valor de K = 5, repita el andlisis para § =5y = 0.1.
Comente los resultados. Calcule de forma aproximada los valores de sobreoscilacién, tiempo de
pico y error en estado estacionario que se obtienen en la grafica de respuesta a escalén. Comente
los resultados y la influencia de f sobre los mismos e intente dar una interpretacion.
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7.2 Redes de avance y retraso de fase

Herramienta interactiva: 7.2. concepto_avance_retraso

Conceptos analizados en la ficha
= Redes de avance y retraso de fase.

= Desfases mdximo y minimo que proporcionan las redes de avance y retraso de fase.

Teoria En esta ficha se van a estudiar las caracteristicas de controladores simples y comunes formados
por un cero y un polo en el semiplano izquierdo del plano s y denominados redes de avance o retraso
de fase. Sélo se analizard su comportamiento en lazo abierto, que de forma indirecta fue tratado en las
fichas de respuesta temporal y frecuencial de un sistema de primer orden con un cero (secciones 3.3
y 4.4 respectivamente). El efecto que producen cuando se incluyen en la cadena directa de un lazo de
realimentacién se estudiard en secciones posteriores de este capitulo, en el dmbito de los métodos de
disefio de sistemas de control en el dominio frecuencial, si bien es fundamental que previamente se
asimilen los conceptos introducidos en esta ficha.

La funcién de transferencia que describe a esta clase de controladores es, en sus distintas representa-
ciones, la que se muestra en la Tabla 7.2.

Si el cero se encuentra situado mds cerca el eje imaginario que el polo (p. < z, < 0,0 < T < p), el
controlador se denomina red de avance de fase. Si el polo se encuentra situado antes del cero (z. < p. < 0,
0 < B < 1) se denomina red de retraso de fase. En redes de avance de fase a se denomina factor de
atenuacion (pues su valor estd en el intervalo 0 < a < 1), y en las redes de retraso de fase se utiliza con un
valor « > 1 sin recibir una denominacién concreta. Es un factor cémodo (distancia geométrica) porque
establece, en funcion de su intervalo, la estructura en forma de red de avance o retraso de fase. En este
texto se utiliza la forma normalizada en constantes de tiempo de la red (con f > 0y T > 0), sombreada
en la Tabla 7.2, existiendo una relacién directa entre sus pardmetros y los de las otras representaciones:
Kc=KB/t, pc=-1/1,2z.=-1/B,a =7/B = zc/pe.

La Figura 7.2 contiene los diagramas polares y diagramas de Bode de redes de avance y retraso de
fase, junto con las férmulas que indican la méxima o minima contribucién de fase (¢,;) que aportan, asi
como la frecuencia correspondiente (wyy).

La decisiéon de usar una red de avance o una de retraso de fase depende de las especificaciones de
disefio. Cuando se usa un controlador por avance o retraso de fase se estd aumentando en uno el orden
del sistema (a menos que se produzca una cancelacién entre el cero del controlador y un polo de la
funcion de transferencia del sistema en lazo abierto o viceversa).

Todos los controladores afectan a la estabilidad, error en estado estacionario y ancho de banda del
sistema en lazo cerrado. Los controladores de avance de fase habitualmente aumentan la frecuencia de

Representacion Polo-cero Constantes de tiempo
- 1

Estandar C(s) = KCu C(s) = K’BS a

S — Pe Ts+1

1

s+ 3 1
Con factor de atenuaciéon  C(s) = K, f C(s) = Kcoc'BS—+

s+ - aPs+1

Tabla 7.2 Distintas representaciones de redes de avance y retraso de fase
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Figura 7.2 Diagramas polares y de Bode de redes de avance y retraso de fase

log(w)[rad/s]

cruce de ganancia wcq. Esto tiene el efecto de disminuir el tiempo de establecimiento en la respuesta
a escalén (aumenta el amortiguamiento del sistema). Aunque esto suele ser casi siempre deseable, el
aumento de w,g conlleva el aumento del ancho de banda del sistema en lazo cerrado, que puede resultar
en la amplificacion de ruidos de altas frecuencias.

El efecto de los controladores de retraso de fase es el contrario. Suelen reducir el error en estado
estacionario y el ancho de banda del sistema en lazo cerrado.
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Redes de avance y retraso de fase

El drea superior izquierda de la herramienta se utiliza para definir los Parametros que definen al
compensador (K, Ty B) y la representacién simbdlica de su funcién de transferencia. Los pardmetros
se han limitado al caso de fase minima (son todos positivos). Justo bajo esta zona se presentan las
Caracteristicas de ganancia y fase minima y maxima de la red para la configuracién de pardmetros
seleccionada en todo momento.

En el drea inferior izquierda estd la Representacién polo-cero, que incluye el polo y el cero de la red
de compensacién analizada. Sobre la grafica se sittia la opcién de Mostrar multiples sistemas. Si se
activa, se incluyen en el diagrama nuevos pares polo-cero situados en distintas posiciones del eje
real negativo, que facilitan el andlisis comparativo. Estos pares se representan con distintos colores,
guardando correspondencia con los colores de las gréficas de respuesta frecuencial y temporal que
se dibujan en el drea derecha de la herramienta. Cuando se selecciona con el ratén un elemento (polo
o cero) de la gréfica, automdticamente adquiere la propiedad de sistema activo y se representa en
color negro con trazo grueso. Se actualizan simultdneamente sus valores representativos en el drea
de Parametros. Posicionando el ratén sobre los elementos interactivos (polos o ceros), se indica su
posicién en la esquina inferior izquierda de la herramienta. La inclusién simultdnea de multiples
sistemas se puede seleccionar también desde el menti Opciones de la esquina superior izquierda de la
herramienta. Se puede escoger una tnica Red de retraso, Algunas redes de retraso, una Red de avance,
Algunas redes de avance o varias Redes de retraso vs avance.
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Aplicacion...

El drea derecha de la herramienta estd reservada para los distintos diagramas de respuesta frecuen-
cial de los compensadores. Por omisién aparece la Vista completa (Magnitud Bode, Fase Bode, Diagrama
Nyquist y Diagrama Nichols), si bien a través del menti Opciones es posible sustituir el diagrama de
Nichols por una gréfica de respuesta Respuesta a escalon en lazo abierto de la red (donde se puede
comprobar que al ser tanto el numerador como el denominador de grado uno, responde instantdnea-
mente al escalén unitario introducido en el instante t = 0).

Los diagramas de Bode de magnitud y fase incluyen las representaciones asintéticas del sistema
activo, que se han tratado en la Seccién 4.2. En el caso de la fase, se puede seleccionar una de las
siguientes alternativas: © No (© Escaldn © Lineal © Optima.

Los diagramas de Nyquist y Nichols incluyen en este caso unas zonas sombreadas que repre-
sentan los lugares geométricos de existencia de redes de avance o retraso de fase para los intervalos
positivos de sus pardmetros.

Sobre el eje de frecuencia se dibujan un aspa (Xx) y un circulo (o) en las frecuencias esquina del
polo y el cero de la red de compensacién. Estos dos elementos interactivos se pueden desplazar hori-
zontalmente, produciendo un cambio en el correspondiente pardmetro del controlador y en la posi-
cién de su polo o cero. En la misma horizontal se representa otro elemento interactivo (desplazable a
izquierda y derecha), un rombo de color verde (¢), que indica la frecuencia de disefio. Si se desplaza
en el diagrama de Bode, se puede ver cémo varia su posicién en los diagramas de Nyquist y Nichols,
donde la frecuencia es una variable implicita. En dichos diagramas, este elemento interactivo permite
seleccionar un punto de disefio asociado a la frecuencia que representa, en cualquier punto del drea
sombreada que representa el lugar geométrico de existencia de redes de avance o retraso de fase.

Los diagramas de Bode incluyen un elemento interactivo adicional representado por el simbolo
1 que determina el punto del diagrama de mdxima (o minima) fase ¢, y también el de maxima (o
minima) amplitud (atenuacién o amplificacién), cuyos valores numéricos se visualizan en el drea de
Caracteristicas. Estos simbolos son interactivos y, puesto que existe una relacién entre los pardmetros
del controlador (T y B) y los puntos de mdxima o minima fase (a través de ¢, y w,), desplazando los
simbolos [ cambian los pardmetros del controlador.

Los tridngulos negros dibujados dentro de las graficas facilitan el cambio de fondo de escala. Para
ello hay que pulsar con el ratén a la derecha o izquierda de los situados en el eje de abscisas y en la
parte superior o inferior de los que hay en el eje de ordenadas, como se explicé en la Seccién 1.6.

Ejercicios
1. Determine utilizando la herramienta la funcién de transferencia de una red de retraso de fase que
no atende las bajas frecuencias, cuya frecuencia esquina inferior sea w,, = 1rad/sy que introduzca
un desfase maximo de 30°. Indique los valores de K, 7, , ¢ y wi. Compare los diagramas de
Nyquist y Nichols con los de la Figura 7.2 y determine sobre ellos w;,.

2. Repita el ejercicio anterior con una red de avance de fase que no amplifique las bajas frecuencias,
tenga su frecuencia esquina inferior en w,, = 1rad/s y proporcione una fase médxima de 40°.

3. Seleccione la opcién Redes de avance vs retraso del ment Opciones. De los compensadores que
aparecen por omisién, determine el que produce un mayor avance de fase a frecuencias mas bajas.
Indique sus pardmetros caracteristicos y justifique la respuesta.

4. Seleccione la opcién Redes de avance vs retraso del menti Opciones. De los compensadores que
aparecen por omisién, determine el que produce una mayor atenuacién de magnitud. Indique sus
pardametros caracteristicos y justifique la respuesta.
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7.3 Control Proporcional, Integral y Derivativo (PID)

Herramienta interactiva: 7.3. concepto_PID

Conceptos analizados en la ficha
» Caracteristicas del control proporcional (P).
= Caracteristicas del control integral (I).
» Caracterfsticas del control derivativo (D).

= Control PID.

Teoria  Un controlador automadtico por realimentacién compara el valor de la salida del sistema con la
referencia, determina el error y produce una accién de control que intentard reducir el error a cero, o a
un valor muy pequefio. Los sistemas presentan tres caracteristicas bdsicas que deben ser consideradas
al controlarlos:

= Cambios en la variable controlada debido a cambios en la referencia, perturbaciones o ruido.

= Tiempo necesario para que la variable de salida del sistema alcance un nuevo estado de equilibrio
al ocurrir un cambio en la referencia o en las perturbaciones.

m Estabilidad del sistema en lazo cerrado.

Dependiendo de como se consideren estos tres aspectos habrd que utilizar una estructura de control
determinada. Los controladores Proporcional-Integral-Derivativo (PID) son los que tienen una mayor im-
plantacién en el &mbito industrial. Segtn una estimacién de los profesores Astrém y Hagglund [1], el
95% de los lazos de control en la industria son del tipo PID, y fundamentalmente PI. Tiene una es-
pecial relevancia el proceso denominado de sintonizacion mediante el cual se obtienen los valores de
los pardmetros caracteristicos del controlador PID, partiendo de unas determinadas especificaciones de
comportamiento. Es pues fundamental entender el efecto que sus tres componentes principales produce
en un lazo de realimentacién.

Control Proporcional (P): Un controlador proporcional genera una sefial de control proporcional al
error. Actdia como un amplificador de ganancia K. Su accién se representa por:

u(t) = Ke(t) (7.4)

donde K es la ganancia proporcional, que es la cantidad por la que se multiplica la sefial de error e(t)
para obtener la sefal de control u(t). Considerando condiciones iniciales nulas, se puede obtener la
funcién de transferencia del controlador proporcional, que como se puede observar es de tipo 0:

U(s) = KE(s) — C(s) = g((ss)) ~K (75)

Generalmente, si se desea modificar la referencia de un sistema de control proporcional, no se puede
llevar el error a cero, sino que se suele producir un error en estado estacionario denominado despla-
zamiento, o error de offset, consistente en la desviacion permanente de la variable controlada respecto
a su referencia al alcanzar el estado estacionario. Este es uno de los principales inconvenientes de los
controladores proporcionales. El error de estado estacionario puede reducirse aumentando la ganancia
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K (véase la Secci6én 7.1). Ademds, un aumento de K proporciona respuestas mds rdpidas, aunque puede
también llevar a valores elevados de la sefial de control que no son implementables en la préctica. Como
se puede comprobar, el controlador proporcional no aumenta el orden del sistema. Una variante del con-
trolador para reducir o cancelar el error en estado estacionario es incluir un término de prealimentacién
[2]:

u(t) = Ke(t) + up (7.6)

donde up se ajusta para proporcionar el valor deseado de error en estado estacionario. Si la referencia es
constante 7, una eleccion tipica es up = r/G(0) = K,r, que permitird alcanzar dicha referencia siempre
que no haya perturbaciones. Esta eleccién requiere un conocimiento “exacto” de la dindmica del proceso
(al menos a bajas frecuencias). En la préctica, el pardmetro up, denominado reset y offset, suele ajustarse
manualmente [2].

Control Integral (I): En un controlador que emplea una accidn integral, la sefial de control se modifica
a una velocidad proporcional a la sefal de error; es decir, si la sefial de error es grande, la sefial de
control se incrementa con gran rapidez; si es pequefia, la sefial de control se incrementa con lentitud. Si
se consideran condiciones iniciales nulas, este proceso puede representarse matemadticamente por:

= Kje(t) esdecir u(t)=K; /te(g)dg (7.7)
0

de donde se puede obtener la funcién de transferencia del controlador integral, que como se puede
observar es de tipo 1:

Us) K;

U(s) = Ki—= — C(s) = =— 7.8

(6) =K== €)= ) = 79)
denominandose ganancia integral a K;. Por la propia definicién de integral, son sistemas con “memoria”,
ya que la salida 1 en un instante t dependerd del comportamiento anterior desde 0 hasta t. Si se considera
una situacién de estado estacionario con u = e, y € = €, se deberia cumplir que:

Uee = Kjeeet

que solo es posible si K; = 0 0 ¢, = 0 [2]. Por tanto, se puede deducir que con la accién integral el
error serd cero si se alcanza una situacién de estado estacionario. En el dominio de la frecuencia, un
controlador integral tiene ganancia infinita en la frecuencia cero y por tanto, la funcién de transferencia
de lazo cerrado tendrd ganancia estdtica unidad y no existird error en estado estacionario cuando la
referencia sea un escalén. En cierta medida, la accién integral se puede interpretar como un método
para generar el término up en un controlador proporcional de forma automatica [2].

Las caracteristicas bdsicas de un controlador integral son:

= Cuando la salida del controlador es constante, el error en estado estacionario del sistema en lazo
cerrado serd cero si el sistema es estable.

» Cuando la salida del controlador varia a una velocidad constante, el error en estado estacionario
debe tener un valor constante. Hasta el momento en que se produce el error, el valor de la integral
es constante (u(t) = up). Cuando el error es constante, la integral crece con el tiempo a una veloci-
dad constante y por tanto la salida del controlador aumenta también a una velocidad constante.

Como se puede observar, siempre que exista error, la accién integral hard cambiar la salida del contro-
lador para corregirlo, por lo que este controlador tiende a cancelar los errores en estado estacionario
(nétese que este controlador aporta un integrador a la cadena directa del lazo de control, aumentando
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en uno el tipo del sistema, como se trata en la Seccién 7.1). Esta es la principal ventaja de este tipo de
controlador, porque su utilizacién tiende a producir respuestas oscilatorias y ademds aumenta en uno el
orden del sistema. De hecho, no se suele utilizar por si solo en la préctica y suele estar combinado con
las acciones proporcional y derivativa, tal como se describe a continuacién.

Control Proporcional-Integral (PI): Como se ha analizado en los parrafos previos, la accién de control
proporcional genera un error en estado estacionario. Por otra parte, aunque la accién integral anula
el error por si misma, puede provocar comportamientos oscilatorios o respuestas muy lentas (si no se
admiten comportamientos oscilatorios). Por estas razones se combinan las dos acciones obteniéndose
un controlador Proporcional-Integral o PI, que presenta las ventajas de cada uno de ellos. Considerando
condiciones iniciales nulas, se representa por:

1 t t
u(t) =K (e(t) + T/ e(§)d§> = Ke(t) + K,-/ e(%)d§ (7.9)
i Jo 0
donde T; se denomina tiempo integral, que representa en este caso el tiempo que necesita la acciéon integral
para suministrar una sefial igual a que da la accién proporcional.
La funcién de transferencia de un controlador PI viene dada por:

U(S)=K<E(s)+%@)—>C(s):%=1<(1+i>zszl<+§ (7.10)

Con un controlador PI se consigue evitar el error en estado estacionario, pero con una velocidad mayor
que con un controlador I, con sélo una accién integral. A mayor ganancia K del controlador PI, mds
répido serd el sistema, pero podrdn aparecer més oscilaciones. El controlador PI introduce en la cadena
directa un integrador y un cero, aumentando por tanto el orden del sistema y su complejidad.

Control Derivativo (D): En el control derivativo, la salida del controlador es proporcional a la relacion
de cambio con respecto al tiempo de la sefial de error:

de(t)
dt

u(t) =Ky (7.11)
Al pardmetro K, se le denomina ganancia derivativa. La funcién de transferencia de un controlador
derivativo viene dada por C(s) = U(s)/E(s) = Kys (derivador puro).

Este tipo de controladores no responde a las sefiales de error en estado estacionario, ya que su deriva-
da es cero. Por esta razén no se utilizan individualmente, sino que hay que combinarlos con alguna otra
accién de control. Ademds, no es un elemento causal y en la préctica se implementa como una pseudo-
derivada, como se comenta en el siguiente apartado.

El efecto de la accién de control derivativo es anticipar los cambios de error, y proporcionar una
respuesta mds répida a esos cambios. La velocidad rdpida de respuesta inherente al control derivativo
permite al sistema salvar el tiempo de retardo en los procesos rapidos y estabilizarse en un corto periodo
de tiempo, especialmente cuando el error cambia constantemente.

Control Proporcional-Derivativo (PD): Cuando se combina un controlador proporcional con uno deriva-
tivo, resultan una accién de control y una funcién de transferencia descritas por:

u(t) =K (e(t) + T, dg?) = Ke(t) + Kddii(tt) — C(s) = % = K(1+ Tys) = K+ Kys (7.12)
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La salida del controlador puede variar cuando hay un error cambiando constantemente. Cuando hay
un cambio en la sefial de referencia al lazo de control, se produce un cambio inicial rdpido en la salida
del controlador a causa de la accién derivativa, seguido de un cambio gradual debido a la accién pro-
porcional. El tiempo derivativo T,, representa el tiempo en que la accién derivativa se anticipa al efecto
de la accién proporcional. En teorfa, la accién derivativa tiene un efecto positivo estabilizador sobre
la dindmica del sistema de control, haciendo que se amortigiien las oscilaciones en las respuestas, o
bien, que se pueda elevar la ganancia proporcional del controlador y con ello la velocidad, sin que se
incrementen las oscilaciones.
El controlador PD se puede expresar como [2]:

u(t) =K <e(t) + Tdd;—(tt)> = Ke(t+ Ty)
donde é(t + T,) se puede interpretar como la prediccién del error en el instante t + T; usando una
extrapolacién lineal.

Hay que hacer notar que se trata de un controlador tipo 0, y por tanto no serd capaz de eliminar
los errores en estado estacionario (las consideraciones sobre errores en estado estacionario hechas para
controladores P y D previamente son aplicables también aqui).

El mayor inconveniente de los controladores tipo D y PD es que la accién derivativa puede ampli-
ficar los ruidos que se introducen en el sistema a través del lazo de realimentacién, provocando com-
portamientos oscilatorios de alta frecuencia en la sefial de control y, por tanto, en la salida del proceso.

Ademds, no es un elemento causal y sélo se suele realizar a través de una pseudo-derivada, de
forma que la derivada ideal se filtra por un sistema de primer orden con una constante de tiempo igual
a T;/ Ny. La implementacién suele hacerse de la siguiente manera:

Cls) = KO+ Tys) ~ K [ 14 -85
%s +1
Si Ny = 1, se estd aproximando la derivada para bajas frecuencias (|jw| < T,) [2].

En esta ficha, como lo que se pretende es introducir los conceptos fundamentales asociados a los
controladores PID no se ha implementado ese filtro. Opciones alternativas son incluir un filtro F(s) en
la referencia (tipicamente con la estructura de un sistema de primer orden) o que el término derivativo
del controlador acttie en funcién de la derivada de la salida del proceso, en lugar de usar la derivada del
error (la derivada del error y la de la salida sélo difieren en el instante de cambio de la referencia).

Control Proporcional-Integral-Derivativo (PID): Si se combinan las tres acciones de control descritas
en los apartados previos, se obtiene el controlador PID, que contribuye a eliminar los errores en esta-
do estacionario y a reducir la tendencia a las oscilaciones del sistema en lazo cerrado, siempre que se
seleccionen adecuadamente sus pardmetros caracteristicos. Se representa por la siguiente ecuacién:

1! de(t
u(t) =K\le(t)+ = / e(§)ds + Tdﬁ (7.13)
T; Jo dt
y por tanto su funcién de trasferencia viene dada por:
_U(s) 1

Este control es el mds general, y con toda probabilidad es el tipo de controlador mds utilizado, ya que
permite una éptima explotacién de las caracteristicas de las tres acciones de control. Se puede considerar
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como un controlador proporcional, que dispone de un control integral para eliminar el error en estado
estacionario y un control derivativo para mejorar la estabilidad y aumentar la rapidez de la respuesta.
En esta combinacion:

= El control proporcional da forma a la curva de respuesta de la variable controlada. Produce maés
salida cuanto mayor sea el error.

= El control integral disminuye el error. Produce més salida cuanto mds tiempo perdure el error.

= El control derivativo disminuye el tiempo durante el que cambia el error, prediciendo, con an-
telacion el valor del cambio del error, y, frecuentemente, reduce el error ejecutando por adelantado
las correcciones oportunas. Proporciona mds salida cuanto mds rdpidamente se produce el error
(adelanto de la respuesta).

El controlador PID tedrico estd formado por dos ceros y un integrador (polo en el origen). La imple-
mentacién préctica se suele hacer utilizando un filtro en la accién derivada para conseguir que el contro-
lador sea un elemento causal. El ajuste de pardmetros de un controlador para conseguir una respuesta
adecuada de un sistema de control en lazo cerrado se puede realizar teéricamente o experimentalmente,
registrando en este tltimo caso la respuesta dindmica cuando se producen cambios de la referencia o
perturbaciones transitorias. Como se ha comentado, este proceso se le denomina sintonizacién del con-
trolador. Si el controlador no estd bien ajustado, el lazo cerrado puede llegar a ser inestable, es decir,
puede producir salidas no acotadas cuando las entradas son acotadas y por tanto no lograr los objetivos
de control. Existen mdltiples métodos de sintonizacién de controladores PID, algunos de los cuales se
analizardn en las secciones 7.9 (control PI por el método de asignacién de polos), 7.10 (control PI usando
el método de cancelacién de polos) y 7.11 (control PID usando las reglas de sintonizacién de Ziegler y
Nichols).
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Aplicacion

A

Herramienta interactiva: 7.3. concepto_PID
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La figura superior muestra la herramienta utilizada para analizar los efectos de las tres ac-
ciones de control que implementa un controlador PID. En este caso, se distinguen tres zonas
principales.

El area superior izquierda de la aplicacion estd dedicada a la introduccién de los Parametros del
sistema, cuya estructura se selecciona a través del ment Opciones. Como el objetivo de esta ficha
es asimilar los conceptos asociados a los controladores PID, s6lo se han introducido tres estructuras
de modelos dindmicos: un integrador multiple con retardo (Ejemplo 1, funcién Py, (s) de la Tabla
1.2), un sistema de primer orden con tiempo de retardo (Ejemplo 2, P,,(s)), que es la opcién que
aparece por omision al arrancar la herramienta y un sistema de segundo orden sin tiempo de retardo
(Ejemplo 3, correspondiente a Pj1(s) sin el polo real). En todos los casos, al seleccionar la estructura del
sistema, se despliegan los cuadros de texto y barras de desplazamiento que facilitan la introduccién o
modificacién de sus valores. En el caso del integrador mdltiple, ademds de la ganancia y el tiempo de
retardo, se puede seleccionar su orden 7. En los otros casos se muestran los parametros caracteristicos
de sistemas de primer orden con tiempo de retardo (k, 7, ¢,) y de segundo orden (k, { y wy,). Siempre
se visualiza una representacion simbdlica de la funcién de transferencia del sistema.
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Aplicacion...

Debajo de esta zona se seleccionan la estructura y los Parametros del controlador. En primer lugar,
se ha configurado una linea con una serie de botones circulares de seleccién excluyente que deter-
minan la estructura del controlador (P, I, PI, PD o PID) y por tanto los pardmetros del controlador
seleccionado que se pueden modificar a través de cuadros de texto o barras de desplazamiento: K (P,
Pl, PD, PID), T; (I, PI, PID) y T, (PD, PID). Los valores de T; y T; deben ser positivos.

El érea inferior izquierda de la herramienta presenta en este caso un Diagrama de Nyquist tanto del
sistema en lazo abierto G(s) como de la funcién de transferencia del lazo L(s) = C(s)G(s) (que
coincide con la cadena directa Q(s)). Se ha considerado conveniente incluir este diagrama para que
se pueda analizar el efecto de controladores tipo PID en el comportamiento del lazo cerrado tanto
en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia. Sobre la grafica se muestran los valores del
margen de ganancia (MG) y margen de fase (MF) del sistema compensado. El tridngulo (A) inferior
de la gréfica facilita el cambio de escala cuando se pincha con el ratén a su derecha o a su izquierda.

El drea derecha de la herramienta contiene las graficas de Respuesta temporal y Sefal de control.
Ambeas gréficas disponen de tridngulos de cambio de escala en los ejes de abscisas (hay que pulsar
a la derecha o a la izquierda de los mismos para cambiar de escala) y ordenadas (el cambio de
escala se realiza pulsando sobre o bajo los tridngulos). También incorporan la posibilidad de cambiar
la amplitud del escalén en la referencia en el instante + = 0 (accediendo al circulo o a la linea
horizontal verde discontinua o - - - ). Existen dos circulos sobre el eje de abscisas que si se desplazan
horizontalmente, permiten cambiar el instante en el que se introduce la sefial de perturbacién o
ruido. Si el que hay en el centro de la gréfica (o) se arrastra verticalmente, se modifica la amplitud
del escalén de la perturbacion de carga a la entrada del sistema. Si se desplaza verticalmente el
situado mds a la derecha (o), cambia la varianza del ruido. Cuando se coloca el puntero del ratén
sobre cualquiera de estos circulos, la informacién asociada a los mismos (amplitud e instante de
activacion) se visualiza en la esquina inferior izquierda de la herramienta.

La gréfica de la Sefial de control presenta una particularidad resefiable. Sobre la misma, existen
unos cuadros de seleccién que proporcionan la posibilidad de visualizar de forma individual las
aportaciones a la sefal de control de las distintas componentes P, | y D del controlador seleccionado
(segun sean de aplicacién). Cada accién de control utiliza un color que se detalla en una leyenda de
la gréfica.

Tanto en la grafica de la sefial de salida como en la de entrada, cuando se coloca el puntero
del ratén sobre las mismas, se activan etiquetas que contienen las coordenadas de tiempo (1) y las
variables (y, u) asociadas a ese punto.

Ejercicios
1. Seleccione del menti Opciones el primer ejemplo, correspondiente a Pj,(s) = s%e’t’s conk =1,

n =1yt =0s.Lleve a cero la amplitud de la perturbacién y la varianza del ruido.

a) Para un controlador tipo P:

1) De acuerdo con el diagrama de Nyquist de la cadena directa, ;es posible obtener una
respuesta inestable para algtin valor de K?
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b)

c)

(Se podria aumentar infinitamente la ganancia para conseguir un tiempo de subida t; —
0? Justifique la respuesta.

Indique el valor de la ganancia con el que se obtiene un tiempo de subida de aproximada-
mente 6 segundos.

;Cudl es el margen de fase y el margen de ganancia del sistema compensado?, ;dependen
sus valores de K?

Si el controlador es proporcional (tipo 0), ;cdmo es que se obtiene una respuesta a escalén
en la referencia con error en régimen permanente nulo? Si se introduce una perturbacién
en la carga a la entrada del sistema de amplitud 1, jse alcanza error en régimen perma-
nente nulo? Justifique la respuesta.

Introduzca un ruido de varianza 0.05, ;qué amplitud tiene la varianza de la salida?

¢ Qué ocurre si se cambia el signo de K?

Para K calculado en el ejercicio 1.a.3), ;qué ocurre si ahora se selecciona n = 2? (G(s) =
1/s", doble integrador) ;Es posible conseguir una respuesta no oscilatoria para algin
valor de K? Justifique la respuesta haciendo uso del andlisis del lugar de las raices (puede
utilizar la herramienta 6.1. lugar_raices) ;Y sin > 2?

Para el caso n = 1y el valor de K obtenido en el ejercicio 1.a.3), introduzca ahora un
valor de t, = 0.5 s ;Se ve muy afectada la respuesta temporal?, ;y los mdrgenes de fase
y ganancia? Responda a las mismas preguntas con t, = 1 s. Determine el valor de ¢,
que hace que el sistema alcance una oscilacién mantenida para una entrada unitaria en
escalén en la referencia (valor de ¢, para el cual el diagrama de Nyquist del sistema com-
pensado atraviesa el punto critico (-1,0)). ;Cudl es el valor del periodo de la oscilacién?
Para t, = 1, jcudl es el valor de K que hace que el sistema en lazo cerrado entre en una
oscilacién mantenida?

Para un controlador tipo PD:

1)

4)

Seleccione G(s) = % y K = 1. Partiendo del valor T; = 1 s, vaya aumentando paulati-
namente su valor y analizando lo que ocurre con la respuesta. A continuacién, lleve de
nuevo T; = 1y disminuya paulatinamente su valor hasta T; = 0.2 s. ;En qué caso con-
sidera que se obtiene una mejor respuesta en lazo cerrado? ;Cémo es que reduciendo Tj
mejora la rapidez de la respuesta?. Justifique este resultado (se recomienda realizar un
andlisis en el lugar de las raices, ficha 6.1).

Realice el mismo apartado anterior tomando n = 2 (doble integrador).

trs

Para G(s) = “——, K =1y T; = 0.2, comience a aumentar el tiempo del retardo e indique
el valor para el que se obtiene una oscilaciéon mantenida en la salida. Modifique ahora
los valores de K y T; para alcanzar un comportamiento en lazo cerrado que, una vez
transcurrido el tiempo de retardo, sea parecido al que se alcanzaba con la configuracién
inicial de pardmetrosy f, = 0's.

Analice el efecto de una perturbacién de amplitud 1 en el error en estado estacionario y
de un ruido a la salida de varianza 0.05 en la sefial de control.

Para un controlador tipo Ply PID:

1)

2)

Justifique si es posible mejorar el comportamiento en lazo cerrado para este sistema con
un controlador tipo Pl o PID.

Para G(s) = Ejs, K =1, obtenga el valor de T; para el que se obtiene una misma sobre-

oscilaciéon cuando se introduce un escalén unitario en la referencia y un escalén unitario
en la perturbacién de carga. Considere ahora t, = 0.5 s. Modifique los valores de Ky T;
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para obtener perfiles de respuesta parecidos a los alcanzados para el sistema sin tiempo
de retardo. ;Es posible? ;Y con un controlador PID? Analice las aportaciones particulares
de la accién proporcional, de la integral y de la derivada en la curva de la sefial de control.

Seleccione del ment Opciones el segundo ejemplo, correspondiente a Py, (s) = ﬁe_“s conk =

0.5, 7 =5syt, = 3s. Lleve a uno la amplitud de la perturbacién y a 0.05 la varianza del ruido y
realice las siguientes actividades:

a) Haciendo uso de la herramienta, justifique si es posible obtener una respuesta sobreamor-
tiguada en lazo cerrado con error en estado estacionario nulo usando un controlador pro-
porcional. ;Y con un controlador PI? ;Y con un PD? ;Y con un PID? Encuentre un conjunto
de pardmetros del controlador PID que consigan un tiempo de establecimiento inferior a 15
segundos tras un cambio en escalén de amplitud unidad tanto en la referencia como en la
perturbacion.

b) Introduzca los valores de los pardmetros k = 0.5, T = 5s y t, = 3 s. Seleccione un controlador
PD. Por el método de prueba y error, intente obtener un comportamiento en lazo cerrado que
no presente sobreoscilaciéon y tal que el tiempo de establecimiento, una vez transcurrido el
tiempo de retardo, sea inferior a 3 s. Indique los valores de su margen de fase y margen de
ganancia. Introduzca una perturbacién en la carga de amplitud unidad. ;Presenta el sistema
en lazo cerrado error en régimen permanente? En caso afirmativo indique su valor. Vuelva a
cero la perturbacién en la carga e introduzca una varianza de ruido de amplitud 0.05. ;Cuél
es la méxima desviacién de la salida respecto a su valor previo de estado estacionario? ;Cudl
ha sido el motivo de ese comportamiento no deseado? Comente la respuesta.

c) Considere un sistema que controla la presién media arterial durante la anestesia descrito en la
referencia [9], pdginas 236-237 (ligeramente modificado). Se supone que el nivel de la presién
arterial mantiene una relacién con la cantidad de anestesia durante una operacién quirtrgica.
La siguiente figura representa un diagrama de bloques del sistema, donde la accién de la
cirugia se representa a través de la perturbacién D(s). Determine un valor adecuado de T;
que proporcione un resultado satisfactorio cuando en f = 0 s se produce un cambio en la
presién arterial deseada en forma de escalén unitario, en t = 20 s se produce una perturbaciéon
quirtdrgica en forma de escalén unitario y en t = 40 s el sensor que mide la presién arterial
introduce en el lazo de control un ruido de varianza aproximadamente igual a 0.05.

Perturbacion quirdrgica D(s)

R(s)
Presion + — i -~ l 1 Y(s) Presidn
arterial " T Ajuste” | ¢ (s+2) arterial real
deseada dela +
vélvula + N(s)
ruido

Seleccione del menti Opciones el tercer ejemplo, correspondiente a:

2
kews,

P =~
1o (6) §% 4 2Twys + w?

conk =1,7 =05y w, = 1rad/s. Lleve a uno la amplitud de la perturbacién y la varianza del
ruido. Utilizando la herramienta, intente obtener por el método de prueba y error un controlador
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que proporcione un sistema en lazo cerrado sobreamortiguado, sin error en estado estacionario
cuando se aplica un cambio en escalén en la referencia y con un margen de fase de al menos 90°.
Justifique la eleccién de la estructura del controlador usando el método del lugar de las raices.
Para los pardmetros obtenidos, indique si el sistema se podria recuperar si se introduce una per-
turbacion de carga en forma de escalén de amplitud 1 a la entrada del sistema. Comente también
si el controlador funcionaria bien en presencia de ruido en la salida de varianza 0.05.

Considere el sistema mecdnico de torsiéon de la siguiente figura, que viene descrito en la referencia
[9], pdgina 241, consistente en un sistema mecédnico de torsion. El par debido a la torsién del eje
es —ku6, el de amortiguamiento debido al dispositivo de freno es —b,,6, el par de perturbacién es
d(t) y el de entrada es r(t). El momento de inercia del sistema mecdnico es Jy,.

[\ ) d(t) sistema mecanico
- T controlador
Eje elastic d(t) Parde + 1
erturbacion g o(t
e £ 0, —5H0-| k —3O—> b"m k ®,
\ freno - 2 Pm ooy B
0(1)>»" o Ju

Par de
entrada

r (1)

La funcién de transferencia del sistema en lazo abierto es:

x

_ Jm
o= sz—i—b—ms—i—kﬂ
Jm Im

En la figura se muestra también un lazo de control proporcional. Para el siguiente conjunto de
pardmetros k,;, =5, by, = 0.9y ], =1y suponiendo que el dngulo deseado es 6; = 0°.

2
kws,

a) Seleccione del ment Opciones el tercer ejemplo, correspondiente a Pj1(s) = ——1"+——
) P jemp p 11(s) §2 4+ 28wys + w?

e introduzca los valores de los pardmetros.

b) Determine la respuesta en lazo cerrado con una ganancia del controlador K = 50, cuando se
introduce una perturbacién en forma de escalén unitario en d(t).

c) ¢Qué mejoras se obtienen respecto a la respuesta en lazo abierto?

Para el sistema dado por la funcién de transferencia:

1

G(s) = —————=
(s) (s+1)(s+2)

Disefie un controlador P tal que la sobreoscilacién de la respuesta a un escalén unitario en la

referencia sea del 5%, el tiempo de subida aproximadamente 2 s y el error en estado estacionario

inferior al 50 %. Comente el efecto que tiene sobre la salida una perturbacién de carga en forma de

escalén unitario a la entrada del sistema (referencia [4], paginas 332-334).
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7.4 Diseno de controladores de retraso de fase en el dominio frecuencial

Herramienta interactiva: 7.4. f disefio_retraso

Conceptos analizados en la ficha
= Especificaciones en el disefio frecuencial de controladores de retraso de fase.

= Disefio de controladores de retraso de fase en el dominio de la frecuencia.

Teoria  Un enfoque comtn del disefio con el diagrama de Bode consiste en descomponer el ajuste en
dos fases. Inicialmente se busca cumplir las especificaciones de estado estacionario, ajustando la ganan-
cia en lazo abierto. Posteriormente, se representan las curvas de magnitud y fase en lazo abierto sin
compensar. Si no se satisfacen las otras especificaciones (en general de margen de fase MF), se deter-
mina un controlador adecuado que modifique la funcién de transferencia en lazo abierto hasta cumplir
las especificaciones de lazo cerrado (compromiso entre precisién en estado estacionario y estabilidad
relativa).

Tal y como se comenté en la Seccién 7.2, las redes de retraso de fase reducen la ganancia del sistema 'y
anaden desfase, factores que a priori no parecen muy positivos en un lazo de control. Sin embargo, estos
controladores son titiles en aquéllos casos en los que se desee reducir el error en régimen estacionario
manteniendo unas ciertas especificaciones de estabilidad relativa (generalmente ligadas al margen de
fase) y con una consiguiente disminucién del ancho de banda del sistema en lazo cerrado.

Se va a utilizar una representacion del controlador de retraso de fase en forma de constantes de
tiempo (7 > B):

s —2z¢
C

s — Pe
El procedimiento habitual de disefio de redes de retraso de fase en el diagrama de Bode es aproximado
y se basa en los siguientes pasos:

C(s) =K = KCyp(s) = K

1. Obtener la constante proporcional del controlador (K) de forma directa a partir de la especificacién
de error en estado estacionario. Por ejemplo, si G(s) es tipo cero, la especificacién serd en forma
de constante de error de posicién K, que debe cumplir el sistema compensado. Por tanto, se debe
cumplir K, = lim,_,9 C(s)G(s) = Kk — K = K, / k.

2. Se comprueba si con ese aumento de ganancia el sistema KG(jw) cumple las otras especificaciones
del problema (generalmente el margen de fase). Si se cumple, indicard que con un controlador
proporcional es posible cumplir todas las especificaciones.

3. Siel aumento de ganancia proporcionado por K hace que no se satisfaga la especificaciéon de mar-
gen de fase, hay que realizar una reduccién de ganancia que lleve la frecuencia de cruce de ganan-
cia wee a un valor en el que se verifique el margen de fase deseado, para ello se introducira el
compensador siguiendo los siguientes pasos:

= Se busca la frecuencia en que la planta presenta la fase —180°+MF4egeado™MS, es decir:
LG (jwcgl) = —180° + MFgeseado + MS
con el objetivo de fijar el margen de fase en la frecuencia w¢g1. MS es el denominado margen

de sequridad, tipicamente entre 5° y 12°, que se usa para compensar el desfase que introduce
el propio controlador de retraso de fase.
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» Se busca la ganancia que presenta la KG (s) en dicha frecuencia:
RG = [KG(jweg)|

donde 1/RG corresponde a la atenuacién que debe aplicar el compensador en we 1.
» Cdlculo de los pardmetros del compensador (8, 7).

e La Figura 7.3 muestra la evoluciéon de la ganancia del compensador en funcién de la
frecuencia. Para las frecuencias situadas a la derecha de %, esta ganancia es aproximada-

mente & = é (nétese que RG > 1y a < 1 por tratarse de una red de retraso de fase), por

lo tanto haremos que a = Rl—G y conseguimos que el compensador presente la atenuacién
deseada.

e La atenuacién deseada ha fijado la distancia geométrica entre el polo y el cero del com-
pensador. Se fija a continuacion el valor de f para que la frecuencia de interés, w¢,1, quede

suficientemente a la derecha de % Por ello suele tomarse:

1

1
210 -
g~ Wwegt = B 10wegr

e Finalmente T = fa = ﬁ% = m.
cg

= Dado que el compensador obtenido no presentard exactamente ganancia g ni fase MS enla
frecuencia w1 es necesario comprobar el correcto funcionamiento del sistema. Para ello se
busca la frecuencia, w,g, en que el sistema compensado presenta ganancia unitaria, es decir:

1=C (jweg) G (jweg) |-
Esta serd la frecuencia en que el margen de fase estaré definido realmente. Este sera:
MF =180 + /C (jweg) G (jweg)-

En el caso en que MF > MFjageados S€ cumplirdn las especificaciones y el disefio serd correc-
to. En caso contrario serd necesario buscar otros mecanismos de disefio.

» Es importante comprobar que wg ~ wg1, pues serd una muestra més que el proceso ha sido
correcto.

= Finalmente siempre es conveniente realizar alguna simulacién con el fin de verificar el com-
portamiento del sistema en el campo temporal.

Como se observa en la Figura 7.3, un compensador de retraso de fase tiene una componente de filtro
paso bajo. Este tipo de compensacién permite tener una ganancia alta a bajas frecuencias (y por tanto
una mejora en el error de estado estacionario) y reducir la ganancia en el intervalo de frecuencias en el
que debe mejorarse el margen de fase, reduciendo por tanto el ancho de banda del sistema y provocando
una respuesta transitoria mas lenta.

En este compensador se explota fundamentalmente la atenuacién que en la curva de magnitud se
produce a altas frecuencias, en vez del desfase (que no sirve para conseguir los objetivos del control).

Los compensadores por retraso de fase tienden a integrar la sefial de entrada (acttian de forma pare-
cida a un control PI).
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dB — ;
-20 dB/década
- &
1 1 !1 _ log(w)[rad/s]

c B s

Figura 7.3 Calculo de la reduccién de ganancia RG

|| dB

0

El aporte de fase RG| o (rad/s)
delareden o, 3

estd en torno a 5° 1 o N \
B

T |Cylio)|

() | ZKG(jw)~,

£C,(j6Ge)  §u TMF [Cjo,)G(jo,)]

X i
-180  (rad/s)

MF [KG(jw,,)]=MF,,.,, + MS

leseado

Figura 7.4 Desfase incluido por la red de retraso de fase

Bibliografia

s [8] D'Azzo, J. J., C. H. Houpis y S. Sheldon. Linear control system analysis and design with Matlab. Marcel
Dekker Inc., ISBN: 978-84-8322-660-5. Capitulo 11, seccién 3, paginas 444-447, 2003.

[9] Dorf, R. C. y R. H. Bishop. Sistemas de control moderno. Décima edicién. Pearson-Prentice Hall, ISBN:84-
205-4401-9. Capitulo 10, seccién 8, pdginas 608-613, 2005.

[26] Kuo, B. C. Sistemas de control automadtico. Prentice Hall, ISBN: 968-880-723-0. Capitulo 10, seccién 6,
pdaginas 743-759, 1996.

[31] Ogata, K. Ingenieria de control moderna. Quinta edicién. Pearson Prentice Hall, ISBN: 0-8247-4038-6.
Capitulo 7, seccién 12, pdginas 503-511, 2010.

[35] Shahian, B. y M. Hassul. Control system design using Matlab. Primera edicién. Prentice Hall, ISBN:
0-13-174061-X. Capitulo 7, seccién 4, apartado 4, paginas 185-194, 1993.



180 - Capitulo 7. Disefio de sistemas de control

Aplicacion

=[]

Opciones  Info

Diagrama Nyquist

Parametros

Diseiio en frecuencia: Retraso de fase Im(L)
J@/
L

k] | 4.000
His] | 0.000

Especificaciones

MF[]

MSP] £.000 1
ex[-] T 0172

(6305 + 1) 0
((ENETES)

10,675 + 32.00
2+ 7.00s2+ 14.005 + 800

Representacion polo-cero 3 X < O
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BES

G(s) =

2 WF_des
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Respuesta Temporal
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3 Polos (G}
2 Xintegradores (G} [{  fooooooooooo B
& Ceros (G}
© Derivadores (G)
2  Polos (€)
& Ceros (C) 0

£ 5 4 3 2 = 0 1 2 3 Re = 05 0 05 1

ref: 0.7511

Diseno en frecuencia: Retraso de fase
La herramienta estd dividida en cuatro dreas:

En la zona superior izquierda se encuentra el drea Parametros, donde tinicamente se puede modificar
la ganancia estética y el tiempo de retardo del sistema representado a través de cuadros de texto y
barras de desplazamiento. La modificacién de sus polos y sus ceros se realiza directamente utilizan-
do el repositorio de elementos dindmicos existente en la Representacién polo-cero, que se analizara a
continuacion.

En la secciéon de Especificaciones se pueden introducir los valores de las especificaciones de disefio
de la red de retraso de fase que se va a disefiar. En concreto, siguiendo el método analizado en
el resumen de teorfa, se introducirdn especificaciones sobre el margen de fase del sistema en lazo
cerrado (MF), el margen de seguridad que se elige en el disefio (MS, tradicionalmente entre 5° y
12°) y el error en estado estacionario (e..) ligado al tipo de la funcién G(s). Si G(s) es tipo 0, e se
referird al error en estado estacionario deseado cuando la referencia es un escalén unitario, si es tipo
1, e¢e determinara el error cuando la referencia es una sefial en rampa unitaria y si es tipo 2 el error a
entrada en parébola.

Bajo los cuadros de texto y barras de desplazamiento que facilitan la introduccién de las especi-
ficaciones, se representa en color rojo la funcién de transferencia del sistema que se va a controlar y
en azul la del controlador de retraso de fase.
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Aplicacion...

En esta ficha, la Representacion polo-cero, ademads de facilitar la inclusion de los elementos dindmicos
del sistema (polos X, ceros o, integradores X y derivadores o), representa en color azul el cero o
y el polo x de la red de retraso de fase, cuya posicién viene determinada por el algoritmo que se
ejecuta en la herramienta (la posicién se calcula automdticamente en funcién de las especificaciones
del problema). La leyenda situada en la parte inferior derecha de la gréfica determina los simbolos
representativos de estos elementos. Una (G) entre paréntesis indica que esos elementos pertenecen al
sistema y una (C) que pertenecen al controlador.

Un aspecto muy interesante de esta representacién es que a medida que se cambia la configura-
cién dindmica del sistema arrastrando dentro de la gréfica elementos dindmicos desde el repositorio
(x x00) que se localiza junto al titulo de la gréfica, o sacdndolos hacia el repositorio, automadtica-
mente la estructura de la red de retraso de fase se acomoda al tipo del sistema seleccionado, teniendo
en cuenta la existencia de solucién para las especificaciones adoptadas. Si con una simple ganancia
proporcional se pueden alcanzar esas especificaciones, el controlador C(s) se representa como un
controlador proporcional. En caso contrario adoptard la estructura completa de red de retraso de
fase. El funcionamiento en detalle del editor de polos y ceros fue tratado en la Seccién 3.5.

En la zona derecha de la herramienta se dibujan las distintas representaciones del sistema en el do-
minio de la frecuencia. Desde el mend Opciones situado en la esquina superior izquierda de la herra-
mienta, se puede seleccionar la representacién en Diagrama de Bode, Diagrama de Nyquist, Diagrama de
Nichols y la Vista completa, que muestra simultdneamente todos los diagramas.

Cuando se selecciona el Diagrama de Bode, sobre €l se dibujan una serie de lineas:

= La linea de color rojo es la respuesta en frecuencia del sistema compensado tinicamente en
ganancia KG(s).

s La linea de color azul representa la respuesta en frecuencia del sistema compensado C(s)G(s).
Cuando por las condiciones impuestas por las especificaciones el controlador se configura como
una ganancia, las curvas roja y azul se superponen.

= La linea de color verde en este diagrama muestra la respuesta en frecuencia del controlador de
retraso de fase (mostrada tinicamente en este diagrama).

s La linea discontinua de color gris en la curva de magnitud representa la linea de 0 dB y en la
curva de fase la linea de —180°.

Ademds de las lineas descritas, en las gréficas aparecen otros elementos interactivos:

s Tanto en la grafica de Magnitud Bode como en la de Fase Bode, se ubican sobre el eje de abscisas
un aspa y un circulo de color azul (X, o) asociados a la posicién del polo y del cero de la red de
retraso de fase. Estos dos elementos no se pueden desplazar en la horizontal porque su valor
viene dado por el algoritmo. Al poner el ratén sobre los mismos, en la esquina inferior izquierda
de la herramienta se representa la posicién del polo p. y el cero z. correspondientes.

» Sobre la gréficas de Bode se dibuja una linea negra vertical en la frecuencia de disefio (frecuen-
cia de cruce de ganancia wcg), que corta la respuesta en frecuencia del controlador C en un
punto representado por el stmbolo ¢, que estd ligado a la frecuencia de cruce de ganancia e
indirectamente al margen de seguridad MS que se utiliza en los cdlculos de la fase que aporta
la red (en esa frecuencia de cruce la red aporta un pequefio desfase).
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Aplicacion...

= En la curva de Fase Bode se representan dos segmentos verticales acabados en un circulo so-
bre la curva de respuesta frecuencial del sistema compensado. El que se representa en color
celeste indica la especificacion de margen de fase deseado (modificable tanto desde el drea de
Especificaciones como arrastrando a derecha e izquierda en esta grdfica). La modificacién de
esta especificacién conlleva el cdlculo de un nuevo controlador. El segmento de color verde in-
dica el margen de fase real del sistema compensado tinicamente con la ganancia proporcional
KG(s) (que es el que se utiliza para establecer la nueva especificacién de MF), que légicamente
no es interactivo porque su valor viene fijado por los célculos realizados por el algoritmo de
control.

En el Diagrama de Nyquist y en el de Diagrama de Nichols, se utiliza el mismo cédigo de colores para
las funciones —KG(s) y —C(s)G(s) y se dibujan también los segmentos terminados en circulos que
delimitan el margen de fase deseado y el real, asi como el simbolo ¢ ligado a la frecuencia de cruce
de ganancia y al factor & de la red.

Finalmente, en la zona inferior derecha de la herramienta se dibuja la Respuesta temporal tanto del
sistema compensado C(s)G(s) en color azul como la del sistema compensado tGnicamente con la
ganancia K (KG(s)) dibujado en color rojo. De izquierda a derecha, el primer circulo de color verde
ubicado sobre la linea discontinua que marca la referencia, permite cambiar la amplitud de la misma.
El segundo circulo también de color verde se desdobla al pulsar sobre él, utilizdndose el superior para
cambiar la amplitud de la perturbacién en forma de escalén en la carga a la entrada del sistema y el
inferior para modificar el instante en que se introduce la perturbacién. A la derecha de éste hay otra
pareja de circulos negros, cuya funcién es cambiar la varianza del ruido a la salida y el instante en
que se aplica esa sefal. Cuando se coloca el ratén sobre estos circulos, en la esquina inferior izquierda
de la herramienta se visualizan los valores que se estdn modificando (tiempos o amplitudes).

Todas las gréficas contienen tridngulos negros para facilitar el cambio de escala, pulsando con el
ratén a derecha o izquierda de los situados en el eje de abscisas o en la parte superior o inferior de
los situados en el eje de ordenadas.

El ment Opciones incluye un conjunto de ejemplos précticos, ademds de la posibilidad de introducir
funciones de transferencia genéricas en formatos tipo (NUM,DEN) o ZPK. El Ejemplo 1 plantea el
control de un sistema de primer orden con tiempo de retardo. El Ejemplo 2 introduce un doble
integrador, como ejemplo de partida de un sistema que no se puede controlar con una red de este
tipo. El Ejemplo 3 trata del control de un sistema de segundo orden con un integrador.
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Ejercicios

1. Considere un sistema descrito por:

183

1
(s+1)(0.5s+1)

G(s) = .

Las especificaciones del lazo cerrado de este sistema, descrito en [31] (pdgina 505), son:

a) La constante de error estatico de velocidad debe ser K, = 5s 1.

b) Elmargen de fase debe ser de al menos 40°.

Disefie un controlador que permita cumplir las especificaciones y compruebe los resultados usan-
do la herramienta.

Seleccione el Ejemplo 1 del ment Opciones de la herramienta, correspondiente a un sistema con un
tiempo de retraso f, mayor que la constante de tiempo del sistema 7:

G(s) = Lefzs
s+1

Compruebe como el sistema compensado tinicamente con la ganancia proporcional K es inestable,

mientras que la red consigue estabilizar al sistema en lazo cerrado a través de una reduccion de la

frecuencia de cruce de ganancia w¢, del sistema. Encuentre la red de retraso de fase con la que se

consigue una frecuencia de cruce de ganancia w¢y = 1rad/s. ;Cudl es el valor del MF?

Escoja el Ejemplo 2 del menti Opciones de la herramienta, correspondiente a un doble integrador
G(s) = 0.1/s? (sistema tipo 2). ;Se puede aplicar el método descrito a este caso? Justifique la
respuesta (puede serle de ayuda un andlisis en el lugar de las raices).

Seleccione el Ejemplo 3 del menti Opciones de la herramienta, correspondiente a un sistema con

funcién de transferencia: 01

G(s) = ——

(5) s(s+1)

Justifique por qué el polo p. y el cero z. del controlador se encuentran tan cercanos al eje imagi-
nario. ;Por qué el comportamiento temporal es peor que el que se alcanza compensando el sis-
tema tnicamente con K? ;Qué margen de fase habria que poner como especificacién para que
las respuestas temporales fueran similares? ;A partir de qué valor de MF basta con utilizar un
controlador proporcional K?

Disefie una red de retraso de fase para el sistema

1
Gls) = s(s+2)

para que K, = 20 y el margen de fase sea de 45° (referencia [9], pdginas 609-610). Interprete los
resultados.
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7.5 Diseno de controladores de avance de fase en el dominio frecuencial

Herramienta interactiva: 7.5. f disefio_avance

Conceptos analizados en la ficha
= Especificaciones en el disefio frecuencial de controladores de avance de fase.
= Disefio de controladores de avance de fase en el dominio de la frecuencia.

Teoria Esta ficha estd dedicada al disefio de redes de avance de fase en el dominio de la frecuencia. La
funcién de transferencia que representa a este compensador es:

Bs+1
Ts+1

:Kﬁs+1/ gt
xfBs +1 B

C(s) =K = KCqrp(s)

Como ocurria en el caso del disefio basado en el diagrama de Bode de redes de retraso de fase, se
siguen una serie de pasos para el disefio del controlador.

1. En primer lugar se escoge la ganancia K que satisfaga los condicionantes de error en régimen
estacionario (en forma de las constantes de error K, Ky 0 Kj).

2. Se comprueba si el sistema compensado con esa ganancia (KG(s)) cumple las otras especificaciones
de comportamiento transitorio o estabilidad relativa para la nueva frecuencia de cruce wcg1. Si no
los cumple, se calcula la fase positiva que es necesario aportar en esa frecuencia de cruce para
cumplir la especificacién de margen de fase. Esa fase la aportard el polo y el cero de la red (funciéon
Crp(s)) buscando que sea su maximo ¢,. La fase introducida por la red de avance es:

/Cqp(jw) = arctan (Bw) — arctan (Tw)

Como se ha indicado, para cumplir la especificacion de margen de fase, se busca que en w = weg1
el compensador introduzca fase adicional. La frecuencia a la cual el controlador introduce méxima
fase puede encontrarse derivando respecto a la frecuencia la ecuacién anterior. Se obtiene que
wm = 1//B7 (resultado ya mostrado en la Figura 7.2). Es conveniente que se haga coincidir
Weg1 = W, para que la maxima fase se introduzca en la frecuencia de cruce de KG(jw). La maxima
fase que puede introducir el controlador es por tanto /Cqg(jwm) = £Crg(jweg1) = ¢m- Aplicando
trigonometria (ver Figura 7.2) se pueden obtener las relaciones:

-t 1-ua
B+t 1+a

sen(¢y,) =

La amplificacién de ganancia AG adicional que introduce la red (teniendo en cuenta la pendiente
positiva de 20 dB/década a partir de w = 1/ B, ver Figura 7.5) en dB, en w = wy, es:
. B 1
AG = |Cep(jwm)|qp = 101og 2= 101log "
La red de avance de fase no va a proporcionar su maxima fase ¢, en weg1, ya que se estd cam-
biando ligeramente la frecuencia de cruce debido a la citada amplificacién de ganancia AG, que

provoca que la frecuencia de cruce real w¢q sea ligeramente mayor que w¢,1. Dado que el compen-
sador aporta esa ganancia, lo que se hace es aplicar el compensador en una frecuencia en la que el
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Figura 7.5 Calculo de la ampliacién de ganancia AG
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sistema tiene una ganancia inversa a la que aporta la red. Como en la nueva frecuencia de corte la
fase del sistema no es exactamente igual a la que tiene en w,¢1, se suman unos pocos grados a la
especificacién de margen de fase en el disefio (MS, conocido como margen de seguridad, general-
mente entre 5° y 12°). Por tanto, ¢, = MFgegeado + MS — 180° — ZKG( jwcgl), donde MFjeseado
es el margen de fase dado por las especificaciones.

3. Sisedenotaa = 7/p, calcular:
1 - sen(¢n)
W=
1+ sen(¢m)

(7.15)

=1~

4. Encontrar la frecuencia a la cual:
1
KG(jweg) = —101og (—) = —10log <é>
« T
que es la magnitud que va a introducir la red. Esta frecuencia va a ser la frecuencia de cruce wg
del sistema compensado.
5. Se pueden por tanto obtener los valores de Ty  de (7.15) y de
1

N

6. Dibujar el diagrama de Bode de C(jw)G(jw) para confirmar el disefio. Si no se consigue compensar
el sistema puede que las especificaciones sean muy exigentes y haya que recurrir a otros métodos
de disefio.

— W = weg (7.16)

Las redes de avance de fase se usan para mejorar los margenes de estabilidad. Con ellas se consigue
ademds una frecuencia de corte mds alta que la que se puede conseguir con redes de retraso de fase,
lo que provoca una respuesta mds rdpida del sistema en lazo cerrado, pero con el inconveniente de su
sensibilidad a ruido de alta frecuencia.
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Aplicacion
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Diseno en frecuencia: Avance de fase

Esta herramienta interactiva es muy similar a la 7.4. f_disefio_retraso en cuanto a su distribu-
cién y elementos interactivos, aunque el disefio busca otros objetivos.

El drea superior izquierda incluye dos Parametros de las funciones de transferencia G(s) no configu-
rables desde otras partes de la herramienta, como son la ganancia estatica k y el tiempo de retardo
t, cuyos valores se pueden cambiar a través de los cuadros de texto y las barras de desplazamiento
de color rojo. A continuacién se encuentra la seccién de Especificaciones, que como se ha visto en
el resumen de teoria contiene una especificacién sobre error en estado estacionario e, el margen de
fase deseado MF y el margen de seguridad MS que se suma a ¢, para compensar el aumento en la
frecuencia de corte que produce el cero de la red.

Bajo los cuadros de texto y barras de desplazamiento asociados a las especificaciones, se dibuja en
color rojo la representacién simbdlica de la funcién de transferencia G(s) y en azul la del controlador
de avance de fase C(s).

Es importante destacar que la especificaciéon de error en régimen estacionario e, estd ligada al
tipo del sistema. Si G(s) es tipo 0, ., serd una especificacién de error en régimen estacionario cuando
la referencia es un escalén unitario. Del mismo modo, si G(s) es tipo 1, la especificacién se referird a
error en régimen estacionario cuando la entrada es una rampa, y asi sucesivamente.
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Aplicacion...

La grafica de Representacion polo-cero incorpora en este caso los elementos dindmicos de G(s), re-
presentados en color rojo (polos, integradores, ceros y derivadores), y el polo y el cero de la red de
avance de fase en color azul. La leyenda incluida en la parte inferior derecha de la gréfica facilita
la determinacién de cada uno de estos elementos. Junto al titulo de la grafica se encuentra localiza-
do el repositorio de elementos dindmicos (x X 00), que pueden arrastrarse con el ratén dentro de la
ventana para aumentar el orden del sistema que se estd representando. También se pueden arrastrar
desde dentro hacia el repositorio para eliminar algin elemento dindmico.

En la parte superior derecha de la herramienta cabe la opcién de representar el Diagrama de Bode, el
Diagrama de Nyquist, el Diagrama de Nichols o todos a la vez. La eleccién de la representacion se realiza
a través del mend Opciones situado en la esquina superior izquierda de la herramienta. En todas estas
graficas se representa en color rojo la respuesta frecuencial del sistema compensado tinicamente con
ganancia KG(s), en color azul la respuesta en frecuencia del sistema compensado C(s)G(s) y en
color verde la respuesta en frecuencia del compensador C(s) (s6lo en el Diagrama de Bode). Todas las
graficas incluyen leyendas aclaratorias. En estas curvas se incluyen también dos segmentos (o arcos
en el caso del Diagrama de Nyquist) que tienen en su extremo un circulo y que representan el margen
de fase del sistema KG(s) (en color verde) y el margen de fase deseado (en color celeste). Este tltimo
es interactivo, de modo que desde las graficas se puede modificar la especificaciéon de MF.

En el Diagrama de Bode se indican las lineas de 0 dB y de —180° en trazo de color gris discontinuo.
En el eje de frecuencias se representa un aspa (X) y un circulo (o) no interactivos que determinan la
posicién del polo p. y del cero z. del compensador respectivamente. Al colocar el ratén sobre ellos,
se muestra su valor en la esquina inferior izquierda de la herramienta. El simbolo ¢ estd ligado a la
frecuencia de corte w¢y = wy, del sistema compensado C(s)G(s) (y por tanto al punto de méxima
fase ¢, y amplificacién de ganancia AG, directamente relacionados con el pardmetro a de la red).

En el Diagrama de Nyquist se puede ver cdmo el simbolo ¢ se desplaza sobre la curva de frecuencia
desde el circulo que pasa por el punto critico (—1,0/) hasta el origen (que corresponde con valores
de a entre 1 y 0). En el Diagrama de Nichols la interpretacién es similar.

Todas las gréficas cuentan con tridngulos ubicados en el eje de abscisas, que facilitan el cambio de
escala cuando se pulsa con el ratén a la derecha o izquierda de los mismos. En el caso de los situados
en el eje de ordenadas, hay que pulsar encima o debajo de los mismos.

El ment Opciones incluye un conjunto de ejemplos précticos, ademds de la posibilidad de introducir
funciones de transferencia genéricas en formatos tipo (NUM,DEN) o ZPK. El Ejemplo 1 plantea el
control de un sistema de primer orden con tiempo de retardo. El Ejemplo 2 introduce un doble
integrador. El Ejemplo 3 trata del control de un sistema de segundo orden con un integrador.

Ejercicios
1. Suponga un sistema con funcién de transferencia:

4

Gls) = s(s+2)

Se desea disefiar un compensador para que la constante de error estdtico de velocidad sea K, = 20
s~!1, el margen de fase de al menos 50° y el margen de ganancia como minimo de 10 dB (ejemplo de
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la referencia [31], pdgina 496). Calcule haciendo uso de la herramienta los pardmetros K, Ty 8 del
controlador. Compruebe que para sistemas tipo 1 como el de este ejercicio, el valor de la constante
de error estdtico de velocidad K, es el valor de la frecuencia en la interseccion de la extension de
la linea de pendiente inicial de —20 db/década con la linea de 0 dB.

Seleccione el Ejemplo 1 del ment de Opciones situado en la esquina superior izquierda de la herra-
mienta. Analice lo que ocurre cuando intenta imponer una especificacién con un MF superior al
inicial. ;Cémo justifica el comportamiento que observa en lazo cerrado?

Escoja el Ejemplo 2 del mend de Opciones, correspondiente a un doble integrador sin tiempo de re-
tardo. Justifique si ese sistema se puede estabilizar utilizando tinicamente un controlador propor-
cional K. ;Cudl es su margen de fase? ;Se podrd estabilizar utilizando una red de avance de fase?
Se recomienda realizar un andlisis tanto con la herramienta interactiva descrita en esta seccién
como usando el lugar de las raices para responder a estas preguntas. Comente la estructura y los
pardmetros de la red de avance de fase que se obtienen aplicando este método. ;A qué otro con-
trolador conocido se asemeja? ;Cudl es el valor del tiempo de retardo del sistema que haria que el
sistema en lazo cerrado se inestabilice?

Utilice el Ejemplo 3 del ment de Opciones. Indique los valores de los pardmetros del controlador
con los que se consigue un MF = 75°.

Disefie una red de avance de fase para que el sistema dado por:

(s+2)
(s +0.1)(s% 4+ 10s + 29)

G(s) =

tenga un error en régimen permanente cuando la referencia es un escalén del 1 % y un margen de
fase de 60° (referencia [4], pdginas 362-369).

Se considera un sistema con una funcién de transferencia G(s) = 1/s(s + 2). Disefie una red de
avance de fase para que el error en régimen estacionario cuando la referencia es una rampa sea
inferior al 5% y el margen de fase sea al menos de 45° (referencia [9], pdginas 592-595).
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7.6 Diseno de controladores de avance y retraso de fase en el dominio
frecuencial

Herramienta interactiva: 7.6. f disefio_avance_retraso

Conceptos analizados en la ficha

= Disefio de controladores de avance y retraso de fase en el dominio de la frecuencia.

Teoria  Los métodos frecuenciales toman como especificaciones el cumplimiento de un cierto error
en estado estacionario ¢, y un determinado margen de fase MF. Existe la posibilidad de afiadir un
grado de libertad adicional como especificacién (wcg), pudiéndose desarrollar un método matematico
que permita alcanzar tres especificaciones (dado que el controlador tiene tres pardmetros K, f y 7), en
caso de que exista solucién.

Se supone por tanto que en lo que sigue la ganancia proporcional del controlador se ha calculado
previamente basdndose en especificaciones de estado estacionario.

Si se toma la formulacién del controlador en forma de constantes de tiempo y se particulariza para
la frecuencia de cruce de ganancia w,g, imponiendo que para dicha frecuencia de cruce el sistema com-
pensado tenga un margen de fase MF, se tiene que:

. . weof +1 . Ceno
ClieugGliesg) = K({oA Jipoehe =16/
JWegh + 1 1 jmE-1800—9c) _ 1 .
i = e = —— (—cos (MF — —jsen(MF — 7.17
JWegT +1 KPG KPG ( ( 4)(3) ) ( 4)G)) ( )

donde p; y ¢ son la magnitud (que no estd expresada en dB) y la fase de G(jw) en w = wy. Nétese que
se han utilizado la notacién exponencial y la notacién polar para representar la condiciéon de margen de
fase (se impone la condicién de que en la frecuencia de cruce de ganancia del sistema compensado la
magnitud es 1 y el margen de fase es igual a MF, que es conocido de las especificaciones).

Separando la ecuacién (7.17) en sus partes real e imaginaria, se puede resolver un sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas:

. 1+ Kpgos(MF —¢g)  __ cos(MF — ¢g) + Kpg (7.18)
~wegKpgsen(MF — ¢c) wegsen(MF — ¢g) .

Para usar estas ecuaciones es necesario determinar antes K de las especificaciones de estado estacionario
y dibujar el diagrama de Bode para KG(jw). De dicho diagrama se determina pg y ¢ en w = wy, (16gi-
camente este w,, es una especificacion relacionada con la rapidez de respuesta y se suele determinar
como una estimacién de la frecuencia natural del sistema en lazo cerrado, que se obtiene de las especi-
ficaciones del transitorio suponiendo que el comportamiento del sistema en lazo cerrado va a ser de
segundo orden subamortiguado). Es importante recordar que K y pg son la magnitud real (no expre-
sadas en dB). Si los valores obtenidos de T y B son negativos, quiere decir que las especificaciones son
muy exigentes y no se pueden cumplir con esa estructura del controlador, por lo que habrd que relajarlas
o bien utilizar otra estrategia de control.
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Aplicacion
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Disefio en frecuencia: Avance y retraso de fase

El drea superior izquierda de la herramienta facilita la modificacién (a través de cuadros de
texto y barras de desplazamiento) tanto de Parametros del sistema (su ganancia estética k y el tiempo
de retardo t,) como de las Especificaciones del problema (margen de fase MF, frecuencia de cruce
wcg y error en estado estacionario eee). Se representa también bajo estas secciones la funcién de
transferencia simbdlica del sistema G(s) y la del controlador C(s). El error en estado estacionario al
que hace referencia esta especificacion es:

= De posicién, cuando la referencia es un escalén unitario, si G(s) es tipo 0.
s De velocidad, cuando la referencia es una rampa unitaria, si el sistema es tipo 1.

s De aceleracién, cuando la referencia es una pardbola unitaria, si el sistema es tipo 2.

Los elementos dindmicos de G(s) (polos, integradores, ceros y derivadores - X, X, o, 0) se introducen
y modifican a través del editor de polos y ceros asociado a la Representacion polo-cero, arrastrando
elementos del repositorio que hay junto al titulo de la figura. Estos elementos dindmicos se pueden
colocar en cualquier posicién del plano complejo simplemente arrastrandolos con el ratén a esa
posicién (l6gicamente, los polos y ceros complejos conjugados deben ir por parejas, en caso contrario
no se permite el desplazamiento).
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Aplicacion...

Se pueden eliminar los elementos interactivos simplemente arrastrdndolos de nuevo hacia el
repositorio de la gréfica. El polo y el cero del compensador se dibujan en color azul, como se indica
en la leyenda situada en la parte inferior derecha de la representacion del plano s.

El drea superior derecha de la herramienta incluye las distintas representaciones frecuenciales de
L(jw) = C(jw)G(jw): Diagrama de Bode, Diagrama de Nyquist y Diagrama de Nichols, pudiendo selec-
cionarse cada uno de ellos como vista tinica o representarse simultdneamente, segtin la eleccién que
se haga en el menti Opciones situado en la esquina superior izquierda de la herramienta.

En todos los casos se utiliza una linea de color rojo para dibujar la respuesta en frecuencia de
KG(s), el color azul para C(s)G(s) y el color verde para C(s) (dnicamente en el diagrama de Bode).
Como novedades en esta ficha, sobre las curvas de las representaciones gréficas del sistema KG(s)
se superponen trazos de color amarillo () para indicar el intervalo de frecuencias de disefio en las
que el controlador que permite cumplir las especificaciones es una red de retraso de fase. Del mismo
modo, se representan en color marrén (-) los segmentos de la respuesta temporal de KG(s) situados
en frecuencias donde la solucién al problema es una red de avance de fase. Los trazos que quedan
en color rojo indican que la solucién al problema con las especificaciones dadas es un controlador
proporcional con ganancia K. Las gréficas incluyen leyendas explicativas de la gama de colores uti-
lizada.

El margen de fase del sistema KG(s) se representa mediante un segmento de color verde, termina-
do en un circulo del mismo color situado sobre la respuesta en frecuencia. El margen de fase deseado,
MEF (des), se representa mediante un segmento de color celeste, también finalizado en un circulo del
mismo color que se puede desplazar para cambiar esta especificacién (modificando automdticamente
al resto de elementos interactivos de la herramienta que se ven afectados por este valor).

En los diagramas frecuenciales se muestra también un simbolo ¢ representativo de la frecuencia
de corte de disefio. En el Diagrama de Bode, ese elemento se sitia en el corte de una linea vertical
negra interactiva que permite modificar la frecuencia de cruce w¢, del sistema compensado con las
curvas de frecuencia del compensador. En el Diagrama de Nyquist y el Diagrama de Nichols el simbolo
< se sittia sobre la grafica de KG(jw) y facilita el cambio de la frecuencia de disefio wg, que en estos
diagramas es una variable implicita.

El Diagrama de Bode contiene en el eje de frecuencias un aspa (X) y un circulo (o) asociados res-
pectivamente con el polo p. y el cero z, de la red. Su posicién se calcula automéaticamente por el
algoritmo y por tanto no se trata de elementos interactivos.

En la gréfica de Respuesta temporal se utiliza el color rojo para representar la salida del sistema en
lazo cerrado cuando L(s) = KG(s) y el color azul para L(s) = C(s)G(s). Al igual que en otras
herramientas, la linea discontinua horizontal de color verde y el circulo situado al comienzo de la
misma (o) se pueden utilizar para cambiar la amplitud del escalén en la referencia. A mitad de la
gréfica, sobre el eje de tiempos, se sittia un segmento de trazo fino de color verde con dos circulos.
El circulo superior se puede cambiar en direccién vertical, e indica la amplitud del escalén en la
perturbacién de carga a la entrada del sistema. El inferior posibilita el cambio del instante en que se
introduce la perturbacién. Del mismo modo, los circulos de color negro situados a la derecha de los
anteriores facilitan la modificacién de la varianza del ruido de salida y del instante en que se activa
dicha senal.

En todas las gréficas se incluyen tridngulos de color negro que se utilizan para cambiar el fondo de
escala de las gréficas, pulsando con el ratén a la derecha o izquierda de los situados en el eje de
abscisas y en la parte superior o inferior de los ubicados en el eje de ordenadas.

El menti Opciones incluye un conjunto de ejemplos practicos, ademds de la posibilidad de introducir
funciones de transferencia genéricas en formatos tipo (NUM,DEN) o ZPK. El Ejemplo 1 plantea el
control de un sistema de primer orden con tiempo de retardo. El Ejemplo 2 introduce un doble
integrador. El Ejemplo 3 trata del control de un sistema de segundo orden con un integrador.
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Ejercicios

1.

Cuando arranca la herramienta, por omisién se escoge un sistema de tercer orden con un cero
y sin retraso, con unas especificaciones de MF = 84.5°, weg = 1.9 rad /sy e = 0.172. Como el
sistema es tipo cero, dicho error se refiere a un cambio en forma de escalén unitario en la referencia.
Determine los intervalos de frecuencias de corte de ganancia w.q donde la solucién al problema es
un controlador proporcional, una red de retraso de fase o un compensador de avance de fase.

Repita el ejercicio considerando una especificacién de e, = 0.1 y ganancia estdtica k = 1 en el
sistema. Introduzca una perturbacién de carga a la entrada de amplitud 1 en t = 3 s y un ruido de
varianza 0.05 en f = 6 s, escalando adecuadamente la grafica de respuesta temporal. Indique desde
su punto de vista cudl es el controlador de todos los que cumplen las especificaciones que repre-
senta la mejor soluciéon de compromiso en cuanto a buen seguimiento de la referencia, rechazo de
la perturbacién y baja sensibilidad al ruido.

Repita los dos ejercicios anteriores cuando se considera que el sistema ademds tiene un tiempo de
retardo t, = 0.2 s.

Considere el sistema descrito por la funcién de transferencia (referencia [35], pdgina 191):

400
(s + 30s + 200)

G(s) = 5

Se dan las siguientes especificaciones de funcionamiento:

a) Error en estado estacionario cuando la referencia es una rampa unitaria inferior a 10 %.
b) Frecuencia de cruce de ganancia igual a wey = 14rad/s.
¢) Margen de fase MF = 45°.

Calcule un compensador por avance o retraso de fase que permita cumplir esas especificaciones.
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7.7 Diseno de controladores de retraso de fase en el lugar de las raices

Herramienta interactiva: 7.7. Ir_disefio_retraso

Conceptos analizados en la ficha
= Especificaciones en el disefio basado en el lugar de las raices de controladores de retraso de fase.

= Disefio de controladores de retraso de fase basado en el lugar de las raices.

Teoria  El objetivo principal del disefio de redes de retraso de fase usando el lugar de las raices es
reducir el error en estado estacionario preservando unas ciertas caracteristicas en la respuesta temporal,
teniendo en cuenta que, como se analiz6 en la Seccién 7.4 reducen el valor de la frecuencia de cruce de
ganancia weg.

Se suelen disefiar utilizando cualquiera de las dos expresiones siguientes del controlador, si bien es
mads apropiado usar la representaciéon polo-cero:

— 1 1
ﬂ :Kﬁs+ Kc:Kér Zc=—7, Pc=—
S = Pelpenz Ts+1 T B

1
C(s) = K —
T

El método de disefio basado en el lugar de las raices se suele utilizar en sistemas que satisfacen

de antemano las especificaciones de estabilidad y comportamiento transitorio, pero tienen un error en

estado estacionario superior al deseado. Los pasos que generalmente se siguen a la hora de disefiar un
compensador de retraso de fase son los siguientes:

1. Se determina un punto s (raiz compleja) del lugar de las raices de K. G(s) que satisfaga las especi-
ficaciones de comportamiento dindmico. Obsérvese que por la condicién de médulo del lugar de
las raices K. = 1/|G(s1)|, por lo que el valor de K. se obtiene de aplicar esta condicién.

2. Se determina la ganancia de baja frecuencia del compensador que se requiere para cumplir las
especificaciones de error en estado estacionario (constantes de error estatico Ky, Ky 6 K; segun sea
el tipo del sistema sin compensar).

3. Si el valor de K, obtenido en el punto 1 no es suficiente para cumplir la especificacién de error
en estado estacionario, se determinan el polo y el cero del compensador de retraso de fase que
producen el incremento necesario en la constante de error estdtico sin modificar apreciablemente
los lugares de las raices originales. En este esquema se coloca el polo de la red (p.) muy cerca del
eje imaginario, y el cero muy cerca del polo, para que el desfase que introduce la red no afecte
al comportamiento dindmico (nunca debe ser mayor de 5°) y apenas se modifique el lugar de
las raices respecto al del sistema K.G(s). De este modo, los polos en lazo cerrado del sistema
compensado sélo se alejardn ligeramente de sus situaciones originales. Por tanto, la caracteristica
de respuesta transitoria cambiard muy poco. Con esa eleccion se cumplira que:

|s1 — pcl ~ 1
|G(s1)|ls1 — ze|  |G(s1)]

=Ke — [C(s1)| =~ Ke

La relacién entre el valor de la ganancia requerido en las especificaciones y la ganancia del sis-
tema no compensado es la razén entre la distancia del cero al origen y la del polo. En régimen
estacionario la ganancia del compensador es K.(z./ p¢), por lo que si K, habia sido calculado para
que el lugar de las raices de K.G(s) pase por sq, la forma de aumentar la ganancia es a través del
cociente z./ p.. Por tanto, si se ha fijado arbitrariamente p. (siempre en un valor entre 0 y -1 para
conseguir cocientes z. / p. suficientemente grandes), se obtiene z..
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El efecto negativo que esta eleccion tiene sobre el comportamiento del sistema en lazo cerrado es que
existird un polo del sistema en lazo cerrado muy cerca del origen, cuya influencia se verd atenuada por
el cero de la red, que seguird siendo un cero del sistema en lazo cerrado.

Intuitivamente, se puede entender que si en el limite se selecciona el polo de la red igual a cero
(pc = 0), se estd anadiendo un integrador al sistema, aumentando el tipo y reduciendo los errores en
estado estacionario.

El empleo efectivo del controlador de retraso de fase para mejorar el amortiguamiento requiere colo-
car el polo y el cero muy cercanos. Para sistemas tipo 0y tipo 1 la combinacién debe estar situada cercana
al origen en el plano s. El control de retraso de fase no debe aplicarse a sistemas tipo 2 [26].
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 7.7. Ir_diseno_retraso
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Diseio en LR: Retraso de fase

A la vista del método de disefio explicado en el resumen de teoria, en esta herramienta sélo
hay que dar la funcién de transferencia G(s) y la especificacién de error en estado estacionario, pues
se utiliza la posicion relativa del polo y el cero de la red para ajustar dicha especificacién. La ganancia
estdtica de G(s) se introduce en la secciéon de Parametros situada en el drea superior izquierda de la
herramienta, mientras que los polos y los ceros se configuran en la gréfica de Representacion polo-cero.
La especificaciéon de error en estado estacionario ¢, se establece en la seccién de Especificaciones. En
estos casos se usan cuadros de texto y barras de desplazamiento para la introduccién y modificaciéon
de valores. Junto a estas secciones se visualizan representaciones simbdlicas de G(s) y C(s).

La mencionada Representacion polo-cero se sitda en el drea inferior izquierda de la herramienta. En
ella se pueden insertar polos (), ceros (o), integradores (x) y derivadores (o). Los polos y los ceros
situados en el plano s se pueden desplazar con el ratén a cualquier posicién del eje real (los reales) o
a cualquier posicién del plano s (los complejos conjugados). Para eliminar algtin elemento dindmico
de la funcién de transferencia G(s) basta con arrastrarlo de nuevo hacia el repositorio. El polo (x) y
el cero (o) de la red de adelanto o retraso de fase se dibujan en (azul), color que también se usa para
indicar la posicién de los polos del lazo cerrado originados por el compensador C(s) y denominados
(A) Polo Ic(CG). Los ceros de lazo cerrado no se representan porque coinciden con los de la funcién
delazo L(s) = C(s)G(s).
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Aplicacion...

Los polos dominantes del lazo cerrado proporcionados por las especificaciones del problema se
representan por el simbolo (1)) Polo espec. Estos polos son interactivos y permiten imponer la localiza-
cién deseada de los polos complejos conjugados del lazo cerrado (s, s7) de forma sencilla e intuitiva.
Cuando se desplazan su posicion se refresca en la esquina inferior izquierda de la herramienta.

El 4rea superior derecha de la herramienta estd dedicada a las distintas representaciones frecuenciales
seleccionables desde el ment Opciones, desplegable desde la esquina superior izquierda y al que se
hard referencia mds adelante. Las gréficas frecuenciales incluyen en color rojo la curva del sistema
K.G(s), en azul la del sistema compensado C(s)G(s) y en verde (sélo en el Diagrama de Bode) la del
compensador C(s). El margen de fase de K.G(s) se identifica a través de un segmento (o un arco
en el Diagrama de Nyquist) de color verde terminado en un circulo del mismo color sobre la curva.
El margen de fase de C(s)G(s) también se dibuja mediante un segmento (o un arco) acabado en
un circulo sobre la curva frecuencial, en este caso de color celeste. Sobre las gréficas se superponen
etiquetas explicativas de los cédigos de colores utilizados.

En la zona inferior derecha de la herramienta se dibujan las respuestas temporales del lazo cerrado
cuando se produce un escalén en la referencia en t = 0 para el sistema compensado sélo en ganancia
K.G(s) (en rojo) y el sistema compensado con el controlador C(s)G(s) (en azul). La linea discontinua
horizontal de color verde y el circulo situado al comienzo de la misma (o) sirven para modificar
la amplitud del escalén en la referencia. El segmento de trazo fino de color verde con dos circulos
situado en la zona central de la grafica sobre el eje de tiempos facilita el cambio de la amplitud del
escal6n de perturbacién a la entrada del sistema (circulo superior) y el cambio del instante en que
se produce la perturbacion (circulo inferior). Los circulos de color negro situados a la derecha de
los anteriores son elementos interactivos a través de los cuales se puede imponer una determinada
amplitud de la varianza del ruido de salida (circulo superior) y el instante en que se activa dicha
sefial (circulo inferior).

En todas las gréficas se incluyen tridngulos de color negro que se utilizan para cambiar el fondo de
escala de las gréficas, pulsando con el ratén a la derecha o izquierda de los situados en el eje de
abscisas y en la parte superior o inferior de los ubicados en el eje de ordenadas.

El ment Opciones estd separado en tres grupos. El primero de ellos, ya comentado, permite selec-
cionar el tipo de diagrama frecuencial que se quiere representar en el drea superior derecha de la
herramienta (Diagrama de Bode, Diagrama de Nyquist, Diagrama de Nichols, Vista completa). El siguiente
grupo estd compuesto por tres opciones:

= Triangulo: Cuando se marca esta opcion se incluyen en la representacién del lugar de las raices
dos segmentos discontinuos de color negro que unen el polo y el cero de la red de retraso de
fase con el polo dominante del lazo cerrado seleccionado para el disefio (s1).

= LGR original: Cuando se activa esta opcioén, se superpone al lugar de las raices del sistema com-
pensado C(s)G(s) el del sistema original compensado tinicamente con K. (K.G(s)).

= Escalon espec: Se habilita la opcién de visualizar la respuesta tedrica que tendria un sistema de
segundo orden cuyos polos estén ubicados en la posicién seleccionada en la Representacion polo-
cero y el error en estado estacionario impuesto en las especificaciones. Esta opcién sirve para
comparar la respuesta temporal del lazo cerrado obtenida con la que teéricamente se deberia
alcanzar si el sistema en lazo cerrado fuera de segundo orden.
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Aplicacion...

Finalmente, viene un grupo con ejemplos practicos, incluyendo la posibilidad de introducir
funciones de transferencia genéricas en formatos tipo (NUM,DEN) o ZPK.

Ejercicios

1. Considere un sistema definido por:

10

“O=6+m)

Las especificaciones de funcionamiento (referencia [35], pagina 195) son:

a) Factor de amortiguamiento relativo de los polos dominantes de lazo cerrado { = 0.707.

b) Error en estado estacionario a entrada en rampa unitaria menor del 5 %.
Disefie con la herramienta una red de retraso de fase que permita cumplir esas especificaciones.

2. Partiendo del ejemplo que se muestra al arrancar la herramienta, justifique usando el diagrama
de Nyquist la diferencia que aparece entre la curva roja (correspondiente a K.G(s)) y la azul
(C(s)G(s)). ¢Por qué no influye apenas esa diferencia en la respuesta temporal de ambos sistemas?
Reduzca paulatinamente el valor de la especificacién en estado estacionario e,, hasta el valor a
partir del cual algtn punto de la respuesta temporal del sistema compensado sobrepasaria la refe-
rencia en escalén de amplitud 1. Indique los cambios que se han producido en la gréfica del lugar
de las raices.

3. Reinicie la herramienta y vuelva a considerar el estado inicial del ejemplo contemplado en el
apartado anterior. Desplace los cuadros [ que representan la localizacién deseada de los dos polos
dominantes del sistema en lazo cerrado. ;Por qué llega un momento en que desaparece la respues-
ta en frecuencia del sistema C(s)G(s)? Justifique la respuesta.

4. Seleccione el Ejemplo 3 del ment Opciones. Indique el valor de error de régimen permanente e., por
debajo del cual no se puede usar una red de compensacién con los pardmetros que se muestran
por omisién al seleccionar este ejemplo.

5. Considere un sistema dado por:

1
G(s) = ——=
(5) s(s+2)
Disefie una red de retraso de fase que proporcione un factor de amortiguamiento relativo de las
raices complejas dominantes de 0.45 y una constante de error de velocidad igual a 20 (referencia
[9], pdginas 606-607).
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7.8 Diseno de controladores de avance de fase en el lugar de las raices

Herramienta interactiva: 7.8. Ir_disefio_avance

Conceptos analizados en la ficha
= Especificaciones en el disefio basado en el lugar de las raices de controladores de avance de fase.
= Disefio de controladores de avance de fase basado en el lugar de las raices.
Teoria Enel disefio de redes de avance de fase basado en el lugar de las raices, en funcién de la técnica
utilizada, se usan representaciones de la funcién de transferencia del sistema y del controlador tanto en

formato polo-cero como de constantes de tiempo (para simplificar y sin pérdida de generalidad, s6lo se
muestra la férmula con polos y ceros reales):

m m m m
[I6s-z) TIBs+1) [1(-2) 16 . .
=1 i=1 =1 =
G(S):K]” :k]n , k:K]n , K:k]n , Z]i E/ pli ?
(S_pl) H(T,’S—i—l) (_pl) HTz ! '
i=1 i=1 i=1 i=1
S—Ze _pPstl o gz _xp 1 __1
C(s)_KCS—Pc_ Ts+1 K_chc’ KC_KT, T ﬁ, Pe= T

La idea que subyace en el método de disefio de redes de avance de fase utilizando el lugar de las raices
es reorganizar dicho lugar afiadiendo un polo y un cero (los del compensador) a los del sistema en lazo
abierto para conseguir que el lugar geométrico pase por un punto determinado del plano complejo se-
leccionado a partir de las especificaciones (ese punto suele ser un polo dominante deseado del sistema
en lazo cerrado). En muchos casos, esas especificaciones vienen dadas en términos de cantidades en el
dominio del tiempo (sobreoscilacién, tiempo de subida, tiempo de pico, ...) que proporcionan la frecuen-
cia natural no amortiguada w;, y el factor de amortiguamiento relativo { de los dos polos dominantes
del lazo cerrado.
Existen diversos métodos de disefio basados en el lugar de las raices. Los pasos comunes son:

1. Determinar a partir de las especificaciones de régimen transitorio, la localizacién de los polos
complejos conjugados dominantes (s, s]) del sistema en lazo cerrado.

2. Se comprueba usando el lugar de las raices del sistema original (sin compensar), si simplemente
ajustando la ganancia (usando una ganancia K de un control proporcional) se pueden situar los
polos en lazo cerrado en la posicién deseada en el plano s. Si no es posible, hay que calcular el
angulo que debe proporcionar el compensador de avance de fase para que el lugar de las raices
pase por s (ese dngulo vendrd proporcionado por la relacién entre z. y p. (o de forma equivalente,
entre By 7).

Situar el cero del controlador.

Determinar la localizacién del polo del controlador haciendo uso de la propiedad de que para que
el punto s1 en el plano complejo pertenezca al lugar de las raices debe satisfacerse la condicién de
angulo con ¢, = /(51 —z¢) y ¢p = L(s1 — pc):

n

/C(s1)G(s1) = £180° — i L(s1—z¢) = Y L(s1— pi) + ¢z — pp = £180°
=1 /

=1 ——

$e

¢
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5. Se comprueba si con la ganancia K, se satisfacen los requisitos de estado estacionario. Si no es asf,
hay que cambiar s; y rehacer el disefio.

6. Cerrar el lazo y comprobar que se cumplen las especificaciones. Si los polos en lazo cerrado se-
leccionados resultan no ser dominantes, serd necesario modificar su posicién y repetir el procedi-
miento.

Los pasos anteriores pueden modificarse si se incluyen también especificaciones en estado estacionario,
como se verd en lo que sigue. Como el controlador tiene tres grados de libertad (K., z. y pc) y de las
condiciones del lugar de las raices (médulo y dngulo) sélo se pueden obtener dos de ellos, se han de-
sarrollado diversos métodos para determinar el tercer pardmetro. Los tres mds extendidos se basan en
aproximaciones geométricas. Usar el cero del compensador para cancelar un polo de G(s) o tener en
cuenta especificaciones de error en estado estacionario a través de las constantes de error K, Ky, y K.

Dorf y Bishop [9] recomiendan que el cero se coloque directamente debajo del punto s; que satisface
las especificaciones y pertenece al lugar. Ogata [31] y D’ Azzo y colaboradores [8] describen otro método
basado en consideraciones geométricas (método de la bisectriz), que busca obtener el mayor valor posi-
ble para « = T/ = z./ p¢, que se corresponde con un mayor valor de K, y por tanto un menor error en
régimen estacionario.

Procedimiento de equidistribucion

El método de equidistribucién es una variantes simplificada el método de la bisectriz excplicado en
[31]. Con este procedimiento se pretende lo siguiente:

= Dada una pareja de polos complejos conjugados (s1,5] ), se desea que éstos sean polos dominantes
del sistema de lazo cerrado. Dichos polos vienen determinados por las especificaciones del pro-
blema, tipicamente a través del coeficiente de amortiguamiento relativo { y la frecuencia natural
no amortiguada wy,.

= Se busca que la contribucién a la condicién de dngulo del polo y el cero sea la misma, es decir,
que el tridngulo que forma sy, z¢ y p. sobre el plano complejo sea un triangulo isésceles (tenga dos
lados de la misma longitud y por tanto los dangulos que se oponen a estos lados tengan el mismo
valor).

Para llevar a cabo el proceso de disefio, hay que tener en cuenta que el controlador presenta tres
grados de libertad: K, z. y p.. Para obtener los valores de los pardmetros que permiten cumplir las
especificaciones del problema, se definen tres ecuaciones que deben cumplir:

» Condicién de arqumento:
¢z Pp
——
L(s1— pi)+ Ls1 —zc — Ls1 — pe = £180° (7.19)
¢c

M-

Il
—_

3" /(51— 2) —

(=1

4

» Condicién de magnitud:
|51 —ze| TT/Zq [s1 — 2|

K =1, K. >0 (7.20)
“Is1 —pel TTq |51 — pil ‘

» Condicién de equidistribucion:
¢p = 180° — ¢, (7.21)



200 - Capitulo 7. Disefio de sistemas de control

_ AR
AR NS \\
g, d. g\
\J O d
pc ZL‘ Re

Figura 7.6 Procedimiento geométrico de disefio de red de avance en lugar de las raices: Equidistribucién

Dado que se dispone de 3 ecuaciones y 3 incdgnitas, el problema de disefio queda totalmente determi-
nado, siempre que exista solucién.
Procedimiento de cancelacién de polo dominante

En este método, se escoge el cero del compensador de forma que cancele al polo més dominante del
sistema controlado (excluyendo como es normal los integradores). Légicamente no se puede realizar una
cancelacién de los polos inestables. Esa cancelacion se consigue situando el cero en la misma posicién
que el polo dominante de G(s) en el plano s. El polo del compensador se situard de forma que cumpla
las condiciones del lugar de las raices en el polo deseado en lazo cerrado s; (se obtiene la posicién del
polo de la red a partir de las condiciones de dngulo /(s; — pc) = —180° + ¢ + Z(s1 — zc)). El polo que se
cancela depende del tipo del sistema. Para un sistema tipo 1 se escoge el polo mas dominante, mientras
que para un sistema tipo 0 se suele escoger el segundo polo mds dominante [8]. El valor de K. se obtiene
de la condicién de magnitud del lugar de las raices:

1
G(s)

K =
S —Z¢

S — Pe

5=81

Usando este método se consigue que no aumente el orden del sistema en lazo cerrado respecto al del
lazo abierto, asi como la complejidad de la respuesta. En sistemas de bajo orden (2) se puede ademds
colocar todos los polos del lazo cerrado en una posicién deseada.

Procedimiento que fija el error en estado estacionario

Este procedimiento permite fijar el comportamiento deseado en lazo cerrado, si bien se aumenta el
orden del sistema y se obtienen respuestas en lazo cerrado mds complejas. El problema admite solucién
analitica, a través de la resolucion de tres ecuaciones acopladas con tres incégnitas:

1. Condicién de argumento:

M

n
L(s1—zj) = Y, L(s1— pi) + ¢ — pp = 180°

T
I

¢

tan (¢c) (Re(s1)* + Im(s1)® — Re(s1)pc) +Im(s1)pe

o tan (¢c) (Re(s1) — pe) + Im(s1)




2.
3.
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Condicién de médulo: |C(sq,z.)G(s1)| = 1.

Condicién de estado estacionario. Por ejemplo, para un sistema que sea tipo 1, se deberfa imponer:

limsC(s, z:)G(s) = Ky

5—0

Existe un método analitico alternativo que usa la expresién del controlador en forma de constantes de
tiempo que se explica a continuacion:

1.

En primer lugar, se determina el valor de K utilizando las especificaciones de error en estado
estacionario.

De las especificaciones de comportamiento transitorio, que en general se expresan en forma de
sobreoscilacién y algtin tiempo caracteristico, se pueden obtener los pardmetros que describen el
denominador de la funcién de transferencia de un sistema de segundo orden (J y wy). Esos dos
pardmetros determinan la posicién de dos polos en lazo cerrado (s; y s7) que se consideraran los
polos dominantes del sistema y por tanto hay que imponer que el lugar de las raices pase por ellos.

Para que el sistema compensado pertenezca al lugar de las raices debe cumplir:

sip+1l 1800
— KT~ elPe — 1e]
C(s1)G(s1) st r10c¢ e

donde G(s1) = pge/?c. Como K es conocido, sélo hay que resolver esa ecuacién con 8y T como
incégnitas. Si s1 se representa en forma polar: s; = pse/¥s, entonces:

4 1¢/180° .
jPs _ = s
pse/ B +1 (pcef‘/’GK (pse T—|—l>

Esta ecuacién puede separarse en parte real e imaginaria, resultando dos ecuaciones con dos in-
cognitas. El resultado de las ecuaciones proporciona:

_ sen(¢s) — Kpgsen(¢pg — ¢s) — Kpgsen(¢s) + sen(¢pg + ¢s)
Kogpssen(¢c) pssen(¢g)

p

Esta técnica sélo es vdlida si T y B son positivos. Ademds, para que sea una red de avance deben cumplir
T < B. Sino se cumple esa condicién, serd una indicacién de que se estdn imponiendo especificaciones
que no se pueden cumplir con ese controlador.
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Herramienta interactiva: 7.8. Ir_diseno_avance
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Diseno en LR: Avance de fase

El mend Opciones de la herramienta, situado en la esquina superior izquierda de la misma, es
bastante rico en contenidos:

= El primer grupo de opciones posibilita elegir entre distintas representaciones graficas en el
dominio frecuencial (que ocupan la parte superior derecha de la herramienta): Diagrama de
Bode, Diagrama de Nyquist, Diagrama de Nichols y Vista completa, que incluye simultdneamente las
tres representaciones anteriores.

s El segundo grupo de opciones permite seleccionar cada uno de los tres algoritmos de cédlculo
de la red de avance de fase explicados en el resumen de teorfa:

e Precision: Implementa el método exacto en el que se imponen como especificaciones el
error en estado estacionario y los polos dominantes en lazo cerrado (a través del factor
de amortiguamiento relativo { y frecuencia natural no amortiguada w; asociados a los
mismos).

e Equidistribucion: Utiliza el método geométrico explicado en primer lugar que utiliza como
especificaciones tinicamente Jy wj,.

e Cancelacion: Calcula la red de avance de fase por el método de cancelacién, usando el cero
de la red para cancelar un polo dominante del sistema.
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s El tercer grupo de opciones estd relacionado con opciones gréficas. Cuando se activa la opcién
Triangulo, sobre el diagrama de Representacion polo-cero en el que se dibuja el lugar de las raices,
se incluyen dos lineas discontinuas de color negro que unen el polo p. y el cero z. de la red con
el polo del lazo cerrado usado como especificacion (sq). Si se selecciona la opcién LGR original,
se dibuja en color rojo el lugar geométrico de las raices del sistema original sélo compensado
en ganancia KG(s), siendo K la ganancia estdtica del compensador. Finalmente, la activacién
de la opcién Escaldn espec, afiade a la curva de respuesta temporal del sistema en lazo cerrado
la que proporciona un sistema de segundo orden que cumpla las especificaciones establecidas
(con los polos en sy y s7 dados por las especificaciones). Esta curva se representa en color verde.

s El dltimo grupo de opciones estd dedicado a la introduccién de ejemplos:

e Ejemplo 1: Utiliza un sistema de primer orden. Se trata de un caso en el que realmente los
métodos explicados no proporcionan un resultado satisfactorio con la configuracién que
aparece por omision (es fcil de comprobar con un andlisis del lugar de las raices). Permite
al usuario analizar escenarios de posibles especificaciones para las que exista solucién.

e Ejemplo 2: Utiliza como funcién de transferencia un doble integrador. Es un ejemplo muy
rico en contenidos conceptuales para analizar la aplicabilidad de los métodos explicados.

e Ejemplo 3: Es el ejemplo mds ilustrarivo y el que suelen incluir muchos textos cldsicos de
control, donde el sistema a controlar es de segundo orden con un integrador.

Finalmente, se ponen a disposicion del usuario dos opciones que facilitan la inclusién de fun-
ciones de transferencia genéricas en formatos (NUM,DEN) o ZPK.

El drea superior izquierda de la herramienta (Parametros) contiene en este caso la ganancia estdtica
k del sistema que se desea controlar, cuyo valor por omisién se puede modificar haciendo uso de un
cuadro de texto o una barra de desplazamiento. No se considera tiempo de retardo (en este texto no
se han explicado las variantes del método del lugar de las raices para sistemas con tiempo de retardo).
Los polos y los ceros se determinan en la Representacion polo-cero, que se explica mds adelante.

A continuacion de esta seccién se encuentra la de Especificaciones. Para todos los métodos de
disefio se incluye la posibilidad de modificar, a través de cuadros de texto o barras de desplaza-
miento, el valor del factor de amortiguamiento relativo { y de la frecuencia natural no amortiguada
wy que determinan el comportamiento deseado en lazo cerrado (y por tanto la posicién de sq).
Si el método seleccionado es el de Precision, a las especificaciones previas se afiade la de error en
estado estacionario (eq), cuyo significado dependerd del tipo de la funcién G(s). Si G(s) es tipo 0,
Cee = Cee, (error a seguimiento de referencia en forma de escaldn). Si G(s) es tipo 1, eee = €ee,, v
asi sucesivamente. Debajo de las especificaciones se visualiza una representacion simbélica de la
funcién G(s) y del compensador C(s).

La zona inferior izquierda de la herramienta contiene la Representacion polo-cero. En esta representa-
cién se visualiza el lugar de las raices del sistema compensado C(s)G(s) y del sistema KG(s) (si se
ha seleccionado la opcién LGR original en el menti Opciones). Como es habitual, esta representacién
incorpora un repositorio de polos y ceros junto al titulo de la grafica x X oo que facilita el cambio
de la estructura del modelo del sistema, simplemente arrastrando elementos dentro de la grafica y
posiciondndolos en la localizacién deseada. Cualquier polo o cero se puede desplazar haciendo uso
del ratén y se pueden extraer los elementos dindmicos arrastrandolos hacia el repositorio.
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El polo (x) y el cero (o) de la red no son interactivos, pues su posicién en el eje real negativo del
plano s se obtiene de los cdlculos que se realizan internamente usando los tres algoritmos implemen-
tados. Los polos en lazo cerrado (Polo Ic) se representan mediante el simbolo (A) y no son interactivos.
Los polos determinados por las especificaciones del problema (Polo espec) se dibujan usando el sim-
bolo [, siendo estos tltimos interactivos para facilitar la imposicién de distintas especificaciones (su
posicién estd ligada a los valores de 'y wy, que se actualizan de forma automatica).

En el drea superior derecha de la herramienta se visualizan las distintas representaciones de la res-
puesta frecuencial del sistema, en funcién de la eleccién que se haya realizado en el ment Opciones.
Al arrancar la herramienta, por omisién se muestra el Diagrama de Nyquist. En trazo continuo de color
azul se dibuja la respuesta en frecuencia del sistema compensado C(s)G(s), representdndose en color
celeste el correspondiente margen de fase (MF). En rojo se dibuja la del sistema no compensado y
el margen de fase asociado en color verde. Los mismos comentarios son aplicables al Diagrama de
Nichols. El Diagrama de Bode incorpora la misma informacién, incluyendo ademds la respuesta en fre-
cuencia del controlador C(s) dibujada en trazo verde continuo. Las lineas de 0 dB y —180° se marcan
en color gris.

La Respuesta temporal del sistema en lazo cerrado cuya funcién de lazo es L(s) = C(s)G(s) se dibuja
en linea de color azul y la del sistema en lazo cerrado con L(s) = KG(s) en color rojo. Como se ha
comentado previamente, existe la posibilidad de seleccionar en el ment Opciones la representacién
de la respuesta temporal determinada por las especificaciones (un sistema de segundo orden con J y
w, deseadas y con el mismo error en estado estacionario que el sistema compensado). Esta curva se
dibuja en color verde.

En todas las gréficas anteriores se incluye una leyenda donde se especifican los cédigos de colores y
trazos usados para cada curva.

Los tridngulos negros situados en las gréficas posibilitan el cambio del fondo de escala, pulsando
con el ratén a la derecha o a la izquierda de los situados en el eje de abscisas o en la parte superior o
inferior de los ubicados en el eje de ordenadas.

Ejercicios
1. Considere el modelo de la posicién de un motor de corriente continua dado por (referencia [31],
pégina 313)
10
G(s) = —
(5) s(s+1)

Disefie un controlador de avance de fase de forma que los polos de lazo cerrado dominantes tengan
un factor de amortiguamiento § = 0.5 y la frecuencia natural no amortiguada sea de w;,, = 3 rad/s.

2. Seleccione el Ejemplo 1 del ment Opciones. Justifique por qué ninguno de los métodos explicados
en el resumen de teoria proporciona un resultado satisfactorio con este tipo de especificaciones.
Justifique la respuesta.

3. Seleccione el Ejemplo 2 del ment Opciones. Justifique por qué no se puede aplicar el método de
Cancelacion a este caso. Indique qué estructura deberia tener el controlador por avance de fase
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para poder aplicar el método de Equidistribucion. ;Qué valor deben tener en este caso ¢, y ¢?
¢Doénde se coloca el cero de la red?

Utilice el Ejemplo 3 del ment Opciones. Si se considera la configuracién que muestra por omisién
la herramienta, justifique por qué el método de Precision proporciona el mismo resultado que el
de Cancelacion. ;Como tiene que modificar la especificacién de error en estado estacionario en el
método de Precision para obtener el mismo resultado que con el método de Equidistribuciéon? Disefie
un controlador de avance de fase para que el sistema en lazo cerrado tenga una sobreoscilacién
del 5% y un tiempo de pico de 1 s. Justifique si es posible cumplir esas especificaciones e indique
el valor de la constante de error K, que se obtiene.

Considere un sistema dado por G(s) = 1/s?. Disefie un compensador por avance de fase pra que el
tiempo de establecimiento del 2 % sea menor o igual a 4 segundos y la sobreoscilacién sea inferior
al 35 % (referencia [9], pdginas 597-599).

Disefie un compensador por avance de fase para el sistema dado por la funcién de transferencia
(referencia [13], pdgina 269):
1

0=+

de forma que la sobreoscilacién sea inferior al 20 % y el tiempo de subida igual o inferior a 0.3 s.
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7.9 Control Pl de sistemas de primer orden sin tiempo de retardo por el método
de asignacion de polos

Herramienta interactiva: 7.9. PI_asignacion

Conceptos analizados en la ficha
= Especificaciones en el disefio basado en asignacién de polos de controladores PI.

= Disefio de controladores PI por el método de asignacién de polos para sistemas de primer orden
sin retardo.

Teoria  En esta seccion se trata el caso mds sencillo de aplicacién de un método general de asignacion
de polos, pues se considera que tiene un alto componente didéctico. Como su propio nombre indica, el
método se basa en trasladar las especificaciones del transitorio a una posicién deseada de los polos del
sistema en lazo cerrado. En el caso sencillo tratado en este apartado, se considerara que se va a controlar
un sistema de primer orden sin tiempo de retardo con un controlador PI para obtener un sistema en lazo
cerrado de segundo orden cuyos polos estén ubicados en localizaciones del semiplano izquierdo que
produzcan una respuesta transitoria deseada en términos de sobreoscilacién (factor de amortiguamiento
relativo) y un tiempo caracteristico (tiempo de subida, tiempo de pico o tiempo de establecimiento).
Esto es equivalente a que el polinomio caracteristico del sistema en lazo cerrado venga dado por J(s) =

2 + 28 cwp, s + w%lf, cuyas raices son s1 = —§jcwp, + jwy, /1 — l2c y 81 = —8ewn,, — jwn /1= lzc'
Légicamente, al ser el sistema tipo 0 y usar un controlador PI, el sistema en lazo cerrado tendrd error
en estado estacionario nulo cuando la entrada tiene forma de escalén. Los pardmetros del polinomio
caracteristico deseado estdn relacionados con las especificaciones por las siguientes férmulas:

Sobreoscilacién (%) Tiempo de pico Tiempo de subida  Tiempo de establecimiento
Sicm U T—¢ 4
SO(%) =100exp | ———= ty = ts = te =
\V - glzc Wy / 1- g%c Wi/ 1- glzc glcwnk
cos(¢) = Gc (2%)

La cadena directa, que coincide con la funcién de transferencia del lazo con realimentacién unitaria
L(s) = Q(s) = C(s)G(s), viene dada por:

K(TZS+1) k
Tis Ts+1

L(s) =

La funcién de transferencia en lazo cerrado por tanto viene dada por:

Kk
—(Tis+1
o (Ts+1)

Ts) =~ <1+Kk) Kk
s-+ . s+

Ti T

Analizando dicha funcién de transferencia se pueden extraer una serie de conclusiones:
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» La ganancia estdtica® del lazo cerrado es 1. Esto es esperable porque por el hecho de haber uti-
lizando un controlador PI el error en estado estacionario del sistema en lazo cerrado cuando la
referencia es un escalén debe ser cero.

= El denominador de la funcién de transferencia del sistema en lazo cerrado es de segundo orden,
por lo que para cumplir las especificaciones se podra igualar al denominador normalizado de una
funcién de transferencia de segundo orden, donde { y w; se han obtenido de las especificaciones
de comportamiento transitorio aplicando las férmulas anteriores que los relacionan con la sobre-
oscilaciéon y los tiempos caracteristicos. Por tanto:

1+ Kk Kk
52+( - )s+ﬂ:52+2g,cwnks+wik

1

Obteniéndose las siguientes relaciones:

1+ Kk B 278 cwp;, — 1 2 Kk _ Kk - 278 cwn;, — 1
T N CoTwi, Tw?

— K =———-T

21cwm = k “ine Tit

(7.22)

Se obtienen los pardmetros del controlador PI en funcién de las especificaciones de comportamien-
to en lazo cerrado (localizacién deseada de los polos en el plano s). Sino se obtienen valores 16gicos
de los pardmetros K y T; (por ejemplo un tiempo integral negativo) estaria indicando que las es-
pecificaciones impuestas no se pueden cumplir.

= Como se puede vislumbrar, en la funcién de transferencia en lazo cerrado aparece un cero en
el denominador en s = —1/T;. El efecto de dicho cero puede ser despreciable si se encuentra
suficientemente alejado del eje imaginario en relacién a los polos del lazo cerrado, pero si no es asf
la respuesta obtenida en lazo cerrado serd distinta a la que se obtendria en un sistema con el mismo
denominador pero sin el cero. En general se obtendrad una respuesta con menor tiempo de pico y
con mayor sobreoscilacién. En ese caso habrd que repetir el disefio con unas especificaciones en
lazo cerrado menos exigentes en cuanto a tiempo de respuesta o bien realizar un andlisis utilizando
la técnica del lugar de las raices. Otra opcién sencilla es utilizar un sistema de control con dos
grados de libertad C(s) y F(s), donde F(s) es un filtro de la referencia que puede ser un sistema de
primer orden con ganancia estdtica unidad y un polo en s = —1/T; que cancele el cero del sistema
en lazo cerrado. Este tltimo caso no ha sido considerado en la ficha.
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Disefio PI: Asignacion de polos
En esta herramienta interactiva la distribucién de objetos en pantalla es la que sigue.

En la zona superior izquierda se muestran los Parametros del sistema, que en el caso considerado
en esta herramienta son la ganancia estdtica k y la constante de tiempo T de un sistema de primer
orden sin tiempo de retardo. Junto a los cuadros de texto y barras de desplazamiento disponibles
para modificar sus valores, se dibuja en color rojo la representaciéon simbdlica de la funcién de
transferencia del sistema seleccionado (G(s)). Debajo de estos elementos aparecen los relacionados
con las Especificaciones y controlador. En un primer nivel aparecen las especificaciones en forma de
factor de amortiguamiento relativo deseado del lazo cerrado §;. y frecuencia natural no amortiguada
del lazo cerrado wy, (que proporcionan los polos deseados del sistema en lazo cerrado), junto con
una representacién simbélica de la funcién de transferencia resultante del sistema en lazo cerrado
T(s) que se representa en color verde. Hay que hacer notar que esta representacion simbdlica incluye
el cero en lazo cerrado resultante de la utilizacién de un controlador PL

Debajo de esta representacion se exponen las férmulas obtenidas para la ganancia proporcional
K del controlador y el tiempo integral T; (7.22), que se van actualizando a medida que cambian las
especificaciones o los pardmetros del sistema que se desea controlar.
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También en este drea se incluyen medidas de comportamiento tedrico del sistema en lazo cerrado
y sus unidades, como son la sobreoscilacién (SO), el tiempo de pico (t}), el tiempo de subida (t;) y el
tiempo de establecimiento (¢,) que proporcionaria el sistema para esas especificaciones, sin tener en
cuenta el efecto del cero resultante en el numerador. Dichos valores se pueden obtener también de la
grafica de Respuesta temporal, como se analizard seguidamente.

La zona inferior izquierda de la herramienta contiene la Representacion polo-cero, donde se dibuja en
color rojo el polo real del sistema en lazo abierto (x), en color azul el cero del controlador, que también
es cero de la funcién de transferencia en lazo cerrado (o) y en color verde los polos del sistema en
lazo cerrado que coinciden con los impuestos por las especificaciones (). Tanto el polo del sistema en
lazo abierto como los dos polos del sistema en lazo cerrado (especificaciones) son objetos interactivos,
de modo que al desplazarlos provocan la modificacién de los valores y calculos que se realizan en
las dreas de Parametros del sistema y Especificaciones y controlador. La modificacién de los polos
deseados del sistema en lazo cerrado afectan a las especificaciones del controlador y constituyen una
forma gréfica de imponer esas especificaciones. En esos casos, al colocar el ratén sobre los polos, se
muestra su posicion en la esquina inferior izquierda de la herramienta. El cero del sistema en lazo
cerrado no es interactivo porque su situacién es resultado de la imposicién de las especificaciones
(polos deseados) de lazo cerrado.

La parte derecha de la herramienta contiene las gréficas de Respuesta temporal. En la zona superior se
representa la salida del sistema en lazo cerrado (en trazo grueso azul continuo), la correspondiente a
las especificaciones (sistema en lazo cerrado sin el cero cuyas caracteristicas temporales se presentan
en el drea de Especificaciones), en trazo verde continuo y también se puede incluir la respuesta en la-
zo abierto a un escalén, si se activa el cuadro de seleccién disponible sobre la gréfica (LI Mostrar lazo
abierto), representdndose en trazo de color rojo discontinuo. En los tres casos se incluye una leyenda
con los trazos correspondientes en la esquina inferior derecha de la gréfica. Si se pasa el ratén sobre la
curva de respuesta, cambia su representacién a una mano con un dedo apuntando (%) y aparecen los
valores del tiempo (1) y salida (y) asociados al punto de la gréfica de respuesta sefialado por el ratén,
siendo una utilidad fundamental a la hora de analizar el comportamiento del sistema en lazo cerrado.

En trazo de color verde discontinuo se dibuja la referencia en forma de escalén en t = 0 s, cuya
amplitud se puede modificar accediendo al circulo situado en la linea vertical que pasa por t = 0
s 0 sobre la propia linea. El eje de abscisas incluye otros dos circulos situados al arrancar la herra-
mienta en t = 45syent = 9s. Al desplazarlo verticalmente, el primero de ellos introduce una
perturbacién positiva de carga al sistema con la amplitud que indique la colocacién del circulo y el
segundo introduce un ruido cuya amplitud viene determinada también por la posicién del circulo
correspondiente. Al acceder sobre los tres circulos, se muestra la informacién asociada a la amplitud
de la sefial de forma textual en la esquina izquierda del marco inferior de la herramienta.

Estos circulos se incluyen también en la grafica inferior correspondiente a la Sefial de control, que
representa la entrada al sistema (salida del controlador) en trazo azul grueso continuo. A través de
cuadros de seleccién habilitados sobre el grafico, se pueden incluir las componentes individuales
de la accién proporcional (P, trazo negro continuo) y la accién integral (I, trazo magenta continuo).
También esta grafica tiene leyendas asociadas a los trazos de las acciones P, | y Pl y si se coloca el ratén
sobre la gréfica de la sefial de control PI aparecen sobre la misma los valores asociados de tiempo (t)
y valor de la sefial (u).

En todas las gréficas, los tridngulos sobre los ejes de ordenadas y debajo del eje de abscisas (A, /)
posibilitan la modificacién de la escala de las gréficas, tal y como se ha explicado en el Capitulo 1.
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Ejercicios

1.

Utilizando la herramienta interactiva 6.1. lugar_raices represente un sistema con parametros arbi-
trarios con cadena directa:

K(TZS+1) k
Tis  (ts+1)

L(s) =C(s)G(s) =

(sistema de primer orden controlado con un PI). Analice los lugares de las raices que se obtienen
en funcién de la posicion del cero del sistema. Estos andlisis le serdn de utilidad a la hora de
interpretar los siguientes ejercicios.

Utilizando la herramienta interactiva 7.9 PI_asignacién, seleccione un sistema con ganancia estdtica
k = 0.5y constante de tiempo T = 10 s. Imponga unas especificaciones de lazo cerrado con sobre-
oscilacion del 5% y tiempo de subida de 1 s. Analice los pardmetros del controlador obtenidos y
la sefial de control. ;Considera realista imponer esta especificacion? Justifique la respuesta.

Seleccione un sistema con ganancia estatica k = 1.5 y constante de tiempo T = 1.5 s. Fije una
especificaciones para obtener una respuesta en bucle cerrado con una sobreoscilacién del 5% y un
tiempo de subida de 1.4 s. Indique los valores de ), y wy,, asociados. Calcule también los valores
tedricos de tiempo de pico y tiempo de establecimiento y compdrelos con los que proporciona la
herramienta. ;Cumple la respuesta real del sistema las especificaciones? Justifique la respuesta.
Proporcione los valores de la sobreoscilacién y el tiempo de pico reales obtenidos. Utilizando la
herramienta, intente encontrar los pardmetros del controlador mds rdpido posible que consiga una
sobreoscilacién en lazo cerrado del 5 %. Indique el procedimiento para obtenerlo y a qué pardmetro
afecta. ;Qué tiempo de pico se obtiene en este caso?

Seleccione un sistema con ganancia estatica k = 1.5 y constante de tiempo T = 1.5 s. Fije una
especificaciones para obtener una respuesta en bucle cerrado con dos polos reales iguales y una
wy,, = 2.5 rad/s. ;Por qué no se obtiene una respuesta sobreamortiguada? Analice la respuesta.
Indique el valor méximo de wy,, a partir del cual se obtiene una respuesta sobreamortiguada.
Justifique la respuesta.

Seleccione un sistema con ganancia estdtica k = 1.5 y constante de tiempo T = 2.0 s. Para una
wy,, = 0.9 rad/s, encuentre el valor de J;. con el que se consigue que la respuesta teérica del méto-
do (sin el cero) y la real (con el cero) sean iguales. ;Qué sobreoscilacién se obtiene? ;Qué tiempo
de pico se obtiene? ;Se obtienen valores 16gicos de los pardmetros del controlador? Justifique la
respuesta.

Para el sistema utilizado en los ejercicios de la Seccién 7.3, dado por la funcién de transferencia:

1

G(s) = ———F—=+
(s) (s+1)(s+2)

Disefie un controlador PI tal que la sobreoscilacion de la respuesta a un escalén unitario en la

referencia sea del 5%, el tiempo de subida aproximadamente 2 s y el error en estado estacionario

sea nulo. Comente el efecto que tiene sobre la salida una perturbacién de carga en forma de escalén

unitario a la entrada del sistema (referencia [4], pdginas 335-339).
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7.10 Control Pl de sistemas de primer orden sin tiempo de retardo por el método
de cancelacién de polos

Herramienta interactiva: 7.10. PI_cancelacion

Conceptos analizados en la ficha

= Aplicacién del método de cancelacién de polos a un sistema de primer orden sin tiempo de retardo
usando un controlador PI.

e Especificaciones de disefio.
e Ley de control.

e Influencia de los errores de modelado en el comportamiento obtenido con el método de can-
celacién de polos.

= Limitaciones en la aplicacién del método.

Teoria Como su propio nombre indica, la técnica de cancelaciéon de polos se basa en posicionar los
ceros de los controladores en el plano s en las mismas localizaciones en que se encuentran los polos mas
representativos del sistema en lazo abierto, pudiendo de esta forma colocar los polos del controlador
(grados de libertad restantes) en unas posiciones donde se obtengan polos en lazo cerrado que cumplan
unas determinadas especificaciones.

Las técnicas basadas en cancelacién polo-cero se usan en control automatico generalmente para con-
trolar sistemas estables de bajo orden. Un inconveniente de esta técnica es que aunque se consiga can-
celar un polo de la cadena directa, éste puede estar presente en otras funciones de transferencia del lazo
de control (por ejemplo en la funcién de transferencia que relaciona la perturbacién con la salida). Por
eso no se usa con sistemas inestables ni cuando el sistema tenga un polo muy lento. Sin embargo, en
el caso de sistemas estables, se pueden conseguir notables mejoras en la evolucién del sistema en lazo
cerrado con estas técnicas y leyes de control muy simples.

En esta seccién se va a explicar el caso mds sencillo, correspondiente al disefio aproximado de un
controlador PI para compensar un sistema de primer orden sin tiempo de retardo. Se analiza el caso en
que las especificaciones estén relacionadas con la eliminacién del error en estado estacionario cuando
la referencia tiene forma de escalén y con el aumento de la rapidez de respuesta del sistema en lazo
cerrado en relacién al sistema sin controlar.

Supdngase un sistema con un polo dominante que pueda aproximarse por uno de primer orden sin
retardo. Como es bien sabido, al ser un sistema de primer orden de tipo cero, para eliminar el error
en estado estacionario cuando la referencia tiene forma de escalén hay que introducir un controlador
con efecto integral (tipo PI) que aumente el tipo del sistema. El uso del controlador PI permite ademds
aumentar la rapidez de respuesta del lazo cerrado en comparacién con la del lazo abierto.

La funcién de transferencia de la cadena directa vendra dada por:

K(TIS+1) k

Q(s) = L(s) = C(s)6(s) =~ = s

siendo K la ganancia del controlador Pl y T; el tiempo integral.

La compensacion por cancelacién de polos consiste en cancelar el polo del sistema con el cero del
controlador (colocar el cero del controlador en la misma posicién que el polo del sistema), o 1o que es
igual, igualar el tiempo integral del controlador PI con la constante de tiempo del sistema de primer
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orden T = T;. Si se hace eso se obtiene una funcién de transferencia de la cadena directa dada por un
integrador:

L(s) = Kk y cerrando el lazo: T(s) = %

sT; (ges+1)

El sistema en lazo cerrado se reduce a un sistema de primer orden con constante de tiempo equivalente
tr = T;/(Kk) = 7/(Kk) y ganancia estdtica unidad (al utilizar un controlador PI el error en estado
estacionario del sistema en lazo cerrado cuando la referencia cambia en forma de escaldn es cero). Por
tanto, aumentando K se puede reducir la constante de tiempo del sistema en lazo cerrado respecto al
del sistema sin controlar. Es de esperar que la forma de la respuesta corresponda a la de un sistema de
primer orden (y por tanto sin sobreoscilacién), pero en la préctica, si la cancelacién no es perfecta, el
comportamiento del sistema en lazo cerrado puede diferir del esperado.

Si se impone como especificacién de lazo cerrado una constante de tiempo deseada 1., los parame-
tros del controlador PI vendrén dados por T; = 7, K = t/ (k7).

En el caso de sistemas de orden superior, se puede utilizar un controlador PID cuyos ceros se cance-
len con uno o dos polos dominantes de la planta.

La técnica explicada en esta seccién se ha de utilizar con precaucién en sistemas donde la salida se
pueda ver afectada por otras sefiales (por ejemplo perturbaciones) con un polinomio caracteristico que
pueda contener el polo que se ha cancelado. Un ejemplo muy intuitivo se puede encontrar en el control
de velocidad de un vehiculo en la referencia [2], pdginas 248 y 318.

Si se considera un proceso con funcién de transferencia G(s) = k/(7s + 1) controlado con un contro-
lador PI que cancele el polo T; = T, la expresién de la salida del sistema en presencia de cambios en la
referencia y en la perturbacién de carga viene dada por:

_ C(s)G(s) G(s) 1 =s
Y& = 1 emem N T Trcmem P T Fern RO (ﬁs—HK) w2 0B
N’
T(s) T,)

Se puede ver como en este caso en la funciéon de transferencia del lazo cerrado no aparece el factor
(s + 1), pero si en la funcién de transferencia que relaciona la perturbacién con la salida, de modo
que si T < 0 (polo inestable), una pequefia perturbacién podria inestabilizar el sistema. También se
observa que si la constante de tiempo del sistema en lazo abierto es muy grande, aunque mediante
el método de cancelacién de polos se exija una respuesta muy rdpida en lazo cerrado a un cambio en
forma de escaldn en la referencia, el sistema compensard de una forma muy lenta una perturbacién de
carga a la entrada del sistema (con una rapidez marcada por 7). De hecho, la ecuacién (7.23) es muy
util para analizar el compromiso que se puede obtener entre el problema de seguimiento de referencia
y el de rechazo de perturbaciones con controladores PI. Si se disefia para seguir a una referencia con
una constante de tiempo determinada 7., como se ha visto la ganancia del controlador viene dada por
K = 1/ (k7). Sin embargo, en funcién del valor de T, esa ganancia puede no ser adecuada para rechazar
una perturbacion en la carga del sistema, sobre todo si T es muy grande. Ademds, en el numerador de la
funcién de transferencia T,; aparece un derivador puro multiplicado por el factor 7/ K, que tendrd una
influencia significativa en el régimen transitorio tras la inclusién de la perturbacién.
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Diseno PI: Cancelacion de polos

El drea superior izquierda de la herramienta contiene los Parametros del sistema de primer orden
(cuyos valores pueden modificarse a través de cuadros de texto y barras de desplazamiento) y una
representacion simbdlica de su funcién de transferencia. Debajo se localiza el area de Especificaciones
y controlador, en la que se puede especificar (de nuevo a través de un cuadro de texto y una barra
de desplazamiento) el valor deseado de la constante de tiempo del sistema en lazo cerrado (1;.). A la
derecha se muestra la representaciéon simbdlica del sistema de primer orden que se obtiene teérica-
mente en lazo cerrado con esta eleccién (T'(s)). Bajo las especificaciones se incluyen las expresiones
de la ley de control y los valores asociados a los pardmetros del controlador PI (K'y T;).

En el drea inferior izquierda de la interfaz se incluye la Representacion polo-cero, donde se ubica el
polo del sistema en lazo abierto (x), el cero del controlador (o, que por omisién se sitta sobre el polo
del lazo abierto) y el polo del sistema en lazo cerrado (7). Al posicionar el ratén sobre cualquiera
de estos elementos se muestran sus coordenadas en la esquina inferior izquierda de la herramienta.
Si se desactiva la opcién de Cancelacion perfecta que hay sobre el diagrama, se habilita el andlisis de
los casos en los que la cancelacién no sea perfecta. Existe en este caso la posibilidad de desplazar
el cero del controlador a la derecha o izquierda del polo del sistema en el diagrama de polos y
ceros. También se puede modificar su posicién a través de un nuevo cuadro de texto y una barra de
desplazamiento que se hacen visibles cuando se desactiva la opcién de Cancelacion perfecta.
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Aplicacion...

En la parte derecha de la herramienta se representan, en la parte superior, la Respuesta temporal del
sistema y en la parte inferior la Sefial de control. El circulo de color verde (o situado sobe el eje de
ordenadas de ambas gréficas) permite modificar la amplitud del escalon en la referencia (que tam-
bién se puede modificar directamente desplazando la linea horizontal discontinua del mismo color),
mientras que los dos circulos colocados sobe el eje de abscisas facilitan la inclusién de una pertur-
bacién de carga a la entrada (el circulo izquierdo) o un ruido a la salida (el circulo derecho). Cuando
se posiciona el ratén sobre cualquier punto de la respuesta en ambas gréficas, se activan etiquetas con
informacién sobre el tiempo t y la variable en cuestion (y, u). La grafica de Respuesta temporal incluye
un cuadro de seleccién en su parte superior derecha que activa la representacion de la evolucién tem-
poral del sistema en lazo abierto. Existe dentro de la grafica una etiqueta explicativa de las variables
cuya evolucién dindmica se representa. En la gréfica de la Sefial de control se pueden seleccionar a
través de cuadros de seleccién las representaciones gréaficas de las acciones proporcional e integral
de forma independiente (ambas contribuyen a la forma global de la curva de sefial de control).

Finalmente, ambas graficas incluyen los tridngulos negros que se utilizan para cambiar las escalas de
las mismas (pulsando a izquierda o derecha de los situados en el eje de abscisas y en la parte inferior
o superior de los ubicados en el eje de ordenadas).

Ejercicios
1. Para un sistema en lazo abierto con ganancia estdtica k = 0.5 y constante de tiempo 7 = 1 s, disefie
un controlador PI para que el sistema en lazo cerrado tenga una constante de tiempo de 0.5 s.
Introduzca una perturbacién de amplitud 1 e indique cudnto tiempo tarda en recuperar el valor
de la referencia. Introduzca un ruido de varianza 0.05. Analice el efecto que provoca modificar la
especificacion sobre 7. en la sefial de control en presencia de ruido. Comente los resultados.

2. Para el mismo caso del ejercicio anterior, desactive la opcién de Cancelacion perfecta. Estudie el
efecto que tiene el desplazamiento del cero del controlador a derecha e izquierda del polo en el
seguimiento de la referencia, el rechazo de la perturbacion de carga y la inmunidad al ruido.

3. Con la configuracién que aparece por omision en la herramienta, ajuste la constante de tiempo
del sistema en lazo cerrado de forma que la sefial de control no pase de amplitud 2. Indique el
valor de esa constante de tiempo y compadrela con la del sistema en lazo abierto. Introduzca una
perturbacién de carga de amplitud uno en t = 8 s. ;Qué tiempo de establecimiento se obtiene tras
la introduccién de la perturbacién? Desactive la opcién de Cancelacion perfecta. Desplace el cero
del controlador para que el tiempo de establecimiento tras la introduccién de la perturbacién sea
inferior a 5 segundos. ;Es posible conseguir ese resultado sin que la respuesta a un escalén en la
referencia sobrepase el valor de la misma?

4. Para un sistema en lazo abierto con ganancia estdtica k = 1 y constante de tiempo T = 10 s,
disefie un controlador PI para que el sistema en lazo cerrado tenga una constante de tiempo de 2
s. Introduzca una perturbacién de amplitud 1 e indique cudnto tiempo tarda en recuperar el valor
de la referencia. Utilizando la herramienta 7.3. concepto_PID, seleccione un sistema de primer
orden sin retardo con las mismas caracteristicas (k = 1, T = 10 s). Utilizando un controlador PI
por cancelacién (seleccionando T; = T = 10 s), analice el efecto que tiene en el seguimiento de
una referencia en forma de escalén unitario y en el rechazo de una perturbacién de amplitud 1 el
aumento de la ganancia K del controlador. Analice el valor que alcanza la sefial de control u.(¢) en
cada caso y comente el resultado.
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7.11 Control PID basado en las reglas de Ziegler-Nichols en lazo abierto

Herramienta interactiva: 7.11. PID_Ziegler_Nichols

Conceptos analizados en la ficha
= Obtencién de pardmetros de controladores a partir del método de la curva de reaccién.
= Disefio basado en reglas heuristicas.
= Disefio de controladores PID para sistemas sobreamortiguados con retardo.

» Sintonizacino fina manual a partir de la sintonizacién usando las reglas de Ziegler-Nichols.

Teoria  En el mundo industrial estdn ampliamente implantados los métodos empiricos o experimen-
tales de sintonizacién de controladores, dado que la obtencién de modelos basados en primeros princi-
pios suele ser una tarea compleja. Los métodos heuristicos suelen seguir dos pasos:

1. Estimacién de ciertas caracteristicas de la dindmica del proceso (en lazo abierto o lazo cerrado).

2. Célculo de pardmetros del controlador a partir de ciertas reglas que relacionan dichos pardmetros
con las caracteristicas del sistema obtenidas en el paso anterior.

3. Se verifica el comportamiento del sistema en lazo cerrado y se lleva a cabo un ajuste fino de los
pardmetros, generalmente en linea.

El método de Ziegler-Nichols, desarrollado entre los afios 1942-43 para reguladores de la casa Taylor
Instruments, constituye una metodologia heuristica para obtener los pardmetros de controladores PID.
Se utiliza cuando la respuesta al escalén del sistema es de tipo sobreamortiguado o sigmoidal, es decir,
no presenta sobreoscilacién y el sistema ademds tiene un tiempo de retardo. El método original se basa
en la medida de una parte de la respuesta temporal a escalén unitario en lazo abierto de un sistema
sobreamortiguado. La respuesta se caracteriza por la medida de los pardmetros a y t; en la Figura 7.7
(parte izquierda), que son respectivamente las intersecciones de la recta tangente al punto con mayor
pendiente de la curva de respuesta con los ejes de ordenadas y abscisas. El pardmetro ¢ es una aproxi-
macion al tiempo de retardo del sistema.

Con este método no hay que esperar a que el sistema alcance el estado estacionario, pero estd sujeto
a errores en la medida de la tangente. Los pardmetros del controlador PID se obtienen de la Tabla 7.3.
En el método original los pardmetros se obtuvieron a través de simulaciones extensivas utilizando un
conjunto de procesos representativos cuyos controladores se sintonizaron manualmente, tratando de
encontrar una correlacién entre los pardmetros del controlador y los pardmetros a y #;. El criterio que
usaron fue el de razén de amortiguamiento de 1/4 (la segunda sobreoscilacién de la respuesta en lazo
cerrado tiene 1/4 de amplitud de la primera). Este criterio previene de grandes desviaciones en el primer
pico de la respuesta del sistema cuando se producen cambios en la carga o perturbaciones sobre el
sistema, pero trae consigo una sobreoscilacién de hasta el 50 % cuando se introducen cambios bruscos
en la referencia.

Realmente, se suele trabajar con una de las multiples variantes del método que no es aplicable a
sistemas con integradores o subamortiguados y que es la que se va a utilizar en esta seccién (método de
la curva de reaccién).

El método consiste en aproximar la funcién de transferencia del sistema por la de un sistema de
primer orden caracterizado por los pardmetros k (ganancia estética), T (constante de tiempo) y ¢, (tiempo
de retardo):

— = b (7.24)
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Figura 7.7 Caracterizacién de la respuesta a escalén unitario en el método de Ziegler-Nichols en lazo abierto

Si el sistema a controlar no presenta claramente un tiempo de retardo puro, se considera el mismo igual
al tiempo que tarda el sistema en alcanzar el 5% de su valor de estado estacionario. Con los valores de
los pardmetros descriptivos de un sistema de primer orden con retardo (ver la parte derecha de la Figura
7.7), se pueden obtener los pardmetros caracteristicos de un controlador PID a través de las expresiones
de la tabla 7.3. Nétese que en este caso hay que calcular los pardmetros del modelo teniendo en cuenta
el estado estacionario del sistema y por tanto a = kt, /7. Ademds, si el escal6n unitario se introduce en
t = 0, el sistema tarda en alcanzar el 28 % de su valor final en thg = t, + 7/3 y el 63% en tg3 = t, + 1. Por
tanto, ademds de como se indica en la parte derecha de la Figura 7.7, se puede obtener analiticamente
T= %(t63 — trg) y it =tez —T.

Realmente, el método proporciona resultados aceptables en el intervalo: 0.1 < t,/T < 1. En casos en
que no se cumpla esta condicién los resultados obtenidos de la aplicacién de las reglas habitualmente no
proporcionardn resultados aceptables y requeriran una sintonizacién manual del controlador e incluso
el uso de otros esquemas de control mds avanzados (por ejemplo, los basados en predictores).

CONTROLADOR K T; T4
1 T
P -~ — - -
a kt,
0.9 09t
PI — = 3t -
a kt, ’
PID 12 L2t o ost
a kt,

Tabla 7.3 Reglas de Ziegler-Nichols en lazo abierto

Como se observa, la aplicacién de la regla proporciona los valores de las constantes caracteristicas
de los controladores PID: K, T; y Tj.
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Como se ha indicado previamente, las reglas de sintonizaciéon de Ziegler-Nichols se desarrollaron
para obtener sistemas de control en lazo cerrado con una buena atenuacién de perturbaciones de car-
ga (problema de regulacién). Los casos que consideraron fueron aquéllos en los que el principal factor
que limitaba el comportamiento era la dindmica del proceso. El método hacia poco énfasis en la com-
pensacion del ruido de medida, la sensibilidad a variaciones en el proceso y cambios en la referencia.
Cuando los controladores disefiados con estas reglas se emplean para seguimiento de referencias en
forma de escaldn, suelen provocar sobreoscilaciones en el lazo cerrado en respuesta a cambios de refe-
rencia y unos margenes de estabilidad relativos bajos. De hecho, el método lo que proporciona son unos
valores iniciales de los pardmetros del controlador que permiten un refinamiento manual posterior (con
una reduccién considerable de la ganancia del controlador). La sintonizacién manual se realiza tipica-
mente con experimentos sobre el proceso en lazo cerrado (por ejemplo incluyendo un cambio en escalén
en la referencia). Se observa la respuesta en lazo cerrado, y se ajustan los pardmetros del controlador,
atendiendo a reglas del tipo:

= Aumentando la ganancia proporcional disminuye la estabilidad.
» El error decae més rdpidamente si se disminuye el tiempo integral.
= Disminuyendo el tiempo integral disminuye la estabilidad.

= Aumentando el tiempo derivativo mejora la estabilidad.
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 7.11. PID_Ziegler_Nichols
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Disefio PID: Ziegler-Nichols

La interfaz de la herramienta sigue la misma distribucién de elementos que las anteriores. En
el drea superior izquierda (Parametros del sistema) se muestran cuadros de texto y barras de
desplazamiento que permiten introducir los valores descriptivos de una funcién de transferencia
de primer orden con retardo de tiempo (ganancia estdtica k, constante de tiempo 7 y tiempo de
retardo t,). A la derecha se muestra la representacion simbdlica de esta funcién de transferencia, que
permite aplicar las reglas modificadas de Ziegler-Nichols en lazo abierto expuestas en la tabla 7.3.
Debajo de esta seccién aparece la dedicada a la eleccién del tipo de controlador (Especificaciones
y controlador). A través de casillas circulares de seleccion (radiobuttons) se puede elegir la clase de
controlador sobre la que se aplican las reglas de Ziegler-Nichols (Proporcional P, Proporcional-Integral
PI o Proporcional-Integral-Derivada PID). En la misma linea en la que se selecciona la clase de
controlador, se muestra una desigualdad que indica si se cumple o no la relacién 0.1 < t,/7 < 1y
por tanto proporciona informacién sobre la idoneidad o no de la aplicacién del método. Si se cumple
la desigualdad se representa en color azul. Si no se cumple se dibuja en color verde. Debajo de esta
linea aparecen tres nuevas lineas donde se indican las reglas que se estdn aplicando en funcién del
tipo de controlador seleccionado (la regla activa se sefiala en color azul).

Debajo del drea dedicada a la seleccién de los pardmetros del modelo y la configuracién del
controlador se ubica el plano de Representacién polo-cero, donde por omisién se muestra la ubicacién
del polo descriptivo de la funcién de transferencia de primer orden del lazo abierto.
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Aplicacion...

La posicién de este polo se puede modificar interactivamente, provocando el correspondiente
cambio tanto en los pardmetros descriptivos del modelo del sistema como los relacionados con el
controlador (nétese que este tipo de representacién no permite incluir ¢, y k, que se deben cambiar
en el 4rea de Parametros del sistema).

Justo encima del diagrama de polos y ceros, en la linea del titulo, se incluye un cuadro de seleccién
tipo checkbox que permite Activar disefio libre, es decir, partiendo de los valores de los pardmetros del
controlador seleccionado (P, PI 6 PID) proporcionados por las reglas de Ziegler-Nichols, ayuda a rea-
lizar una sintonizacién manual del controlador que posibilita mejorar los resultados que se alcanzan
con la aplicacién directa del método. La activacién de este cuadro tiene una gran utilidad a la hora
de obtener unos resultados aplicables en la practica. Cuando se activa la opcion, en el drea de Es-
pecificaciones y controlador se muestran cuadros de texto y barras de desplazamiento que permiten
modificar los pardmetros del controlador y cuyos valores por omisién son los que proporcionan las
reglas de Ziegler-Nichols, que se desplazan en este caso a la parte derecha para facilitar en todo mo-
mento la visualizacién de las diferencias entre los valores que suministran las reglas y los elegidos
por el usuario.

La parte derecha de la interfaz estd dedicada a la representacién de la respuesta temporal, mostrando
la salida del sistema en la grafica superior (Respuesta temporal) y la entrada en la parte inferior (Sefal
de control), donde se pueden seleccionar las contribuciones individuales (en caso que el usuario mar-
que el cuadro correspondiente colocado sobre la gréfica de la sefial de control) de las acciones pro-
porcional (P), integral (I) y derivada (D) en la respuesta final del controlador. El circulo de color verde
(o situado sobe el eje de ordenadas de ambas gréficas) permite modificar la amplitud del escalén en
la referencia (que también puede ser modificada desplazando verticalmente la linea discontinua del
mismo color), mientras que los dos circulos colocados sobe el eje de abscisas facilitan la inclusién de
una perturbacién de carga a la entrada (el circulo central) o un ruido a la salida (el circulo derecho),
al ser desplazados verticalmente. En tal caso, sobre el eje del tiempo permanecen otros circulos que
permiten modificar el instante en el que se introduce la perturbacién o el ruido.

En la grafica superior se puede activar la representacion de la respuesta temporal del lazo abierto.
Cuando se selecciona la opcién de Activar disefio libre, se muestra sobre la grdfica un cuadro con
leyendas que representan los resultados de la aplicacién directa de las reglas de Ziegler-Nichols (en
color azul) y cuando se aplica disefio libre (en negro). En la grdfica inferior se dibujan las sefiales de
control en ambos casos.

Cuando se sittia el puntero del ratén sobre cualquiera de las curvas de respuesta temporal, se
superponen sobre las gréficas los valores asociados de tiempo y de la sefial (entrada u(t) y salida
y(t)). Ambas gréficas incluyen los tridngulos negros que se utilizan para cambiar las escalas de las
mismas (pulsando a izquierda o derecha de los situados en el eje de abscisas y en la parte inferior o
superior de los ubicados en el eje de ordenadas).
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Ejercicios

1. Seleccione un sistema con k = 1, T = 5y t, = 3. Seleccione un cambio en escalén en la referencia
de amplitud 1 en t = 0 s y un cambio en la perturbacién de carga de amplitud 0.5 en ¢ = 30 s.
Analice los resultados que se obtienen de la aplicacién directa de las reglas de Ziegler-Nichols con
un controlador PI:

a)

b)

c)

d)

¢(Es mayor la contribucién de la parte proporcional o de la integral del controlador? Comente
la respuesta.

Seleccione la opcién de Activar disefio libre y obtenga unos nuevos pardmetros del controlador
PI de forma que se mejore el seguimiento de referencia (con menor sobreoscilacién y menor
tiempo de pico) y el rechazo de perturbaciones (con menor sobreoscilacién y menor tiempo
de establecimiento). ;Es posible realizar esa mejora? Comente los pasos seguidos para con-
seguirlo (en caso de ser posible). ;Podria conseguirse con un controlador PID? Comente su
respuesta.

Fijando el valor de K al proporcionado por las reglas de Ziegler-Nichols, modifique el valor
del tiempo integral T; para que la sobreoscilacién cuando la referencia es un escalén sea de
un 30 %. ;Con qué valor del tiempo integral se consigue? ;Cuadl es ahora la sobreoscilacién y
el tiempo de establecimiento asociados a la respuesta de la perturbacion?

Fijando el valor de T; al proporcionado por las reglas de Ziegler-Nichols, modifique el valor
de la ganancia K para que no exista sobreoscilacién tras un cambio en forma de escalén en la
referencia. ;Con qué valor de K se consigue? ;Cuadl es ahora la sobreoscilacién y el tiempo de
establecimiento asociados a la respuesta de la perturbaciéon?

2. Seleccione un sistema con ganancia estdtica unidad (k = 1) y constante de tiempo igual a 1 segundo
(t = 1). Seleccione también una perturbaciéon de carga con una amplitud de 0.5 (la que aparece
por omisién). Para valores del tiempo de retardo ¢, en el intervalo [0.1 10]:

a)

b)
c)

d)

Seleccionando un controlador P, indique para qué sistema se obtienen los mejores resultados
desde su punto de vista. Comente los resultados obtenidos en todo el intervalo de modifica-
cién de ¢, y justifique los resultados desde el punto de vista de la respuesta transitoria y del
comportamiento en estado estacionario.

Repita el apartado anterior para el caso de los controladores Pl y PID.

Para el caso en que t, = 0.5 s, indique si la respuesta del controlador a rechazo de perturba-
ciones de carga es mejor o peor que a cambio en la referencia. ;Se cumple la relaciéon de 1/4
entre la primera y la segunda sobreoscilacion? Para el caso del controlador PID, seleccione
la casilla de Activar disefio libre e intente modificar la ganancia del controlador para conseguir
una respuesta sobreamortiguada a cambio en escalén en la referencia. ;Qué ocurre en este
caso con las caracteristicas de rechazo a perturbaciones?

Para el caso en que t, = 1, seleccione la casilla de Activar disefio libre y modifique los dos
pardmetros del controlador (ganancia K y tiempo integral T;) para obtener la mejor respuesta
posible (desde su punto de vista) que suponga una solucién de compromiso a seguimiento de
referencias, rechazo de perturbaciones y error en estado estacionario. Apunte el valor de los
pardmetros obtenidos. Seleccione a continuacién un controlador PID y analice si es posible
mejorar los resultados obtenidos cambiando el valor de T;. Comente la respuesta. Con la
dltima configuracién del controlador PID seleccionado, escoja un valor del ruido con una
varianza aproximada de 0.01. Comente las diferencias que encuentra entre el controlador
PID y el controlador PI.
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Considere un sistema descrito en [2] con una funcién de transferencia G(s) = e °/s. Aproxime el
integrador por un sistema de primer orden con una constante de tiempo muy grande y determine
los pardmetros de controladores P, PI y PID usando las reglas de Ziegler-Nichols en lazo abierto.
Discuta los resultados obtenidos.

Una mdquina de fabricacién de papel usa una funcion de transferencia (referencia [13], pdgina
236):

6723

6s) = 35 +1
que relaciona el flujo de entrada de materia con el grosor de salida. Aplique el método de sin-
tonizacion de Ziegler-Nichols en lazo abierto a este problema. Analice la respuesta que se obtiene
a cambios en forma de escalén de amplitud 1 en la referencia y en la perturbacién de carga. Analice
también el comportamiento del sistema en lazo cerrado cuando a la salida hay un ruido. Usando
la opcién Activar disefio libre, calcule la ganancia proporcional critica K a partir de la cual el sistema
se hace inestable.

En [2] se puede encontrar un ejemplo de control de congestién de trafico en un enlace en transmi-
siones TCP. Utiliza un modelo linealizado que describe la dindmica que relaciona la longitud de la
cola g con la caida de paquetes p:

b —ts
= e

Los pardmetros vienen dados por a; = ZN}/ (ct?),ap = 1/t yb = ¢/ (2Ny). El pardmetro c es
la capacidad del cuello de botella, Ny es el nimero de fuentes que alimentan ese enlace y t, es
el retardo de ida y vuelta. Use los valores de los parametros Ny = 75 fuentes, ¢ = 1250 paque-
tes/sy t, = 0.15 s y encuentre los pardmetros de un controlador PI usando las reglas de Ziegler-
Nichols. Simule las respuestas del sistema en lazo cerrado que se obtienen con un controlador PL
Para la realizacién de este ejercicio es posible que tenga que utilizar la herramienta interactiva
3.5. t_genérico para aproximar el modelo por uno de primer orden con tiempo de retardo.



222 - Capitulo 7. Disefio de sistemas de control



3

Control de sistemas fisicos

Introduccion

En los capitulos previos se han desarrollado distintos métodos de disefio y sintonizacién de contro-
ladores. En todos ellos, se hacia énfasis en la necesidad de simular el comportamiento del sistema de
control en lazo cerrado para verificar si se alcanzan o no las especificaciones de disefio. En esta ficha se
utilizan de forma préctica los conocimientos adquiridos en las aplicaciones previas para implementar un
sistema de control de la altura de liquido del tanque con descarga a la atmésfera. Todo el proceso de mo-
delado y linealizacién del sistema se ha estudiado en el Capitulo 2. En el Capitulo 5 se establecieron las
relaciones entre los pardmetros fisicos del tanque y los valores de altura de liquido y caudal que definen
el punto de trabajo con los pardmetros de la funcién de transferencia que modela el comportamiento del
sistema en un entorno del punto de operacién.

Como se suele hacer en la practica industrial, se utilizard un modelo lineal del sistema, vélido en
torno a un punto de operacién, para disefiar un controlador que cumpla unas determinadas especifi-
caciones. En el caso tratado en este capitulo se ha utilizado como primera aproximacién el método de
cancelacién de polos estudiado en la Seccién 7.10 del Capitulo 7, dado que la dindmica del sistema cerca
del punto de operaciéon se puede modelar a través de una funcién de transferencia de primer orden. Una
vez implementado el controlador, el objetivo de esta ficha es analizar su comportamiento, asi como el
efecto de alejar al sistema en lazo cerrado del punto de operacién para el que se ha disefiado el sistema
de control.
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8.1 El sistema de un tanque lll

Herramienta interactiva: 8.1. tanque_control

Conceptos analizados en la ficha
= Sintonia de controladores PI en base a la respuesta en un punto de operacién.
= Control de un sistema dindmico no lineal en torno a un punto de operacién.

= Efecto del cambio del punto de operacién en la respuesta en bucle cerrado.

Teoria  Esta ficha permite desarrollar un ejemplo practico de control automadtico del tanque cuyo mo-
delo se ha desarrollado en la ficha 2.1 (herramienta interactiva 2.1. tanque_linearizacién) y cuya funcién
de transferencia se obtuvo en la ficha 5.1 (herramienta interactiva 5.1. tanque_parametros).

Los conceptos que se pretenden analizar en esta ficha son:

1. Seleccién de un punto de operacién y obtencién de un modelo lineal de desviacién respecto a ese
punto de operacién.

2. Disefio de un controlador PI para controlar el sistema en torno al punto de operacién definido en
el apartado previo.

3. Simulacién del sistema en bucle cerrado usando como modelo de simulacién el modelo no lineal
y como modelo para el disefio del controlador en el paso previo el modelo lineal. Andlisis de la
senal de control.

4. Andlisis de la respuesta obtenida cuando se modifica ligeramente el punto de operacién a través
del cambio de la consigna en bucle cerrado.

5. Repeticién del disefio cuando se cambia de punto de operacion.

6. Anadlisis de la respuesta temporal cuando se trabaja en un punto de operacién alejado del utilizado
para disefiar el controlador.

Todos los conceptos necesarios han sido estudiados en los capitulos previos, por lo que el desarrollo
de este capitulo se centrard en la parte prdctica de andlisis, sintesis y simulacién con la herramienta
interactiva.
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Aplicacion

Herramienta interactiva: 8.1. tanque_control
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Respuesta temporal: Control de altura

La ventana que aparece por omision es la misma que se trat6 en la ficha 5.1 (herramienta interactiva
5.1. tanque_parametros), siendo recomendable que el lector analice previamente esa ficha. La tinica
novedad es que en la parte superior derecha aparecen dos botones que permiten activar el andlisis
en Lazo abierto (por omisién) o bien en Lazo cerrado.

La ventana de configuracién en bucle abierto permite definir la estructura del sistema (punto de
equilibrio inicial ((ho, q0), seccion del tanque A y drea de descarga a) y obtener el modelo linealizado
en forma de funcién de transferencia de primer orden (cuya ganancia estdtica y constante de tiempo
estdn relacionadas con el punto de equilibrio definido y los pardmetros fisicos del sistema). Aparece
sobre el tanque una linea gruesa de color que sefiala el punto de equilibrio seleccionado.

Las gréficas de la zona derecha de la herramienta representan la Altura del tanque (tanto del modelo
no lineal en color negro como del linealizado en color rojo) y el Caudal de entrada. Situando el puntero
del ratén sobre un punto determinado de las curvas de evolucién temporal se activa una etiqueta
que muestra las propiedades asociadas a ese punto (tiempo t y valor de la sefial de salida y o de
entrada u). Sobre la gréfica de Altura del tanque situada en la zona superior derecha, se dispone de dos
botones circulares de seleccién excluyente que permiten analizar la respuesta en Lazo abierto o bien
realizar una simulacién del comportamiento del sistema en Lazo cerrado, siendo esta posibilidad una
novedad de esta herramienta respecto al resto que componen este texto.
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Aplicacion...

En modo de Lazo abierto, la grdfica inferior derecha de la herramienta representa una sefial en
escalén, configurable a través de dos lineas horizontales y una vertical de trazo discontinuo y
color negro. La linea vertical facilita el cambio del instante en que se introduce el escalén. La linea
discontinua horizontal inferior establece el punto de operacién (gp), que también puede modificarse
en el drea de Parametros. La linea horizontal superior se utiliza para cambiar la amplitud de la sefial
en forma de escalén. Cuando se sittia el puntero del ratén sobre cualquiera de estas lineas se muestra
la informacién sobre el instante en que se introduce el escalén y la amplitud del mismo en la esquina
inferior izquierda de la herramienta.

Una vez definido el sistema, si se activa la opcién de Lazo cerrado, se obtiene una simulacién dindmica
del proceso controlado con un controlador PI cuyos pardmetros iniciales han sido obtenidos para
una configuracién arbitraria por el método de cancelacién de polos (Seccién 7.10). En la zona de
pardmetros se puede modificar el valor de la referencia (a través de un cuadro de texto o de una
barra de desplazamiento) o bien deslizando verticalmente el segmento verde que sefiala el punto
de equilibrio o punto de operacién sobre el tanque. También se pueden cambiar interactivamente (a
través de las barras de desplazamiento correspondientes) los valores de la ganancia proporcional K
y del tiempo integral T; del controlador PI.

Durante la simulacién (que se realiza utilizando el modelo no lineal), las gréaficas de la derecha van
cambiando. Se representan ahora la salida del sistema en lazo cerrado y la sefial de control que
proporciona el controlador PI en color azul y la referencia en trazo de color verde discontinuo. En
el transcurso de la simulacién la herramienta sigue siendo interactiva, en el sentido que se puede
cambiar la geometria del tanque, los pardametros del controlador, etc. Hay que tener en cuenta que
cuando se estd en la opcién de lazo cerrado, al tratarse de una simulacién dindmica, cada vez que
se produce un cambio en algiin pardmetro se detiene la simulacién para actualizar el nuevo valor
introducido y continuar la simulacién acorde a dicho cambio.

Ejercicios

1. Seleccione una configuracién inicial en la que el 4rea del tanque sean 18 cm?, el drea del orificio
de salida 0.9 cm? y el punto de trabajo inicial venga definido por hy=3 cm. Indique el valor de la
ganancia y de la constante de tiempo del sistema resultante. Indique el valor de gy correspondiente
al punto de equilibrio inicial.

2. Parala configuracién anterior, disefie un controlador PI para que el sistema en bucle cerrado tenga
una constante de tiempo de 0.3 s. Indique su ganancia proporcional K y su tiempo integral T;.

3. Seleccione la opcién de Lazo cerrado e introduzca los valores de los pardmetros del controlador
calculados en el apartado anterior. Cambie la referencia de 3 a 6. Comente los resultados obtenidos
y lo que cabria esperar desde un punto de vista tedrico.

4. Vuelva a colocar la referencia en torno a 0.3. Cuando el sistema llegue a su estado estacionario
cambie la referencia a 15. Comente los resultados obtenidos. ; Tiene el sistema en lazo cerrado el
mismo comportamiento que en el caso anterior? Comente los resultados y las razones que pueden
motivar las diferencias, en el caso de que existan.
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Introduccion al control en el espacio de
estados

Introduccion

En la teoria de control automdtico se utilizan habitualmente dos descripciones de los sistemas dindmi-
cos, la externa y la interna. La descriciéon externa establece una relaciéon funcional explicita entre las
sefiales de entrada y las de salida, que en este texto se ha expresado en forma de funcién de transferen-
cia. La descripcién interna se basa en el concepto de estado de un sistema dindmico:

Se entiende por estado de un sistema dindmico al conjunto minimo de variables tales que si se

conoce su valor en un instante ty asi como las entradas para t > t), queda determinado por com-

pleto el comportamiento del sistema para cualquier tiempo futuro t > t; (si el sistema es determi-
|

nista*).

Ese conjunto minimo de variables que definen el estado del sistema dindmico se conocen como
variables de estado. Si se requieren al menos n variables x1 (), x5(t), ..., X, (t) para describir por com-
pleto el comportamiento de un sistema dindmico, tales # variables son un conjunto de variables de
estado. En general, el conjunto de variables dependientes que constituyen el estado puede elegirse
de distintas maneras.

Estas n variables que configuran el estado se suelen agrupar en un vector que se denomina vector
de estado del sistema dindmico. Por tanto, un vector de estado es aquél que determina de manera
tnica el estado de un sistema dindmico x(t) para cualquier tiempo ¢ > fy, una vez que se conoce
el estado en f = ty y la entrada u(t), t > ty.

Se denomina espacio de estados al espacio de n dimensiones cuyos ejes de coordenadas correspon-
den a las variables de estado x1(t), x2(f), ..., x,(t). Cualquier estado se representa mediante un
punto en el espacio de estados, de forma que la evolucién dindmica de un sistema es una trayec-
toria que parte del punto inicial (determinado por el valor del vector de estado en t = tj) y llega
hasta el punto final, que habitualmente es un estado de equilibrio asociado a una posicién u os-
cilacién constante (régimen estacionario o régimen permanente). Una trayectoria u érbita es el lugar
de x(t) en el plano de fase que pasa por xp. El plano de fase muestra el campo vectorial del sistema,
que proporciona la velocidad del estado (representada por una flecha) en cada punto del espa-
cio de estado. Hay por tanto que entender fase como estado (el espacio de fase es un espacio de

1Sistema en el cual el azar no estd involucrado en los futuros estados del sistema.
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estados en el que las coordenadas de un punto suministran toda la informacién sobre el estado
del sistema). En el plano de fase las flechas indicadas previamente se denominan isoclinas, pues
definen la curva en el plano donde las trayectorias tienen la misma velocidad (pendiente). Una
familia de trayectorias de evolucién del sistema se suele denominar plano de fase o retrato de fase.
Efectivamente, como X(t) = f(x) = Ax(t) + Bu(t), f(x) es un vector tangente a la curva x(t) en el
plano de fase y constituye por tanto un campo vectorial cuyas isoclinas son los puntos donde f(x)
es constante (Ax(t) + Bu(t) = c). Para un sistema auténomo® genérico de segundo orden:

X1 = fi(x1,x2)
X2 = fa(x1,x2)

se puede definir la pendiente de una trayectoria en el punto x como:

-1

La ecuacién S(x) = ¢, con ¢ constante, define las curvas isoclinas para distintos valores de c.

En este contexto, la respuesta libre de un sistema dindmico (también denominada respuesta natural
o respuesta a entrada cero) es la que generan, en ausencia de entradas, las condiciones iniciales del
mismo (no nulas). Es la parte de la respuesta total debida al sistema y a la forma en que adquiere
o disipa energfa. También se considera la parte de la respuesta determinada por las raices del
polinomio caracteristico. La respuesta forzada es la debida exclusivamente a las variaciones de la
sefial de entrada, supuestas condiciones iniciales nulas. La respuesta forzada es la solucién cuando
las condiciones iniciales son nulas y el sistema se encuentra sometido a una sefial de entrada u(t).
En sistemas lineales invariantes en el tiempo, la respuesta total del sistema es la superposiciéon de
la respuesta libre y la respuesta forzada.

Loégicamente, existe una relacion entre la descripcién externa y la descripcién interna. Los modelos

matematicos de sistemas lineales invariantes en el tiempo se suelen representar a través de ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales de orden #, tal como se traté en el Capitulo 3. Aplicando las propiedades
de la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas, se observé que se podia obtener una
funcién de transferencia cuyo orden coincide con el de la ecuacién diferencial de la que proviene. La
descripcién interna parte de la misma ecuacién diferencial, pero transformdndola a un sistema de n
ecuaciones diferenciales de primer orden, donde cada una describe la evolucién dindmica de un estado.
En cierta forma, a través de las variables de estado, se estd condensando todo el pasado dindmico del
sistema en el instante actual ¢. En la transformacién de la ecuacion diferencial lineal de orden 7 al sistema
de n ecuaciones de primer orden, existen tedricamente infinitas formas de definir las variables de estado
y de hecho, algunas veces guardardn un cierto sentido fisico, pero la mayoria de las veces serdn variables
matemadticas sin significado fisico.

2Sistema que no estd sometido a influencias de sefiales externas.
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9.1 Espacio de Estados

Herramienta interactiva: 9.1. espacio_estados

Conceptos analizados en la ficha
= Concepto de estado.
= Descripcién interna.
= Ecuacién diferencial de estado.
= Espacio de estados.
= Formas canonicas.
= Matriz exponencial.
= Ecuacién de convolucién.

= Ley de control de realimentacién lineal del estado completo.

Teoria  Como se ha comentado en la introduccién de este capitulo, las dos representaciones tipicas
de los modelos de sistemas lineales invariantes en el tiempo son de una parte en forma de funcién
de transferencia (descripcién externa) y de otra la representacion en el espacio de estados (descripcién
interna).

La realizacion general en espacio de estados viene dada por:

x(t):d’;:) —  Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)+ Du(t)

La primera ecuacién es la denominada ecuacion de estado y la segunda ecuacion de salida. En sistemas
lineales invariantes en el tiempo, como los tratados en este texto, las matrices A, B, C y D tienen todos
sus coeficientes constantes. Ademds, se tratard el caso de sistemas causales o estrictamente propios y
por tanto se considerard que D = 0 en todo el desarrollo. El vector x(t) es el vector de estados y sus
componentes son las variables de estado; u(t) e y(t) son respectivamente la entrada y la salida del sistema®.

En este capitulo se va a tratar exclusivamente el problema de la realimentacién completa del vector
de estado estudiando el caso de sistemas con una entrada y una salida donde n = 2, dado que es el caso
mas sencillo y més rico en contenidos visuales. El resumen tedrico sin embargo se realizard para el caso
de dimensién genérica n para sistemas con una entrada y una salida.

Las representaciones en el espacio de estados no son tinicas, existiendo una serie de formas candnicas,
entre las que destacan las dos que se citan a continuacion. Si la funcién de transferencia viene dada por:

bn_lsnil + ...+ bis+ by
s"+a, 18" 1+ .. +as+ap

G(s) =

se obtienen, entre otras, las siguientes formas candnicas:

3En general, si el sistema es de n-ésimo orden con m salidas y p entradas las dimensiones de las matrices del modelo en espacio
deestadossont A=nxn, B=nxp;, C=mxn D=mxp.
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Forma canénica de control (C):

0 0
I,
A= 0 n—1 . B—
0

C=1[boby --- by—1]; D=][0]

Forma candnica de observacién (O):

0 0 —ﬂ() bO
—m by
A= ; B= .
I, 1 .
_an_l bi’l*l

C=1[0---01]; D=0

Por otra parte, si se aplica la transformada de Laplace a las ecuaciones de estado se obtiene la relacién
que liga a las matrices de la descripcién del espacio de estados con la funcién de transferencia:

G(s)=C(sI—A)'B+D (9.1)
La solucién de las ecuaciones de estado de un sistema lineal invariante en el tiempo se obtiene a través
de la ecuacién de convolucion®:
t
x(t)=  eMxg + / eADBY(R)dE, oM = L7 (sI— A1} = (b
e 0

respuesta libre
respuesta forzada

donde ®(t) es la matriz de transicion de estados y xo = x(0). Se puede aproximar mediante el desarrollo en
serie de la matriz exponencial matricial®:

A2t2 A3f3 0 Aktk
_ AL —
(I’(t>—€ —I+At+T+T+...—I§)—

Diferenciando esta expresion respecto a ¢ proporciona:

d A3#? o Akk
‘I’(t)ZEeAt:A+A2t+T+...:AE - — Aot
! &k

Cuando se trabaja con una descripcién del sistema en el espacio de estados de sistemas lineales
invariantes en el tiempo, se dice que el sistema es asintéticamente estable si el estado x(t) — 0 cuando

“La convolucién es una operacién compleja sobre funciones definida por la integral de las dos funciones multiplicadas entre sf
y desplazadas en el tiempo.

SEn el apéndice A de la referencia [7] se puede encontrar un excelente resumen de definiciones y resultados de cdlculo matricial
utiles para el estudio de muchas cuestiones relacionadas con los sistemas dindmicos y de control.
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t — oo con x(0) = xo. Se puede demostrar que esto ocurre cuando los autovalores® de la matriz A tienen
parte real negativa. Ademds, si no hay cancelaciones polo-cero se puede demostrar que los autovalores
de la matriz A y los polos del sistema son iguales. La solucién del sistema auténomo (no forzado)
%(t) = Ax(t) para un estado viene dada por x;(t) = k;e"it, siendo los A; los autovalores del sistema o
raices de la ecuacién caracteristica J(s) = det(sI — A) = 0. Por tanto, la estabilidad se puede evaluar
facilmente analizando el signo de los A;, de forma que el sistema serd estable si todos los autovalores
tienen parte real negativa.

Este concepto de estabilidad se enmarca en uno mds general, vdlido también para sistemas inestables.
Sea x(t, xp,) una solucién a la ecuacién diferencial con condicién inicial xg,. Una solucién es estable si
otras soluciones cuya condicién inicial estd cerca de xp, permanecen cerca de x(f, xg,) [2]. Formalmente,
se dice que la solucién x(t, xg,) es estable si para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

l|x0, — x0,]| < — [|x(t, x0,) — x(t, x0,)|| <€ Vt>0

Este tipo de estabilidad suele denominarse estabilidad en el sentido de Lyapunov. Cuando x(t, xg,) = X, se
dird que el punto de equilibrio es estable. En sistemas lineales, el origen siempre es un punto de equi-
librio. Una solucién x(t, xo,) es asintéticamente estable si es estable en el sentido de Lyapunov y cumple
que x(t, x,) — x(t, xp,) cuando t — oo para xp, suficientemente cercano a xo, [2].

Un sistema lineal auténomo dado por x(t) = Ax(t) tiene un diagrama de fases con trayectorias que
no se cruzan y que describen la evolucién del sistema para cualquier condicién inicial. Para un sistema
genérico x(t) = F(x(t)), se dice que x, es un estado de equilibrio si F(x,) = 0. En los sistemas de
segundo orden tratados en esta ficha, siempre que la matriz A sea no singular, se pueden obtener seis
tipos de respuesta asociadas a los estados de equilibrio, representadas en la Figura 9.1.

Los autovalores describen cémo varia la solucién en el tiempo y a esta solucién se le suele llamar
también modo del sistema, mientras que los autovectores proporcionan la “forma” de la solucién [2].

» Foco estable 4 Nodo estable centro
x j jo \ X2 jo X3
> Xt
[¢) (e (¢
X

silla

jo \Xz /1

Foco inestab
| /’T

Figura 9.1 Clasificacién de puntos de equilibrio para sistemas de segundo orden

®En 4lgebra lineal, los vectores propios o autovectores de un operador lineal son los vectores v no nulos tales que, cuando son
transformados por el operador, dan lugar a un mdltiplo escalar de si mismos, con lo que no cambian su direccién. Este escalar
A recibe el nombre de valor propio o autovalor. Por tanto, se dice que v es un autovector de A con autovalor A si Av = Av. A
menudo, una transformacién queda completamente determinada por sus vectores propios y valores propios. Un espacio propio
o autoespacio es el conjunto de vectores propios con un valor propio comtin.
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La introduccién de los conceptos de control cuando se trabaja con una representacién en espacio de
estados se suele hacer mediante los denominados reguladores. Los reguladores tienden a mantener la
salida del sistema constante en presencia de perturbaciones. Por este motivo, cuando se disefian regu-
ladores se atiende a especificaciones sobre régimen transitorio, que se traducen en conseguir una posi-
cién deseada de los polos del sistema usando realimentacién. En el espacio de estados, la forma mds
clésica de plantear el problema del control consiste en suponer que el sistema parte de un estado inicial
x(tp) # 0y que a través del control hay que llevarlo al origen del plano de estados (estado de equilibrio)
con unas caracteristicas dindmicas determinadas por la asignacién de los polos del sistema en lazo ce-
rrado (respuesta libre del sistema). El control que se aplica se basa generalmente en una realimentacién
lineal del vector de estado, donde se usan las medidas o estimaciones de los estados del sistema para,

una vez multiplicados por unas ganancias, generar la sefial de control u(t) = —Kx(t).
Se dice que un sistema es controlable si, usando una serie de entradas apropiadas (que en el control
en el espacio de estados consiste en una realimentacién lineal del vector de estado u(f) = —Kx(¢)),

los estados se pueden mover en una direccién arbitraria del espacio de estados. Dicho de otra manera,
un sistema es completamente controlable si existe un control sin restricciones u(t) que puede llevar
cualquier estado inicial x(#p) a cualquier otro estado deseado x(t) en un tiempo finito fo < t < t¢ [9].
Este concepto es equivalente a poder colocar los polos del sistema controlado en cualquier localizacién
del plano complejo. El par (A, B) es controlable si y s6lo si el rango de la matriz de controlabilidad Q) es n
(el determinante de Q) es distinto de cero), siendo n el orden del sistema, es decir, la dimensién de A. La
matriz de controlabilidad viene dada por: QO = [B AB A?B ... A""!B].

Si el sistema es lineal y completamente controlable, existen diversas férmulas para calcular los valo-
res de las ganancias de realimentacién (elementos del vector K).

El polinomio caracteristico del sistema viene dado por los autovalores de la matriz dindmica A:
J(s) = det(sI —A) = s" +a, 15" ' +..+ays +ap = 0. Con u(t) = —Kx(t), si se considera el caso
de regulacién al origen (sin referencia externa), se tiene que x(t) = (A — BK)x(t), por lo que el poli-
nomio caracteristico del lazo cerrado viene dado por los autovalores de la matriz A, = (A — BK).
Las especificaciones de régimen transitorio se pueden traducir en la localizacién de los polos domi-
nantes del sistema en lazo cerrado, es decir, en la ecuacién caracteristica del sistema en lazo cerrado:
Jie(s) = s™ + &, 18"~ + ... + ap. Por tanto, una posible estrategia de sintesis (denominada asignacién de
autovalores) puede ser imponer que det (sI — Aj.) = s" +a, 15" + ... + ag.

La forma canénica de control tiene la propiedad de que los pardmetros del sistema son los coefi-
cientes del polinomio caracteristico. Por tanto, es natural trabajar con esta representacién cuando se va
a resolver el problema de asignacién de autovalores, pues produce un vector de ganancias de realimen-
tacién igual a K = a1 — a,_1...00 — ap].

La féormula de Ackerman permite calcular la matriz de ganancias de realimentacién del vector de esta-
dos para ubicar los polos en lazo cerrado en una posicién deseada:

K=1[00--- 1]Q7"],(A) 9.2)

donde J;.(A) es el polinomio caracteristico del lazo cerrado particularizado para la matriz A.

Con esta idea como base, se pueden desarrollar una serie de esquemas de control en funcién de
las caracteristicas de las perturbaciones exégenas al sistema (existencia de referencia y perturbaciones
a la entrada). El esquema bdsico de control es el que se muestra en la Figura 9.2, que representa una
estabilizacién (regulacién) al origen con respuesta libre del sistema. La dindmica del sistema en lazo
cerrado viene descrita por:

u(t) = —Kx(t) — 2(t) = (A — BK)x(t) = Ajex(t) — x(t) = e?lelxq, y(t) = Celielxg, x0 = x(0)  (9.3)

Si el problema de control es el seguimiento de una referencia r, existen varias estructuras de control.
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Controlador Proceso

%= Ax+ Bu

: u y

: > y=Cx L
x(0) = x,

P K ¥

Figura 9.2 Estabilizacién por realimentacién del estado: Respuesta libre

Controlador 1GdL Proceso
X = Ax+ Bu y
0 SN —>
y=Cx
-K
X

Figura 9.3 Estabilizacién por realimentacién del estado: Respuesta a un escalén - sistema con 1 grado de libertad (1GdL)

La mds sencilla es la que se muestra en la Figura 9.3, donde se estabiliza al sistema siguiendo al es-
cal6n de entrada utilizando una estructura de control con un sélo grado de libertad (la ganancia K). Las
ecuaciones que rigen la dindmica del sistema en lazo cerrado son:

u(t) = —Kx(t) + r(t) — %(t) = (A — BK)x(t) + Br(t) (9.4)

Si se considera que la referencia es constante en estado estacionario (como es el caso habitual y el tratado
en esta ficha), la condicién de equilibrio x, = x(t — o0), %(t) = 0, viene dada por:

xe = —(A—BK) 'Br — y, = Cx, = —C(A — BK) 'Br

donde en general y, # r y la respuesta a un escalén en el punto de consigna produce un error en el
estado estacionario.

Para resolver este problema en presencia de una sefial de referencia no nula, se introduce un esquema
con dos grados de libertad como el que se muestra en la Figura 9.4. La referencia se multiplica por una
constante de disefio denominada ganancia de la referencia K, que tiene como objetivo eliminar el error en
estado estacionario:

u(t) = —Kx(t) + Kr(t) — x(t) = (A — BK)x(t) + BK,r(t) (9.5)
En estado estacionario:

Xe = —(A— BK) 'BK,r — y, = Cx, = —~C(A — BK)"'BK,r
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Controlador 2GdL Proceso

X=Ax+Bu | »

y=Cx

Figura9.4 Estabilizacion por realimentacion del estado: Respuesta a un escalén - sistema con 2 grados de libertad (2GdL)

Controlador 2GdL Proceso

XxX=Ax+Bu | V
y=Cx

X

Figura 9.5 Estabilizacién por realimentacién del estado: Respuesta a un escalén - sistema con 2 grados de libertad (2GdL)
e introduccién de una perturbacién d(t) en la carga

1
(C(A_BK)-1B) *

Como se observa, una adecuada eleccién de la ganancia K, permite eliminar el error en estado esta-
cionario, pero no afecta a la estabilidad del sistema (que se determina por los autovalores de (A — BK).

Este esquema funciona bien cuando sélo se producen cambios en la referencia, pero provoca error
en estado estacionario cuando se introduce una perturbaciéon d(t) en forma de escalén a la entrada
del sistema (perturbacién de carga, ver Figura 9.5). Las ecuaciones que rigen la dindmica y el estado
estacionario de este sistema son:

r = =7

u(t) = —Kx(t) + Kr(t) +d(t) — x2(t) = (A — BK)x(t) + B(Kyr(t) + d(t)) 9.6)

xe = —(A — BK)"1(BK,r + Bd)

K, = —1

} —ye=r—C(A—BK)ld -y, #r
(C(A—BK)~1B)

Por tanto, para compensar la influencia de la perturbacién en la carga es necesario introducir efecto

integral en el lazo de control, aumentando en uno la dimensién del sistema a través de la inclusién de
una variable de estado adicional:
Ax(t) + Bu(t)
—

-
z(t) r(t) —y(t)
u(t) = —Kx(t) — Kjz(t) + Kpr(t) + d(f)

xe = —(A — BK)"'B(K,r — Kjz, +d)

9.7
r—y=0—r=y 6.7

La respuesta en el plano de fase no sigue exactamente el mapa de isoclinas. Esto se debe a que el sistema
es de tercer orden y el mapa de isoclinas solo depende de dos variables.
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Controlador dinamico Proceso

\ 4

Figura 9.6 Estabilizacién por realimentacion del estado: Respuesta a un escalén - sistema con 2 grados de libertad
(2DOF). Introduccién de una perturbacién d(t) en la carga y compensaciéon mediante accion integral: la accién integral
incrementa en uno el orden del sistema

Aunque la herramienta no contempla un andlisis de observadores de estado (tnicamente la descrip-
cién del sistema en forma candnica de observacién), se incluye a continuacién un breve resumen de sus
fundamentos.

Uno de los mayores problemas con el disefio en el espacio de estados es que normalmente no es
préctico, bien porque todos los estados no sean medibles o porque sea muy caro colocar muchos sen-
sores. De aqui que se usen los llamados observadores, por medio de los cuales, a partir de un conjunto de
entradas y salidas del sistema es posible estimar los estados del mismo. Si se denomina X(¢) al estado
estimado, se tiene que:

‘;_’t‘ — Ax(H)+Bu(t),  x(0) = xq 9.8)
d’;(:) — AR(H) + Bu(t),  £(0) = % 99

Si se hace £() = x(f) — #(£), entonces:
d’:;(:) = AZ(t), 7(0) = o — () = M (9.10)

Por tanto, el error del observador %(f) tiende a cero si el sistema original es estable. Como las condiciones
iniciales del sistema no son conocidas, hay que estimarlas. Tal y como estd formulado, se trata de un
observador en lazo abierto. Si se usa la salida conocida del sistema y se compara con la predicha por el
observador, se puede obtener una formulacién del observador en lazo cerrado:

% = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — Cx(t)); %£(0) = %o
La dindmica con que el error entre los estados observados y los reales tiende a cero viene determinada
por (A — LC). Por tanto, se elige L de forma que la dindmica de evolucién del error dada por los auto-
valores de (A — LC) sea mds rdpida que la evolucién del sistema. Realmente para su elecciéon hay que
analizar previamente los posibles ruidos y perturbaciones a los que pueda estar sometida la salida, para
evitar la introduccién y amplificacién de sefiales no modeladas en el esquema. Si dichos autovalores
pueden situarse en cualquier punto del plano complejo, se dird que el sistema es observable. Matemati-

camente, un sistema es observable si el rango de la matriz de observabilidad es 7, siendo 7 la dimensién

del sistema. La matriz de observabilidad viene dada por: © = [CT (CA)T (CA?%)T ... (CA" )T] L
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El célculo del vector de ganancias del observador L se realiza mediante una férmula similar a la
del célculo del vector de ganancias de realimentacién K. Si se denomina J,,, al polinomio caracteristico
deseado para el observador de estado, el vector L se puede obtener de:

_ -1 - 4

C 0
CA 0
L= ]OZC(A) : :
CA"—2 0
car!

Se pueden disefiar también los llamados observadores de orden minimo, en los que se supone que
s6lo hay que estimar un conjunto de estados de la planta puesto que el resto (generalmente la salida)
se pueden medir directamente con sensores en el sistema. El disefio de este tipo de observadores puede
analizarse en [31] y [32].

La idea del desarrollo de observadores es que los estados estimados puedan ser usados en la ley de
control por realimentacién lineal del vector de estado como si fueran los estados verdaderos. La duda
que surge en este punto es si se garantiza de esta forma la estabilidad del sistema en lazo cerrado. La
respuesta es que existe una separacién entre los problemas del control y de la observacién, es decir, se
pueden encontrar las ganancias del controlador asumiendo que los estados son accesibles y después
disefiar un observador para estimar los estados y usarlos en lugar de los estados reales. Los polos del
sistema en lazo cerrado son la unién de los polos del controlador y los del observador. Esto conlleva a
la conocida propiedad o principio de separacién, que es un resultado de crucial importancia en la teoria
de control moderna. Esta propiedad de separacién se puede analizar combinando las dindmicas de los
estados reales y de los errores de estimacién, obteniendo:

x(t)
(1)

l dx(t) ]
i | _
dx(t) | =
ar

Noétese que de la teorfa de matrices, los autovalores de una matriz triangular a trozos son la unién de
los autovalores de los bloques diagonales, de donde se obtiene el citado teorema de separacion.

A — BK BK
0 A—-LC
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Como se ha indicado en el resumen de teoria, esta herramienta es algo mds compleja que las ante-
riores, pues se ilustran multiples conceptos en una tinica aplicacién. Sin embargo, la forma en que se
ha estructurado facilita al usuario un aprendizaje incremental de las ideas derivadas del uso de una
representacion del sistema en el espacio de estados. En ningtin caso se consideran tiempos de retardo
en esta herramienta para no complicar en exceso la comprension de los conceptos bésicos.

En primer lugar se analiza el ment Opciones de la herramienta, que contiene dos agrupaciones. A
través de la primera de ellas se realiza una seleccién (exclusiva) del tipo de representacion grafica
que se va a utilizar en el drea derecha de la herramienta:

= Respuesta temporal: Es la opcién activa por omisién al arrancar la aplicacién. Las gréficas repre-
sentan la evolucién temporal de los estados del sistema (en el caso de Respuesta libre) o la salida
del mismo (si se utiliza la Respuesta forzada).

= Plano de fase: Si se selecciona, se desactiva la opcion de Respuesta temporal y cambia la gréafica
del drea derecha de la herramienta a una representacién bidimensional del plano de fase donde
el eje de abscisas contiene las coordenadas del primer estado x(t) y el de ordenadas las del
segundo x,(t).
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El otro grupo de elementos del menti Opciones permite introducir distintas estructuras de plantas.
En todos los casos se restringe a sistemas de segundo orden, que son los que soporta la herramienta
(pues visualmente son los que admiten una representacién bidimensional en el plano de fase). Los
primeros elementos de este grupo son las funciones de transferencia Pi(s) (n = 2), P3(s) (n = 2),
P5(s), Ps(s), P7(s), Prp(s) = P7(s) con B = 0, P1a(s) y Prop(s) = Pia(s) con B = 0, incluidas en la
Tabla 1.2 del Capitulo 1. A continuacién sigue la opcién de incluir funciones de transferencia en for-
matos (NUM,DEN) o ZPK, restringidas a estructuras de segundo orden. En esta herramienta se ha in-
corporado también la posibilidad de representar al sistema en formato de descripcién interna (A,B,C),
suponiendo sistemas estrictamente propios (D=0). En este tltimo caso hay que introducir las matrices
y vectores con el siguiente formato: A=[a11,a12;a21,a22], B=[b1;b2], C=[c1,c2].

Hay otras opciones importantes que determinan la configuracién de la herramienta en funcién del
tipo de casos que se desee analizar. Para facilitar la interactividad, en lugar de colocar esas alterna-
tivas en el ment Opciones, se han situado sobre las gréficas que representan la Respuesta temporal o
el Plano de fase en su caso y también sobre la Representacion polo-cero. Se trata de parejas de opciones
excluyentes entre si (seleccion excluyente ®C):

» Respuesta libre - Respuesta forzada: Estas dos opciones permiten configurar la herramienta de
forma que la respuesta temporal o el plano de fase que se muestran en las gréficas (y los para-
metros asociados), consideran inicamente la respuesta libre del sistema, es decir, la regulacién
al origen (referencia nula) o bien la respuesta forzada (seguimiento de una referencia partiendo
de condiciones iniciales nulas).

= 1GdL - 2GdL: Estas opciones tienen sentido cuando se ha seleccionado la representacién de la
Respuesta forzada, pues habilitan la estructura de un grado de libertad (1GdL) indicada en la
Figura 9.3 o bien la de dos grados de libertad (2GdL) de la Figura 9.4, en las que se tiene en
cuenta que la referencia puede ser distinta de cero. Cuando en el menti Opciones se escoge la
representacién en Plano de fase, se afiade sobre la grafica una barra de desplazamiento que
facilita el ajuste del tamafio de las isoclinas.

En el drea inferior izquierda de la herramienta se incluye la Representacion polo-cero, donde se sitdan
los polos (autovalores de la matriz A) y ceros del sistema estudiado, representados en color rojo.
Junto al titulo existen dos botones de seleccién excluyente denominados Analisis y Control:

= Si se selecciona la opcién Andlisis, se puede realizar el estudio de la respuesta del sistema y de
la localizacién de los polos en lazo cerrado (representados mediante el simbolo no interactivo
A) cuando se modifican las ganancias de realimentacién K; y Kj. Los ceros del lazo cerrado
coinciden con los de lazo abierto.

= Si se elige la opcién Control, permite llevar a cabo el andlisis del sistema en lazo cerrado cuando
la localizacién de los polos del mismo ha sido fijada a través de las especificaciones y, por
tanto, el cdlculo de las ganancias de realimentacion se realiza de forma automatica a través de
la férmula de Ackermann. En este caso, los polos deseados en lazo cerrado son interactivos,
para permitir al usuario posicionarlos en cualquier lugar del plano complejo de forma que
definan unas determinadas especificaciones de comportamiento. Estos polos que definen el
comportamiento deseado en lazo cerrado se representan mediante el simbolo [.
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En todo momento son visibles las leyendas que indican el cédigo de colores asociado a cada elemento
dindmico en la esquina inferior derecha del diagrama. Como en otras herramientas, el tridngulo de
color negro ubicado en la zona inferior de la grafica se puede utilizar para cambiar el fondo de escala,
pulsando con el ratén a derecha o izquierda del mismo.

En el drea superior izquierda de la herramienta se definen la ganancia estética del sistema y los para-
metros del controlador utilizado, basado en una realimentacion lineal del vector de estado. La secciéon
Parametros del sistema incluye un cuadro de texto y una barra de desplazamiento para modificar el
valor de la ganancia estdtica del sistema cuya estructura ha sido seleccionada a través del ment Op-
ciones (P;(s)). La posicion de los polos y del cero (en su caso) de esa funcién de transferencia se puede
modificar a través de la Representacion polo-cero, donde se pueden situar en una posicién arbitraria
que defina de forma completa su dindmica.

Enla zona derecha de la seccién de Parametros del sistema se visualiza una representacion simbdli-
ca del sistema en forma de funcién de transferencia G(s) y también en forma de espacio de estados
x = Ax + Bu, y = Cx + Du, que se puede seleccionar en la Forma candnica de control (C) o en la Forma
canoénica de observacion (O), a través de botones circulares de seleccién excluyente.

A continuacién se encuentra la seccién Especificaciones y controlador. En la zona izquierda hay
una serie de cuadros de texto y barras de desplazamiento correspondientes a las ganancias de reali-
mentacion Kj y Kj y el factor de amortiguamiento relativo § y la frecuencia natural no amortiguada
wy que definen la posicién de los polos en lazo cerrado que fijan las especificaciones de compor-
tamiento transitorio. Cuando la herramienta estd configurada en modo Andlisis, s6lo pueden modifi-
carse las ganancias de realimentaciéon Ky y Ky, puesto que en este modo dichas ganancias se pueden
modificar por el usuario para analizar el efecto que producen en la localizacién de los polos del la-
zo cerrado y por ende en la respuesta temporal. A medida que se modifican las ganancias K y Ky,
varfan los valores asociados a { y wy, puesto que cambia la posicién de los polos del lazo cerrado. Si
se configura la aplicacién en modo Control, se podrdn modificar libremente los valores de {y w;, para
imponer una dindmica determinada por la situacién de los polos en lazo cerrado y se actualizardn
automaticamente los valores de K y Kj resultantes de la aplicacién de la férmula de Ackermann.

A la derecha de estos pardmetros se visualiza en color azul una representacién simbélica de la des-
cripcién interna del sistema en lazo cerrado de la forma X = Aj.x si la herramienta estd en modo de
Respuesta libre, o bien de la forma ¥ = A;.x + B.r si estd en modo Respuesta forzada, correspondien-
tes a los esquemas representados en las Figuras 9.3, 9.4 y 9.5. Precisamente, en el modo de Respuesta
forzada, se pueden incluir perturbaciones a la entrada y activar la Accion integral (Figura 9.6), a través
del cuadro de seleccién situado bajo la representacién simbdlica de la dindmica interna del sistema
en lazo cerrado. Al activarse, se hace visible una barra de desplazamiento y un cuadro de texto que
permite modificar el valor de la ganancia del término integral K; para analizar su efecto sobre el
comportamiento del sistema en lazo cerrado.

Como se ha indicado al principio del apartado, el drea derecha de la herramienta se dedica a las
representaciones graficas de la evolucion del sistema. Cuando a través del ment Opciones esta activa
la Respuesta temporal, la gréfica superior representa la evolucién en el tiempo de los estados x1 () y
x(t) sila herramienta estd en modo Respuesta libre y la salida y(t) si estd en modo Respuesta forzada.
Cuando se representan los estados, una leyenda situada en la parte inferior derecha de la gréfica
incluye el cédigo de colores utilizado para cada estado.
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Cuando se utiliza la Respuesta forzada, la grdfica muestra una linea horizontal discontinua en
color verde que representa una referencia constante. Tanto el circulo situado sobre la misma como
la linea discontinua son un elemento interactivos que facilitan el cambio de la amplitud del escalén.
Del mismo modo, en la zona intermedia de la gréfica se han incluido otros dos circulos (que por
omisién suelen estar solapados y situados en el eje del tiempo) que se pueden utilizar para imponer
la amplitud de una perturbacién d(t) en forma de escalén a la entrada del sistema y para cambiar el
instante en el que se introduce tal perturbacion.

Tanto en el caso de Respuesta libre como de Respuesta forzada, la grafica inferior representa la
evolucién de la sefial de control u.(t) = —Kx(t) + K,7(t) (en respuesta libre r(t) = 0).

Cuando se elige la opcién del Plano de fase en el ment Opciones, toda el drea grafica de la derecha
pasa a ser ocupada por esa representacion, incluyendo las isoclinas cuya densidad se puede modu-
lar a través de la barra de desplazamiento que se hace visible sobre la figura. Junto a esa barra de
desplazamiento se muestra también un cuadro de texto (tmax) que permite cambiar el tiempo de
simulacién (tiene el mismo efecto que un cambio en el fondo de escala en las gréficas de Respuesta
temporal usando el simbolo A).

Cuando se trabaja en modo Respuesta libre, siempre hay una regulacién del sistema al origen
del plano de fase. En el dngulo inferior izquierdo de la gréfica se muestran los vectores propios del
sistema (los autovalores vienen dados por la posicién de los polos en el plano de Representacion
polo-cero). Las condiciones iniciales se pueden modificar interactivamente pinchando y arrastrando
el cuadrado magenta () a la posicién que se desee. Cuando los polos en lazo cerrado son reales se
dibujan los vectores propios asociados en el plano de fase. El punto que representa la condicién de
estado estacionario se representa mediante un cuadrado celeste (7)), que en el caso de la Respuesta
libre estard siempre situado en el origen del plano de fase.

Cuando se selecciona el modo Respuesta forzada, el cuadro que se fija es el magenta (0), pues las
condiciones iniciales estardn siempre en el origen y el que se puede desplazar serd uno de color verde
(1), que estd ligado a la amplitud de la referencia que se haya determinado en el modo de Respuesta
temporal. El desplazamiento de ese cuadro es equivalente al cambio de la referencia. Al estar confi-
gurada la herramienta para sistemas de segundo orden usando las formas canénicas de Control (C) u
Observacion (O), ese cuadro siempre estard ligado a uno de los ejes, lo que facilita el andlisis. Cuando
no exista error en estado estacionario el cuadrado verde (0J) coincidird con el cuadrado celeste ()
que determina el estado de equilibrio. En ese modo no se representan los autovectores del sistema.

Los cuadrados de color negro (O) situados en la esquina inferior derecha y superior izquierda del
grafico, permiten cambiar la variable de estado que se representa en ese eje cuando se pulsa sobre
ellos. El tridngulo negro centrado en la parte inferior de la gréfica facilita el cambio de fondo de
escala cuando se pulsa con el ratén a la derecha o la izquierda del mismo.
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1.

Un sistema lineal de segundo orden estrictamente propio se puede escribir de forma general en el
espacio de estado como:

_odx(t) an ap by
x(t) = i s 1 x(t) + by ] u(t)
o = la alx)
x(f) = xl]
L X2

Determine un controlador por realimentacién lineal del vector de estado de la forma:
u(t) = —Kx(t) = —Kyxi (f) — Kpxa(f)
Tal que la ecuacién caracteristica en lazo cerrado sea:
J(s) = s> 4+ 2Zwps + w2 =0

Particularizar el ejercicio anterior al caso de un integrador doble:

G(S) = 57

Para la configuraciéon de “Respuesta libre” y “Analisis”. Justificar el efecto que tiene sobre la res-
puesta del sistema la variacion del pardmetro K; del controlador. También la del pardmetro Kj.
Con la configuraciéon de “Respuesta libre” y “Control” disefiar un controlador que produzca una
dindmica del lazo cerrado con:

a) $=05yw,=2rad/s.

b) T=125yw, =2rad/s.

Calcular los valores y vectores propios en ambos casos. Calcular también la trayectoria en el plano
de fase para unas condiciones iniciales genéricas x1(0) y x2(0).

Una planta viene descrita por la siguiente funcién de transferencia:

1

G(s) = o el

Con la configuracién de “Respuesta libre” y “Control” disefiar un controlador que tenga como es-
pecificacion { = 1y wy, = np, n = 2,3, ... ;Qué efecto tiene sobre la respuesta del sistema aumentar
el valor de n? Calcular los valores y vectores propios y la trayectoria en el plano de fase para unas
condiciones iniciales genéricas x1(0) y x2(0).

Una planta viene descrita por la siguiente funcién de transferencia:

s+1

Gls) = s24+554+6

Con la configuracién de “Respuesta libre” y “Control” se pide:
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a) Encontrar el vector de ganancias de realimentacion K que coloca los polos de este sistema en
las raices de la siguiente ecuacién s? 4 2Twys + w?3.

b) Particularizar el resultado para { = 0.5y w, = 2 rad/s.

¢) Analizar el efecto que tiene sobre el vector de ganancias de realimentacién K el hecho de que
aumente wy;.

Para la planta del ejercicio 2, escoger la configuracion de “Respuesta forzada” y tener activado
el botén “1GdL” (lo estd por omision). Se observa un error en estado estacionario en la respuesta.
Calcular este error. Calcular la ganancia K, de un controlador de dos grados de libertad que elimina
este error en estado estacionario. A continuacién activar la configuracién “2GdL” y verificar que
se obtiene una respuesta a un cambio en el punto de consigna que tiene error nulo. Aplicar una
perturbacién d(t) constante de amplitud 1 en la entrada del sistema. Analizar la respuesta del
sistema y calcular el error que se produce en estado estacionario. Para eliminar este error frente
a una perturbacién en la carga activar el botén “Accién integral” y analizar el efecto que tiene la
ganancia de la accién integral K; sobre la respuesta del sistema.

Realizar el ejercicio 5 referido a la planta del ejercicio 3.
Realizar el ejercicio 5 referido a la planta del ejercicio 4.
Para un sistema de segundo orden en forma normalizada

d>y(t)
dr?

dy(t)
dt

+ 28wy, + w2y(t) = kw?u(t)
Calcule una descripcién en el espacio de estados y analice el diagrama de fase para distintos valo-
resde §, w, y k.

Para el sistema resorte-masa-amortiguador que se muestra en la figura, obtenga la funcién de
transferencia y un modelo en variables de estado del mismo (referencia [9], pdginas 132-133),
donde k;, es la constante del resorte, by, es la friccién con la pared y m la masa sustentada. Con-
sidere que y(t) es la posicion de la masa y escoja como variables de estado la posicién y(t) y la
velocidad y(t). Particularice la descripcién interna para m = 1kg, b, = 20 N/m/sy k,, = 100
N/m. Calcule las raices de la ecuacién caracteristica. Realice un andlisis del sistema usando la
herramienta y un control de posicién usando realimentacién lineal del vector de estados.

[
lll

y(0) u(t)

Para el circuito RLC que se muestra en la figura, obtenga la funcién de transferencia y un modelo
en variables de estado del mismo (referencia [9], pdginas 133-135), donde R es la resistencia, C es la
capacitancia y L la inductancia. Considere que y(t) es la tensién en la resistencia. Seleccione como
variables de estado el voltaje del condensador v.(t) y la corriente del inductor i (). Particularice




11.

12.

13.

14.
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la descripcién interna para R = 30, L = 1 Hy C = 0.5 F. Calcule las raices de la ecuaciéon
caracteristica. Realice un andlisis del sistema usando la herramienta y un control de tensién usando
realimentacion lineal del vector de estados.

i +
@ viE b RO

e

Considere la descripcién interna de un péndulo (referencia [13], pdgina 463), cuya frecuencia ca-
racteristica es wy:

0 1 0
A= ) , B= , C=[1 0, D=0
—wjy 0 1
Encuentre la ley de control que posiciona los polos del sistema en lazo cerrado en s = —2wy. En

otras palabras, se pretende doblar la frecuencia natural y aumentar el factor de amortiguamiento
relativo del sistema de 0 a 1. Demuestre que el vector de ganancias lineales K = [3w} 4wy)]. Para
un valor de wy = 1 rad/s y partiendo de unas condiciones iniciales x; = 1y xp = 0, simule el
comportamiento con la herramienta.

Considere la funcién de transferencia que modela la posicién angular de un motor de corriente
continua (referencia [32], pdgina 39):

k
Gls) = s(ts+1)
La entrada es la tensién de inducido u(t) y la salida la posicién angular. Eligiendo como variables
de estado la posicién angular (x1(t)) y la velocidad angular (x,(t)), encuentre las ecuaciones de
estado del sistema, asi como las forma canénicas de control y de observacién. Integre la ecuacion
de estado y obtenga su solucion. Particularice para T = 0.25sy k = 1 rad/V y simule el compor-
tamiento en la herramienta interactiva.

Considere la dindmica linealizada y normalizada de la direccién de un vehiculo dada por:

Al 1], B:[”, C=[1 0, D=0

00

La descripcién completa de los estados y ecuaciones se puede encontrar en [2] (pdgina 177). Obten-
ga la matriz de controlabilidad. Disefie un controlador que estabilice la dindmica lateral (y) y siga
una referencia de valor r (la sefial de control es el dngulo de direccién). Calcule el polinomio ca-
racteristico del sistema en lazo cerrado e imponga que la dindmica sea de segundo orden con un
factor de amortiguamiento { y una frecuencia natural w,. Particularice para v = 1 (aunque real-
mente es variable) y distintos valores de {y w, y simule el comportamiento en la herramienta
interactiva.

En la referencia [2] (pdgina 196) se plantea el control de velocidad de un vehiculo. La dindmica
linealizada en torno a un estado de equilibrio (v,, u.), donde v(t) es la velocidad del vehiculo y
u(t) es la posicién del acelerador, viene dada por:

X(t) = ax(t) —bgy(t) +bw(t), y(t) =0(t) = x(t) + ve
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donde x(t) = v(t) — ve, @(t) = u(t) — ue, a, b’y by son constantes que dependen de las caracteris-
ticas del vehiculo y de la carretera y (t) es la curvatura del camino (perturbacién). Se desea con-
trolar la velocidad del vehiculo sin error en régimen estacionario, por lo que hay que aumentar la
dindmica del sistema con un integrador. Calcule las ganancias K, K; y K, necesarias para estabilizar
el sistema y proporcionar la entrada correcta para alcanzar la referencia de velocidad (suponiendo
v = 0). Imponga un comportamiento en lazo cerrado descrito por los pardmetros { y w,. Particu-
larice en la herramienta la dindmica linealizada para valores de 7y, = 0 rad, a = —0.0101, b = 1.32,
by = gcos (7e), $ = 0.7, w, = 0.5 rad/s. La referencia de velocidad serd v, = 2 m/s. Introduzca
distintos valores de la perturbacién <y (t) y analice la desviacion respecto al estado de equilibrio.
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