TEMA VI
EL MODELO LINEAL GENERAL (11)
VALIDACION Y PREDICCION

Este tema est4 destinado a validar € modelo, esto es, decir si e modelo es valido, o por
el contrario, tenemos que rechazarlo.

6.1.-DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE LOS ESTIMADORES MINIMO
CUADRATICO ORDINARIOS. DISTRIBUCIONES MUESTRALES DE LOS ERRORES

MiNIMO-CUADRATICOS ORDINARIOS. INDEPENDENCIA DE b y s?2.
Sabiendo que:

6® N(b,s ?(xx)?)
b, ® N(b,.s %a,)

Vamos a demostrar que:

SAZ

s?
2) b y s2 sonindependientes.

1) (n- k> ® c2,.

3) S? esconsistente.

1) Demostracion.-

udu
—® c;
S

| =g XK 0 4 Ly =M + D

u¢u _udM +D)u _ uMu ,uou
= -

S s? s? s?
D)

SIMETRICA U

IDEM POTENTEI{’/U(DZU ® cg
TRAZA =k IID

M)

SIMETRICA U

IDEM POTENTE;:'/U:\/ZIU ® c?,

TRAZA =n-k IIO

Ademés, podemos demostrar que las matrices M y D son independientes:



M D=(- X(XK)*Xq (X(X&)*xq=
= X(X&K) X X(XK)* Y B (X %)X ¢=
= X(XK)*X¢ x(xax)'lxcn:;)I

P MyD son independientes, y en consecuencia
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Ya tan sélo nos queda por demostrar que la matriz D es simétrica, idempotente y de
traza k:

SIMETRICA:
D¢= (x(xsk)'lxc)( = X(XX)*'X¢=D

IDEMPOTENTE:
DD = X(X&) Y E (X% )5 X ¢= X(XK) "X ¢=D

TRAZA=k

Traza(D) = Traza(X (X X ) * X § = Traza(X X (X X ) *) = Traza(1, ) = k

uMu
2 ® Cr?—k !
S
oMT _ OMMT _ TM MO
s? s? s?

2) Independencia.-.
Queremos demostrar que € estimar de vector beta y e estimador de la varianza son

independientes, para dlo basta con demostrar que Cov?, 5%2 0



oV, 5 0= E&F® - 8 2 0= E]wu(z 1|2
Cove?,b g Eé? E@ma E[maloo (xx) )
=M E[oudX (XX)™* = Ms 2|x(xss<)'1:s2[| - x(x¢<)'lxa]x(xss<)'l =

s A RL AR Y HER Y=o T 0=0

ek

S 2 = y_&) =
-k , b ye , : b
Como Trans. deBorel , Yy ademés, son independientes, y una

s?=
transformacién de Bord de €  también lo son. Por tanto, b y n- kK son
independientes.

3) Consistenciadel estimador
Un estimador es consistente si sus varianzas tienden asintéticamente a 0.

DEMOSTRACION:

2

- k)5§‘2® o y sabemos que Var|c? =2M or tanto
Var[cf ) :Vargn- k):zgzz(n- k)E,JZ(n- k)= (ns f)z Var(s‘z)
Varé(n- k)Sigz (ns f)ZVar(s‘z) E P Var(s?)= r?s :(
ipbvars?)=ping | S0

DISTRIBUCIONES DE MUESTREO:

T-STUDENT:
_ N(o1)
tn—k - 5
C n- k
n- kK R RS &2
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6.2.- ESTIMACION POR INTERVALOS

INTERVALO DE CONFIANZA PARA Db,

Llamamos [A)(Ai) aladesviacion tipica de 5i



CONTRASTE DE HIPOTESIS

Ho:b, =b/
H,:b 1 b’
- Bi - bi
exp A
Estadistico: D b;

Aceptamos la hipotesis nula cuando: ‘t@(p‘ p t(y , Siendo este Ultimo e valor tabulado.
2

Para redlizar un contraste de significacion individual de un parametro, debemos
contrastar que el valor de dicho parametro no sea cero, es decir, redlizar d contraste
considerando: bi0 =0. En caso de rechazar la hipétesis nula, H,, consideraremos que, con el

nivel de confianza dd contraste, € pardmetro es significativo.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA S ?

Problc? £ A)=€/ conA =c?
c2 £ a)=e, %

2 —_q_e — 2
Prob(c fB)—l 5,conB Cre



2 ..
ProbeB p (n- k)5 p AZ=1-
rob p(n-k) 5 p z=1-e

&l s? 10_,
Prong pW pgg—l e
SN L i SO

Probg ~—r

B 4
2 20
Probam ps?p (n- kg T=1-e

2 2 -
g ° Crey g
ek ) ) ek
como =s°b (n-k =(n- k —ek
om0 & =57b (- ks ?=(n- 1) 2 =ee
)
Prob(%e:ib ps’p Ce;b ;:1- e
£, oF

é u

-~ aek ek ¢ .
s?1 1877, =~ U conun(1-e)%deconfianza
gc,, C .U
8% %

6.3.-CONTRASTE DE UN CONJUNTO DE HIPOTESIS LINEALES. CASOS
PARTICULARES

Para poder contrastar hipétesis que incluyan a mas de un solo parametro, es necesario
realizar un desarrollo adicional:

SeaR unamatriz dedimension 9 K con 4K rg(R)=q
Rb ® N(Rb s *R(XX)'R{

5 - R0 JR(XX) Ry ERE - Rb O
g - Rb & {R(xX) 'R{ ‘BRD

9 2
s ®cq
E; L@:RxE;A@:R_
g0 = REP =R
~ é _- A ¢ é_ -
Co



gﬁ- EgR[R(xcx)'lRa]'lef- bd
SZ

Al sustituir ? 5% por ((XX)*X @) tenemosque:
644444AFAAAAAAB
aox (XX ) RER(X K ) *RER(XK ) X @
S 2

u®u

2

Queremos demostrar que B es simétrica, idempotente y que de rango g.

B =X (X&) *RIR(XK) R "R(XK) "X ¢

Be= (R(xsx)’lxcﬁm([R(xsK)’chI]'l)¢(x (xax)’chﬁ¢

Be= X (XX ) RER(X K ) R4 'R(XX ) X 0= B
e Simérica

o5 = 4 093 BUR0D Pl LRack % O 3 L B 0LE R LRl
BB = X (X&) 'Rq R(xsK)‘lRa]’lR(xsK)‘l)_!Lgl(égLél RIR(XK ) "R "R(XK ) X ¢
BB = X(X& ) "R¢R(XX)™ Ra]’l %ﬁ%ﬁ%_ﬁ%ﬁﬁﬁg R(XX)'X¢

BB = X (XX ) "RIR(XX ) 'R{ “R(X K ) "X ¢= B
€ |dempotente

Rg(B) = Traza(B) por ser idempotentey simétrica

el Lt sl nb Bl -
Traza(C xD) = Traza(D xC) =

:Trazafé‘aTR(x¢<)’1Ra]'lF&(X@()’H_!Lgl(é%}gl Ra,%:

-l e i - Trm( )=

4 AAAN2>A49AK9 40
IcI

aR(B)=q



Con esto podemos definir € siguiente estadistico pararealizar contrastes de hipotesis:

&b - Rﬁg( >{R(x¢<)'lRa]'l§2€- Rb

Cq
g _ 9 _
~ 2 _Cz _Fq,n-k
n-k— n- k
( )32 n- k

Fq,n-k = §2
&Rb - R53¢>{R(x¢<) 'RY

Fani = ek

n- k

Con este estadistico que acabamos de definir, podemos redlizar los siguientes contrastes de
hipétesis:

1.- Contraste de significacion individual de un pardmetro.
2.- Contraste de significacion global del modelo.
3.- Contrate de significacion de un conjunto de parametros.

A la hora de redlizar estos contrastes, €l procedimiento es e mismo en todos |os casos,
la Unica diferencia se encuentra a la hora de elegir la matriz R, que seré lo que diferencia un
contraste de otro, asi en |os casos anteriores tenemos que:

1.- Contraste de significacion individual de un pardmetro.



H,:b, =0
H,:b, 20

R=(0 L 010 L 0

9
cb,+
. v
Ro=(0 L 010 L 08, =h,
b, =
15
&, 5
Rb- Rb =b, - b,
N _\¢ .
(Rb-Rb):bi-bi
200
(;T
¢ll+
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gaM L a, éo:
Gli+
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Con lo que nos queda @ contraste de la misma forma que vimos anteriormente.

2.- Contraste de significacion global del modelo.

H,:b,=b,=L=b, =0

H,:$,b 0
& 0 L 09
R0 1 0 0:
%0 0 O 0F
0 L 0 1

3.- Contrate de significacion de un conjunto de parametros.

Como la matriz R podemos elegirla libremente, podemos contrastar, con este método,
cualquier hipotesis que se nos presente, por ejemplo, la siguiente:
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ib,-2b,+b, =5
°'ib, +5b,- 7b, =1
H,, :: CASO CONTRARIO

L@ 0 -2 19
& 1 5 -7;
b, 2D, +b, ©_gB0

_gbz +5b3 - 7b4g glﬂ

6.4.- ANALISISDE LA VARIANZA (ANOVA)

FUENTE _ DE [SUMA DE [GRADOS DE [ VARIANZAS
VARIACION CUADRADOS LIBERTAD INSESGADAS
Variables Explicativas | & (v, - v = scE | k-1 %
Residuos a e’ =<CR n- k ii
n_
] \2
TOTAL 3(-Yf=scT |n-1

Este mé&odo permiterealizar € contraste de significacion globa del modelo de un modo
més sencillo.

H,:b,=b,=L=b, =0

H,:$,b 0 =

SR @ Founk e
n- k ||:

Si Fewnk TR & Rechazamos |10 & El modelo es globalmente significativo

Si Fisni P Fe & Aceptamos Ho 2 Bl modelo globalmente no es significativo.

Podemos relacionar la F con € coeficiente de determinacion, con objeto de obtener un

coeficiente de determinacion critico, a partir del cual podamos afirmar que e modelo es
globa mente significativo.
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SCE  n-k
Rz:SCE: E  _ SCR - k-1 _ F
ST SLCR+SCE 1+SCE n- k n-k+F
SCR k-1 k-1
F
R?=——= p R’ =R’critico = Fe
n- k n- k
+F +F
k-1 °*° k-1 °

] R*p R? H o :
Asi, cuando , aceptamos 9, la hipdtesis nula, y larechazamos en caso contrario.

6.5.- PREDICCION PUNTUAL OPTIMA

Una vez que tenemos €l modelo estimado, pretendemos obtener una prediccion para la
variable endbgena a partir de los valores conocidos de las variables exégenas. Si hubiésemos
construido un modelo para explicar las ventas en funcion del gasto en publicidad y € precio
de nuestro producto, utilizando datos de los Ultimos afios, podriamos , para € futuro eercicio
fijar los gastos de publicidad y € precio del productoy tratar de predecir las ventas. En general
tendremos:

Yi Xt Xa L Xy
Yy X1 Xar L Xy
Y X2 Xs2 L Xy,
M M N O N
Y Xan Xan L Xan
Yo | Xoma Xgnn b Kynn

YAi = 61+62X2,i +63X3,i +L+6kxk,i

Vamos a definir @ vector ¢, que contiene el conjunto de variables exdgenas del modelo
correspondientes al periodo n+1. (Es decir € vector ¢, contiene lainformacién futura conocida o
prefijada):

el o

%

b, -
M2 += b, + bzxz,n+1 +L+ bkxk,n+l

.5
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Como sabemos por € Teorema de Gauss-Makov CCE :es e estimador ELIO (Estimador
Lineal Insesgado y Optimo) para th , pero s estamos en predecir Y, ,, , tenemos un problema
yaque Y, noesigudaac®

n+l

_b +b x2n+1+l—+b an+l CQ)
n+l] b +b x2n+l+l—+b xkn+l+ [53]

Si rebajamos nuestras pretensiones y pretendemos estimar E[ n+1] podemos ver que

E[Y,.]=c®

s Sl g —

E&® U=cED U=c6 = E[Y,,]

Var® 0= EER 6 - o6 R E —5Q¢@_E§_ - o EQ¢—U—

ar? g ? -C ? -C za— SC@- ?- bca_
e~ .. _.W

=C B _ Q/c—c 2 1—

cE b? bﬂlép S C((XQX) c

cb ¢ E[Y,,|

Vs T¢XKX)'c

redlizar tanto intervalos de confianza como contrastes de hipétesis, pero para €lo debemos

® N(O 1) Como esta distribucion de muestreo esta tabulada, ya podriamos

salvar @ problema que nos plantea @ desconocimiento del valor de S 2. Para dlo vamos a
realizar un peguefio cambio que nos permita reglizar estas operaciones prescindiendo de dicho
valor.

ck ¢ E[Y,,]
_ s c¢XX)'c _ cob ¢ E[Y,,] ot
(n-k)s? s c(xsk )'c

(n-k)s?

permlte redlizar € intervalo de confianza y € contraste, ya que tenemos todos los datos
necesarios para dlo.

. En esta expresion, s nos

3
=
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& ¢ - E[Y,.,]| 0
C._ c n+l =1-
Probg ty p o .=1l-e

2 s 26((X¢<)’16 2

Probg?tyw/sfzé(( cpch - E[Y,.,] ptyw/sAZC((X(K g

Prob?ty\/sfzc((XK c-c® p-E[Y,.]| pty\/sfzé((XK)’lC - 66%21- e
$2C ¢ 26 c9=1-
Probg%(b t/\/s cdXX)'c pE[Y,,]pc® +t, \/ ckxXX)'c 2=1-e

b E[Y,,]T g‘c‘cb +t/\/§26(X¢( g

Ahora que tenemos construido € intervalo de confianza, vamos a seguir buscando la

estimacion puntual, para lo cual vamos a hacer e siguiente planteamiento.

El valor puntual tiene una importancia esencial ya que resulta que los datos obtenidos

son Unicosy puntuales, por no tratarse de una disciplina experimental.

Para hacer una estimacion sobre e valor puntual que es e Unico observable, introduciremos

el concepto de error de prediccion.

Vamos a llamar Z al ERROR DE PREDICCION, que viene dado por:

6AA4A4INF AAAASB
Yn+1 = b + b x2,n+l + L+ bkxk,n+l
Yia = B 2y Dp A e 3 p 4% Do * U
1)
—ch-ch-u,,

Por tanto Z, es una combinacion lineal de normales

4 J—

E[z]= Eé%cﬁ - Th -
b z® N(OL)

_ ,Al:l
=CEP,

G\C'

-c&lp|- Hu,..]=cb-cb - 0

=0
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ﬂ\ C'

644 MN7 4448
Var(Z):Varé%fﬁ- ch - Upyg =V g @ b Q“+Var[un+l] 2Cowc@ b Qunﬂ
:Varé%tﬁg+Var[unﬂ]— 0=s %c¢XX)'c+s?
b z® N[os 2(+cdxx)'c)
Z-0
— ® N(07)
\/S 2(1+6((XK) lc) Al igual que en & caso anterior, nos falta € valor de la

varianza para poder redlizar estimaciones, para lo cual transformamos esta distribucion a una t
de Student del siguiente modo:

Z-0
NI _, _ s 2a+céxx) e z ®t
n-ks? Js a+2céxx)c)
n- k n-ks?
Y- Yo 0
Probg— pt, i =1-e
5P \/ (1+c((X¢( ) /ZT

Y, .1 g‘c‘cb¢+t VS 2@+ céXX) 6)%

[, ] B e, |57 odx ) e
TEST DE HIPOTESIS
Hoo Y. =B
H: Y, !B
‘ <& B “. pt/ P Aceptamos H,
‘\/s 21+ cdX K C)‘T , P Rechazamos H,

TEST DE PERMANENCIA ESTRUCTURAL

Unavez que hatranscurrido € periodo n+1, ya conocemos €l valor real que atomado la
0

variable para ese periodo lYn+1J , Y podemos redlizar este contraste para saber si e modelo que
estimamos con los datos de los periodos 1 a n, sigue siendo valido para € periodo n+1 y en
consecuencia sigue siendo valido para realizar estimaciones para periodos posteriores, en cuyo
caso decimos que existe permanencia estructural, o por € contrario, e modelo yano esvaido y
por tanto tenemos que rechazar la existencia de permanencia estructural, y por tanto el modelo
yano sirve pararealizar predicciones de periodos posteriores.
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Ho: Yha :Yn0+l
Hy: Y, Y0

n+l

‘ C(ﬁ- YO Hpt% P AceptamosH, P $Perm. estructural

n+l

‘\/s 2@+c€XX) 'c) Hft% P Rechazamos H, b $Perm.Estructural

6.6.- EL MODELO EN DESVIACIONES

EL MODELO EN DESVIACIONES

Con € objeto de presentar de forma simplificada el modelo en desviaciones, supongamos
que tenemos dos variables exdgenas, los datos originales vendrian dados en latabla 1, y para
ello siempre hemos utilizado letras mayusculas

delas siguientes consideraciones, los datos originales estarian enlatablal

Tabla 1.- datos originaes

Yt X2t X3t
Y1 X21 X31
Y2 X22 X32
Y3 X23 X33
Yn X2n X3n

El modelo, como sabemos seria:

Y = b+, X5 + 0 X, +y, (1)

Unavez estimado, € modelo seria

Y, = by +b, X, + by Xy (2)

Como sabemos, este modelo cumpliria, con la condicidon siguiente:

Y=b,+b,X,+b,X, 3

S a laexpresion (2) lerestamos la expresion (3), y llamamos Xy = Xy -
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Yi :Yt -Y
Obtendriamos la siguiente expresion
i = byXy + 05Xy (4

Que conocemos como & modelo en desviaciones, ya que los datos vienen expresados como
desviaciones respecto a la media, los datos de este modelo quedarian recogidos en latabla 2

Tabla 2.- Datos dd modelo en desviaciones

yt X2t x3t

yl x21 x31
y2 x22 x32
y3 x23 x33
yn X2n x3n

Todo € proceso de estimacion seria € mismo: y solo hemos de tener en cuenta las siguientes
consideraciones:

a) Tanto la matriz, del modelo, como € vector de las observaciones y € vector de los
parametros , aparecerdn  con un subrayado , para diferenciarse de los mismos el ementos del
modelo en datos originales:

Elementos del modelo original

X Matriz del modelo original, dimensién nx k
y Vector de las observaciones del modelo original, dimensién nx 1

O

Vector de los parametros modelo original, dimensién k x 1
y=Xb

Elementos del modelo en desviaciones

X Matriz del M. en desviaciones, dimension nx (k-1)
y Vector delas observaciones del modelo en desviaciones, dimensiéon nx 1
b Vector de pardmetros del modelo en desviaciones, dimension (k-1) x 1
y=Xxb
b) la matriz del modelo en desviaciones no contiene ninguna columna para el pardmetro bl, ya

gue este ha desaparecido del modelo , por lo tanto la matriz
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(?(2,1 X3,19 éa/l 9
CXz22 X2+ cYa+
X = (;X X _ v=C . -
2 =M a3 + Yy ¢+

gxz'” Xan g y d vector gy” o
¢) Cuando estimamos & model o, utilizamos la misma expresion que en @ modelo origina pero
con los elementos del model o es desviaciones, es decir:

A

b =(X.X)*'X"y

A

b

Logicamente, faltaria estimar € pardmetro ~1, esto se podria resolver sustituyendo en la

ecuacion (3) y despejando.

d) Como los datos estdn expresados en desviaciones respecto a la media, las medias de los
datos transformados son todas iguales a cero, es decir las medias de los val ores observados ( en
desviaciones ) es cero, y asi ocurre con las medias de cualquier variable exogena ( expresada
en desviaciones respecto ala media)

2
d) Para estimar la varianza S "y d coeficiente de determinacion Rz, tendremos que calcular
antes SCR, SCE, SCT, las expresiones en desviaciones respecto a la media quedaran como
sigue

XT=yy
CR=yy- b XY
SCE=b X'y

€) Los contrastes se hardn del mismo modo, en los de significacion individual no exite
ninguna diferencia, en cuanto al contraste dela F, la expresién quedara:

§2b RbQ R(X ) "RY '#Rb - Rb 9

S ()

La matriz R, tendrd ahora una columna menos ya que no contiene ninguna para €

pardmetro b, .

d) Como podemos ver, en este caso d contraste de significacion global
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Tendracomo matriz R alamatriz identidad de orden (k-1)x (k-1), en consecuencia, tenindo en
cuenta que BE =0, laexpresion (5) quedaria

% 8{xe 1@@/ B

I:k—l,n—k - 2 X:R
n- k

Que como vemos coincide, laexpresion que derivamos del andlisis dela varianza

PREDICCION CON EL MODELO EN DESVIACIONES.-

L os datos originales vendrian dados en la siguiente tabla:

Tabla 1.- datos originaes

Yt X2t X3t
Y1 X21 X31
Y2 X22 X32
Y3 X23 X33
Yn X2n X3n

Pararealizar predicciones en este model o, llamariamos

&1l 0 &b 9
_ ¢ - L g,\
c :(?Xz,n+1+ gb .
gxs,nﬂg gb 6 Yn+1 =cb

laprediccion se haria utilizando

Nosotros conocemos, las siguientes varianzas
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Varg‘ccﬁ@:s 26dXK)c=c's 2(X'X) e =ccov(b)C
e (6)

Var(z)=s 21+ c€X X ) 'c) =s 2 +Ts 2(X'X)'c =s 2 + T cov(b)c @

Tabla 2.- Datos del model o en desviaciones

yt X2t x3t

yl x21 x31
y2 x22 x32
y3 x23 x33
yn X2n x3n

El moddlo estimado seria:

Vi = b,Xy + bsXy

como sabemos, en este modelo la matriz asociada seria

éa(z,l X310
CX22 %32 -
X = gxz,s X33 :
C. .7
$on Xong

Para predecir en este model o utilizariamos

~ n . c= g ~
Y = bzxz,n+1 + baxa,n+1’ 0sea Yo = 92, siendo Xann ﬂ, y b3

el problema es que en este modelo la prediccion se redlizaria no sobre los valores originales de
la endogena si no sobre sus desviaciones sobre la media , por lo tanto necesitamos un model o
con € que poder predecir utilizando los valores de las variables exdgenas expresados en
desviaciones respecto a la mediay los vaores de la variable enddgena en valores originaes ,

para eso basta cambiar en la ecuacion anterior Yo =Yoo Y

, de tal modo que & modelo

quedaria expresado del siguiente modo , como un modelo mixto ( endégenas en valores

originales, exégenas en desviaciones) de siguiente modo:
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=Y+b.,x, +b . .
Yo =Y 4D,y +byXy , para predecir con este modelo, a partir de los valores futuros de las
exogenas x 2,n+1l, x3,n+1, utilizdramos la expresion

T p or
Yiwn =Y 02 g b3X3v”+1, (8) que expresado en forma reducida seria

pio g
C =CXonu . b. =¢b, =+
Y., =C.D. . sendo gxa,nﬂ b, y, ng [}

Si utilizamos para predecir este Ultimo modelo, para poder utilizar lasformulas (6) y (7) , solo

nos faltaria conocer la COV(E*), veamos cual es la matriz asociada a este estimador , que
[lamaremos X*

(ilé X1 %sa 0
(}1 X2 Xgp+
X, = g‘- X253 X33 :
s
e Xan X 9, expresadaenformareducida X, = (i, X)

en consecuencia podriamos obtener la covarianza de este estimador, del siguiente modo:

~ &' o i
Covb, =s 2(X!.X.)'=s %G (i X)*=s?G_ . ..
Ex

Covb, =s 2£+s 2(X'X)*
n

Y s esta expresion la sustituimos en las ecuaciones (6) y (7), obtendriamos
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o £
Cov(c’h.) =c'Cov(b.)c = (1 X x3,n+l)s 2%, ACXppy T
0 (X'X)*'; *
(_—) %X&qu
s 18201 O vl
520+ (G X XX) I 225715 2T(XX) T
n Y Y X3ni1 g n

Y del mismo modo podrimos escribir:
_ S 1 vy 1e
Var(Z)=s *+CCov(b.)C=s*+s*=+s*C(X'X)'C
n

De este modo, la prediccion parae valor futuro de la enddgena, en valores originaes, lo
hariamos , a partir de los valores futuros( pero supuestamente conocidos) de las exégenas en

desviaciones respecto de la media, recogidos en € vector
_ a(2,n+1 9

X3 141 of . . . ,
3010 y de los valores de las exdgenas en desviaciones pertenecientes a periodo de
estimacion del modelo y recogidos en la matriz

éa(z,l X310
CX22 %32 -
X = gxz,s X33 :
¢ . -
$on Xong

Los estadisticos del muestreo para establecer los correspondientes intervalos de confianza
vendrian dados por:

E(Yn+1) B YAn+1

Jsttesteon e
n

atn—k

Para € valor medio

A

Yn+1 B Yn+1

at,

n Parael valor puntual

Volvemos a repetir que la estimacion, es decir € valor deY,,,, en ambos casos se redlizaria a
partir de la expresion (8)
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EJERCICIO

Dadaslas siguientes obser vaciones muestrales
Yt XZt X3t
3 3 5
1 1 4
8 5 6
3 2 4
5 4 6

~Estimar el siguientemodelolineal Y, =b,; + b, X, + b X5 +u,
.-Calcular € coeficiente de determinacion

~Verificar e significado delaregresion completa

~verificar la significacion de b4

~Contrastar lahipétesis deque b, =- b,

-Hallar e intervalo de confianza para b,

-Region de confianza conjunta parab,, b,

0 N O AN WN P

-realizar |as predicciones para el periodo 6, sabiendo que X, ¢ =10; X34 =10
Resolver en mismo gjercicio en desviaciones:

1.-Si expresamos € modelo en forma matricial:

B0 @& 3 50 al; O
QI & 1 4o Qu, -
gsj:gi 5 6igb2%+9u3: y=Xb +Uu
63+ ¢l 2 4ghbsy cu,t

5 & 4 65 &g

Sabemos que bi =(X'X)*Xy.()

@ 15 250 a267 45 -8 220 §
X’x:gls 55 81 (X’X)'1:g4,5 1 -l5;;x§=g76;
%25 81 1295 §-8 -15 255 109,

Por |o tanto, utilizando la expresion (1) , podemos obtener la estimacion de los pardmetros de posicion:
o, 0 267 45 -8 (200 x4 0
(;’ ~ __(; —(; T_(; =
cb, "=¢ 45 1 - l,52,5—:(;76+—g 25 =
§6,% §-8 -15 X095 & 155

Por lo tanto el plano estimado sera YAt =4+ 25X, - 15Xy, paraestimar el pardmetro de
dispersion , recordemos:




23

é(Y- - V)Z:é(Yz+\?2+2\?Y):aY2+m?2+2\?5 =
| | | | -é

=aYZ+nY?-2nY?=3Y2-nY?=yG- nga—Yig =
en g
o 2
scr=yy- &0
n
SCR=y§- bX¥;(3)
R 2 v )2

SCEZEGXW-—(a:T) . (4)
869

aplicando () SCT=(3 1 8 3 5)88:-?:108-80228
G3+
&5
88209 20?

aplicando (4): SCE=(4 25 -15)76+- ——=1065- 80=265

&109
Y aplicando larelacion SCT=SCE+SCR, podemos despgjar:

SCR=SCT-SCE=28-26,5=1,5

En consecuencia €l estimador puntua de la varianza dela perturbacién aleatoria sera

De este modo podemos dar por estimado € modelo:

2°.- Como sabemos, €l coeficiente de determinacion es:

3.-Verificacion de laregresion completa:

Recordemos que todalainferenciadel modelo sebasaen € siguiente estadistico
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&Rb - Rﬁg( >{R(x¢<)'1Ra]'1§%€- RE?/
E - q

q,n-k ~
S 2

La hipétesis a contrastar sera:

Hy:b, =0;b; =0, por lotanto lamatriz R debera de tener tres columnas ( una por cada
parametro) y dos filas ( una por cada condicion)

1 05
_go 0 1p
4 ab
. 91 0;88259_ae2,50R5_a@ 1 O(j;blg_aé)zo_a@(j
= £ 25-=¢  sRb= xgh, =g “I=g T
0 0 T8 s 0 0 12 2778,5 %0
% 155 ° &byy ©°2 ©F

Por otrolado calculamos

267 45 -8 O

iy 2 1 0K 2 21 150
R(X'X) 1R= a5 1 -15¢1 0i= 3
& o 1 15 255

.8 -15 25380 15

A continuacion calcularemos:

64
[R(X X)” R] 9 y definitivamente podremos calcular:
ga 4

?%b Rbe[RXQX §2b / (25 _lsaéo 6aae250}/

é‘ 155 2
$? O 75

Foss= =17,67

Si miramos en lastablas delaF, paraun nivel designificacion del 0,95 con dos grados de libertad en
el numerador y denominador , obtenemos Y 05 =19, como la F experimental es menor quelaF
tedrica, aceptamos lahipétesisy concluimos que €l modelo no es globa mente sgnificativo:

También podiamos haber realizado estos calculos recordando :



25

H,:b,=bs;=L=b, =0
H,:$ b0

CE

k-1
‘sor @ Flean

n-k

26,5
—/ =17,67

2
"%

Si hubiésemos querido redizar € contraste con € R? critico, podriamos haber calculado:

Enestecaso F; =

F, 19

n- k - +19
+F
k-1 ° %

=0,95

R? =

Y podemos ver como € R? critico es superior a R? experimental obtenido anteriomente 0,9464..

4.- Verificar la significacion de un solo coeficiente b 5:

Hy:b;=0
Setrata e contrastar la hipétesis HO. b 3 10 podriamos utilizar €l estadistico delat de Student , pero
1-M3

en este caso |o haremos con € estadistico general:

LamatristeréRZ(O 0 1)

. @4 0 g, 9 .
Ro=(0 0 1)82,5;:-15;R5:(o 0 1)gb2;:b3:o;R5-R5:-15
& 155 &bz g

2267 45 - 800
RXX)'R=(0 0 1645 1 -1540:=25
§-8 -15 25K,

LaF experimental ser&
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_(-15)(25) (- 15) _
0,75

Fl,2 :L2

Si buscamos la F tedricaen las tablas tendremos Floz‘05 =18,51, por lotanto acotaremos la hipdtesis

nulay el coeficiente b3 , ho sera significativo.

Si Hubiésemos utilizado lat de Student el estadistico hubieses sido:

b, - 15
te . = = =12
70 Js?a, +07525

Recordemos, que unat con n grados de libertad eslo mismo que laraiz cuadrada de una F |,

5°.- Contrastar la hipétesis H, :b, +b; =0
En Este caso, lamatriz R ser& R= (O 1 1) , los célcul os serdn como sigue:
&4 0

Rb=(0 1 1)¢25:=LRb=b,+by =0;Rb - Rb =1
& 155

A

2267 45 -8¢
R(X'X)*R=(0 1 1)84,5 1 -15{0 1 1)=05
§-8 -15 254

_1.(0571
0,75
experimental esmenor que d valor tedrico aceptamos la hipGtesis

12 = 2,67 s buscamos en las tablas, obtendremos F1?2‘05 =18,95, como e vaor

6°.-Intervalo de confianza al 95% parael parémetrobz.-

Si utilizamos € estadistico de la F me bastaria con elegir adecuadamente la matriz R, en este caso, solo
incluyea parametro b .

R=(0 1 0),q=1

teniendo en cuenta que ahora no hay hipétesis, Rb = b,y

Rb - Rb =25- b, , sutraspuesto es el mismo por ser un escalar y, por otra parte
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67 45 - 8o
R(X'X)*R=(0 1 o)g 45 1 - 1521__1 [R(x X) R]
-8 -15 25 X0,

El estadistico F , tendra 1y 2 grados de libertad , como sabemos, su raiz cuadrada, sgue un t con dos
grados de libertad, si buscamos en las tablas tendremos:

F5® =185158
to® =4,303

con cualquiera de los dos podemos establecer € intervalo de confianza

(25- b,).225- b)) . = [(@5- b,)?
0,75 2 0,75

Fio=

Resolviendo obtenemos €l intervdlo - L2£ b, £6,2

7°.- Region de confianza conjunta, al 95% para b,; b, .-

En este caso tenemos que utilizar el estadistico F, que es €l Unico que contiene simultaneamente varios
parametros de posicion, lo que tenemos es que degir adecuadamente lamatriz R, como regla generd, la
matriz tendrd una fila por cada parametro que entreen d calculo de laregion de confianza, en este
caso:

1 0¢ #25- b,
20 Oy Rb-Rb=
go 0 15 g 15- blfzj
por tanto

0 625 b, &
20 6ge25-b, 9, ,

25- b,;-15- b : =
( i 3)36 4@- 15- bsy _ 265- 32b, - 18b, +12b,b, +10b7 +4b?

F =
22 0,75 0,75

Este estadistico siguen una distribucién F de Snedecor con 2y 2 g.l. bastara buscar en latabla un vaor
A quecumplapr(F £ A) =0,95, estevalor es19y entonces d intervalo de confianza sera:

26,5- 32b, - 18h; +12b,h, +10b2 + 4b 2 £19
0,75

realizando las operaciones quedara

10bZ +12b,b, +4bZ - 32b, - 18b, - 2£ 0, esto como podemos ver es el interior deun
elipsoide en €l espacio centrado en el punto (2,5,-1,5)

8.- Prediccion puntual, dadoslosvaloresfuturos X, g =10; X34 =10 -
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En primer lugar elegiremos €l vector C, que contiene lainformacién conocida para el periodo siguiente
delasvariables exogenas

el §
c= (;10+, Como sabemos la prediccidn puntual optima se obtendra como.-
&0
El interval o de confianza, parala prediccién de Y, viene dado por :
® N
Y, - Y,
Prob?- t 2__d

6
e/ P pt,, .=1-

§ 7 Js2arcdxx) ) 2

b Yyl ?é%cﬁ \/s 2(1+c€xX K) ‘¢

QIO

Si calculamos:

67 45 -8 osel 6
c(X'X)e=( 10 10)34,5 1 -1,51;10 =6,7
-8 -15 25 Kl04

El valor en latablasde la tg'O‘E’ = 4,303, por lo tanto

YOT 14+ 4,303,/0,75(1+ 6,7) , El interval o de confianza sera (3,66; 24,34)

Si quisiéramos redlizar |a prediccion sobre el valor medio delaendégena E(Y,)), utilizariamos el
siguiente estadistico:

cb - E[Y,]

%P Rt 'e /z
DE[YO]I cb+t/,/s 2o x)! g

Sustituyendo los valores que yatenemos calculado obtendriamos

Probg t

E[YO]T 14 + 4,303,/0,75.6,7 , redlizando las operaciones é intervalo seria:

436 £ E[Y,| £ 2364

Como vemos este intervalo es mas reducido que € interval o parala prediccion de Y, como es 16gico

EJERCICIO EN DESVIACIONES
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En primer lugar expresaremos las variables en desviaciones respecto de la media, restando a cada una de
ellas su media

Y =4 )?2 =3 )73 =5, detal modo que € cuadro de datos iniciales quedaré( expresados en
desviaciones respecto ala media del siguiente modo):

Yi Xot X3t
-1 0 0
-3 -2 -1
4 2 1
-1 -1 -1
1 1 1

Debemos observar que lamedia de cada una de estas nuevas observaciones escero, esto facilitaralos
célculos.

El modelo expresado matricialmente, como sabemos, seria:

8319 ?O 09 5@10 855/19 89(21 X319

¢ 3+ ¢ 2 + X (;ez— Y2t X Xt 4
84 T=g 2 1 % 2—+9e3 0 en general gy3:=gxz3 XSS%BZ T+e
¢-1+ ¢-1 Qe - CYat CXoy Xgut© 2P

gl; 81 1b 8352! EYS; gxzs X35 g

de tal modo que los elementos bésicos del modelo serian:

355/10 89 16 85‘(21 X310 (?O 006

¢Ya+ ¢ 3: CX2 Xp+ ¢ 2 - 1— . & b
Y=SysT1=8475 X=0xp Xul=¢2 17 b=g¢.'z%
et e T ¢ T ¢ T T eébyg

QY4: G- 1: CX2q X34: ¢c-1 - 1:

EYSQ 8 lg gxzs X35 g 8 1 14

A partir de aqui podemos proceder exactamenteigual que |o haciamos con € modelo expresado en
valores originales, las formulas son las mismas, solo que |as coordenadas estan expresadas en minusculas
y las matrices son mas pequefias, solo habra que tener cuidado con la prediccion.

Sabemos que:

b = (X' X)Xy
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. 3+ .

(X X) _1/4ae4 -60 &l -150 X,y:a@ -2 2 -1 199 é69
ga 10@ -15 25@ = g -1 1 -1 109 gga

SJ-E

O @l -15860 =250 b, =25

Finalmente: b § 2“@ 15 25§9 g 1.5_. comoantes .°
4] a b;=-15
El modelo estimado en desviaciones serfa ¥, = 2,5Xy, - 15X, , S quisiéramos estimar e modelo en
variables originaes nos faltaria calcular 61, paralo cua utilizaremos la expresion
Y = bAl+62)72 + 63)73, demaneraque: 4 = 61 +2,5.3- 15.5, dedonde
612 4+15.5- 2,5.3=4.En definitivanuestro modelo de regresién estimado seria

Y, =4+25X, - 15X, , igual que antes
Paraestimar lavarianza necesitamos calcular lasumadelos cuadrados totales

e 16
(;-3;
T=yy=(-1 -3 4 -1 1)84}28
¢c- 1+
£15

025

SE=b"Xy=(25 -lséé
- - 9

Entonces la SCR=SCT-SCE=28-26,5=1,5

Y d vaor estimado de la varianza de la perturbacion aleatoria ser&:
<2 = LR _ 15 _

2.-Calcula € coeficiente de deter minacion

El coeficiente de determinacion serd: R? = —— = 2_8 =0,9464

nota

pararedizar las inferencias, € resultado general que tenemos que utilizar serd & mismo de antes, solo
cambialanotacion y e significado de los vectores y matrices, detal modo que el estadistico que debemos
utilizar es:
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(Rb - RBY[R(X'X)*R| (Rb - RB)/q
qn-k = <2 — (2

La matriz R tendra q filas, una por cada condicion y k-1 columnas, ya que ahora no tenemos €
pardmetro b,

3.- Verificala significacion dela regresion completa:

Para contrastar la hipétessnula H, : b, =0,b; =0, debemos de elegir la matriz R que en este caso
sera

a 06 A Ooa@zo a0
=y lahipétesis se puede expresar matricialmente R. b
gO 1g go 12b; 5

sp &g
entonces.

A 00250 a00_a250
Rb Bb = gO 1$ 155 goz g 155

g Ogel -1508 06 a1l -158

R X,X -lR': : v = 0

R(X'X)"R go 1£- 15 2,5%0 1 & 15 254
o a0 60
(RX'X)*R)™ 86 4
1]

_ (R - RBY[ROX'X)'R] “(Rb - RB)/q _

gn-k — §2
o ok oo _2%512_
0,75 0,75 ’

Como vemos se trata del mismo resultado que obtuvimos con variables originales. Es f&cil pasar de la
expresion (2), alaexpresion (1) que utilizamos anteriormente 'y que proceda del andlisis de la varianza,
basta con tener en cuenta que para contrastar la significacion global en desviaciones sobre la media, la
matriz R siempre serdla matriz identidad, por 1o que laexpresion (2) sereducirda:

R=1, B.E = éﬁg la expresion (2) quedar&:
- 1]

b’ X'Xb/(k-1) V.yik-1) SCE/(K-1)
SCR/(n- k)  SCR/(n- k) SCR/(n- k)

.- Verificar la significacion del coeficiente b .-

I:klnk

Utilizaremos € estadistico (2) , en este caso la hipdtesis nula seda Hy =b; =0, la matriz R,
ssaR=(0 1).
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el -156@80 ron-T -1
1 C =2 R(X X R = =
£ls s RUO0R)= X

Y
>
x
po]
1
=)

Por 1o que el estadistico(2) quedara

(-19(04)(-19/1

E .=
12 0,75

=12 que como vemos es &l mismo resultado anterior

5°.- Contrasta la hipétesis b, +b; =0

En este caso debemos degir lamatriz R, del siguiente modo

R=(L 1) lahipétesismatriciad Rb = (1 1)%?2: b,+b; =0

30
- =6 200 B
- 'ng Og
. el -l509éo
R(X'X)'R=(1 1)%1,5 25 3-05 (RXXY 'R)*= Y5
sustituyendo en (2) quedaria: F; , = % = 2,67, igua queantes.

6°.-Intervalo de confianza al 95% para b, .-

Seguimos utilizando el mismo estadistico y tomamos R = (1 O) yg=1

RE-B)= of | $=25-b,
3
Y- 1 -156430
RO R=( O o 0% 81 (RX0TRY =3 =1
(25- b,)*

El estadistico quedara:  F, = y la raiz cuadrada seguird una t con dos grados de

0,75
libertad, todo sera como antes:

7.-Region de confianza conjunta , al 95% para b,,b;.-

aa 00
Tomamos R = =, q=2
f 1



ad 00e25- b, §_a25-b, 0

RO-D)=6 1% 15 b,5 & 15 by

R X) R Ogel -15¢8 09_zel - 150
e go 1% 15 25%0 15 & 15 255

20 60
g6 45

y aplicando (2), vemos que quedatodo como antes

(RX'X)*R)™

8°.-Realiza las predicciones para X, =10; X3, =10.

Aqui s tenemos una variacion importante, ya que como vimos en la teoriza ,queremos utilizar las
variables exdgenas en desviaciones pero predecir la variable enddgena en valores originales, € vector
¢, ahora seria expresado en desviaciones

__FHO

ks
L os estadisticos del muestreo para establecer los correspondientes interval os de confianza vendrian dados
por:

A

( +1) Yn+j|_

\/S 21 —+s?T(X'X)'c
n

at, , Paad vdor medio

Yn+1 B Yn+1

\/sz+§2 Lisroxx)ic
n

at, , Parad valor puntual

lo Unico que tenemos que calcular es

SRR el -156F0
c(X'X)'c=(7 5 LSE0 65
g— 15 25 ﬁs,e,
de este modo, los interval os quedaran
Yo - Yo 14- Y,
at2 parad vaor puntual
Jo 75(1+1/5+6,5)

\/s2+§ +s75(X'X)'e
n



E(Yor)- Yo _ E(Y,)-14
\/§2:‘+§2§(XA)'1§ J0,75(1/5+6,5)

at, parae vaor medio

Los interval os de confianza serian |os mismos que antes como podemos comprobar



