TEMA 5

EL MODELO LINEAL GENERAL (1)

[.- PLANTEAMIENTO DEL MODELO LINEAL GENERAL.

El modelo lineal general es una extension del modelo lineal simple e incluye a

este, es decir, MLS € MLG .

Lo que pretende este modelo, es explicar el comportamiento de la variable (Yt)
X,,) a partir de los datos del

mediante un conjunto de variables (X, X,
periodo t=1,2,....n.

Para estimar un modelo partimos de una serie de observaciones tanto de la
variable endogena o explicada(Y,), como de las exdgenas o explicativas

(XZz X3z
como la siguiente:
Yz Xz t X3 ¢ Xk ¢
1 Yl XZ,I X3,1 Xk,l
2 Yz Xz,z X3,2 Xk,z f=
n Yn X2,n X3,n Xk,n

N
B

Kz 1 XZJ’I X3
Y, =p +ﬂzXz,1 +ﬂ3X3,1 +"'+ﬂka,1 +u,
y en general

Y, =p +162X2,i +ﬂ3X3,i +"'+ﬂka,i +u;, para

Y, = Variable endogena

X,; = Variables explicativas o exdgenas

S

n

B, = Parametros del modelo, llamados pardmetros de posicion.

1 = Perturbacion aleatoria.

X, ) Supongamos que estas observaciones vienen dadas en una tabla

U,

u,

n



Lo que pretendemos estimar son los parametros de posicion.

La perturbacion aleatoria no es un parametro que pertenezca al modelo, sino que
surge de la necesidad de realizar un ajuste, es decir, una vez hechas todas las
sustituciones de f3,,x; y de y,, no se produce la igualdad, y necesitamos de una

perturbacion para la realizacion de dicho ajuste. Estos desajustes se deben a que los
datos:

- Tienen pequefias imperfecciones
- Proceden del ser humano, su comportamiento, y este no se puede encuadrar
en ninguna férmula.

En el modelo vamos a exigir que las perturbaciones econdmicas se comporten de
un determinado modo, de forma que con la definicion de éstas, tenemos el modelo
definido.

La perturbacion econdmica tiene que ser de la forma

“—>N (6, co’l, ), siendo &, un parametro de dispersion que mide la varianza
de la perturbacién econdmica. Por ser la matriz de covarianzas o’1,, obligamos a que

todos los u,, tengan la misma varianza.

EXPRESION MATRICIAL DEL MODELO LINEAL GENERAL.

Y, 1 Xz,l X3,1 Xk,l By U,
Y, 1 Xz,z X3,2 Xk,z B, U,
. =1. . . . . . +| .
n J pxl 1 X2,n X3,n Xk,n ke ﬂk kxl un nxl

EXPRESION MATRICIAL SIMPLIFICADA DEL MODELO LINEAL GENERAL.
y=XB+u
HIPOTESIS INICIALES DEL MODELO

1)
Elu,]=0 Vi

2)
E[uf]:var(ui)za2
{E[u[-u/]—o i#j

Eu,.-uj]za2 i=j



3) X, la matriz de informacion, es una matriz no estocastica, es decir, que sus
componentes han de ser nimeros.

4) El nimero de observaciones ha de ser estrictamente mayor que k, es decir n >k
y el rango de la matriz de informacion (X) , k, es decir, rg(X ) =k.

El modelo se puede estimar sin que se cumplan estas hipotesis:

MLG > MLGN
\ Y
MLS > MLSN

ESTIMACION MINIMO CUADRATICA. PROPIEDADES

Supongamos que hayamos estimado el modelo, por tanto hemos conseguido
unos valores /3, que componen las coordenadas del vector de estimadores /. Con

este vector [, podemos obtener los valores estimados y realizando la siguiente
operacion (véase el modelo inicial)

P=XpB

Una vez que tenemos los valores estimados, podemos calcular los residuos (e, ),

es decir, la diferencia entre los valores observados y los valores estimados con el
modelo.

Y -7,
e Yl Al
z= _ 2? 2
Y}’l - YAVI
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EL MODELO DE MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS: MCO

El modelo de minimos cuadrados ordinarios consiste en estimar el vector de
parametros (,6’) de modo tal que cumpla una determinada propiedad, consistente en
hacer que la suma de los cuadrados del error sea minima, es decir, minimizar la

expresion: Zeiz .

En el caso de que hubiésemos estimado el vector de parametros por el método de
minimos cuadrados ordinarios, seria del siguiente modo:

Yei=ee=(-x8 ) (5- X8 )= (5 -px ) 5- X5 )-
1x1 1x1
= y'.)_}_yllannkakxl _Ellkal::xnynxl +B£X1XB

una es la traspuesta de la otra y como son
nuimeros, son la misma expresion.

Se? =3y -2BX5+BXXB Se? = - 25'XB' + BXXB
0 e? 2~ oY e’ 2
Zf’ = 2X5+2(XX)B =0 Zf’ = 25X + 28/ (XX)=0
op op
U U
Xy=xx)p (1) yx=px%x) (2

Como podemos observar, la expresion 1, es la traspuesta de la expresion 2,y
ambas son las ecuaciones normales.

Si pudiésemos asegurar que |X X | # 0, entonces podriamos decir que:
(%) x5 = (x%)" (XX)8 = = (xx)" xF
y
Fx(xx)' = axx(xx)' = 5 =yx(xx)’

Para ello debemos asegurar que el rango de la matriz sea k, pero esto no supone
un problema ya que es una de as exigencias de partida del modelo.

PROPIEDADES DEL ESTIMADOR MINIMO CUADRATICO APARTIR DE LAS
ECUACIONES NORMALES.



Desarrollo de las ecuaciones normales:
(XX)B = X¥

1 1 Lo LY X, Xy o X\ 1 1
X, X,, X, X, |1 Xy Xon 0 X | B, X, X,,
Xy Xy, Xy oo X, |1 Xy Xoy o Xos | B |2 X X

Xk,l Xk,Z Xk,3 Xk,n 1 XZ,n X3,n Xk,n ,én Xk,l Xis
n n n n
n ZXZ,i ZX3,1‘ ZX]C,[ X Y,
) 1:1 ) i=1 ) i=! 5 i=1

ZXz,i ZXzzl ZXZ,iX3,i
i=1 i=1 i=1

i=l
n n n n ﬂ = n
Sx, Sae Fxnow x| Sa
3, 2,i7V3,i 3,i 3,04 ki . 3%
i=1 i=l1 j=

i=l1

n n n n ﬂ n n

ZXK,i ZXZJXK,[ 2X3,iXk,i Zlez inYl
i=! i=1 i=1 i=1 i=1
1? Propiedad.-
La suma de los residuos minimo cuadraticos es cero, analiticamente:
€t=Y t:Y 181 182X2t IBSXS,t_"'_IBka,t
Ze = ( 2z_ﬂ3X3,z_"'_ﬂka,z):
ZY Z/B1 ﬂszzz_"'_ Xk,t:()
t=1
_nﬁ
2% Propiedad.-

La suma de los valores observados es igual a la suma de los valores estimados:

SiYle =0= (v -7 )=
t=1 t=1

U
D R AW ¢
Y = > - =1 =1
t ¢
t=1 =1 n n
U
Y=Y

3* Propiedad

X2,3
X3,3

2,n

S

3.n

Sn

NN




El hiperplano de la regresion pasa por un punto muy concreto, que es el punto
cuyas coordenadas son

np, +/8sz2,1' +ﬂSZX3,i +t By Xk,i = ZYI
i=1 i=1 i=1 i=1
U
B +ﬂ2)_(2 +ﬂ3y3 +"'+/Bk)?k =Y
4% Propiedad.-
Los momentos de 2° orden entre cada regresor y los residuos son igual a 0. Esto
quiere decir que:

Xe=0

DEMOSTRACION:

Sl

Aﬂé:X(;—Xﬁ):X&—XX@Em1X§=X§—X§=
f
-5

5% Propiedad.-
Los momentos de 2° orden entre los valores estimados para yy los residuos son 0.

y'e=0
DEMOSTRACION:
7@&{Qﬁjé=§'§g ~30=0
o o)

PROPIEDADES ESTOCASTICAS DEL ESTIMADOR MCO

En primer lugar hemos de considerar que el estimador es en realidad una variable
aleatoria, al serlo la perturbacion aleatoria

1))

Se trata de un estimador lineal respecto de los valores observados.( trivial)

2)
El estimador de minimos cuadrados ordinarios es un estimador insesgado, es
decir, que el valor esperado coincide con el parametro que queremos estimar.



B=lxxy x5 X,H +
B = [(XX X'(xB +20)=(xx) (XxX)F +(xx) X
F=F+(xX)" X%
como u es una variable aleatoria ,ﬁ también tiene que serlo por ser una combinacion lineal de u
|B]=p+(xx) x Hal- g+ (xx) X 5= 5
onnimeronpory =0 -
U
£ f|-p
col)-#|(- 3] -] |- (-7 -5)
E[((XX B X'ﬁX(X'X)“ X’ﬁ) } =E ( Xx) )(ﬁXﬁ')((X'X)‘1 )]:
Elxex) xarx ()= (xx ) X’gLﬁﬂX(X’X)‘I =
(xx)' XX (XXx)" =’ (XX)" X’X();J()‘l =o’(xx)"
U =1
Var( ,):
{Cov(ﬁ ,3 )

Cov(,ﬁ) =o?(XX

Vamos ahora a buscar el estimador de la varianza
Logicamente la unica pista con datos numéricos nos la va a proporcionar los residuos

por esta razon vamos a calcular

SCR=Ye =¢'e

X[ +u
X

<
Il

|>

<
Il



é=y—Xﬂ=f—,v (X,B+u) X(XX)' X =
—) (XﬂHT)—
) XXﬂ X(XX)' Xu

| —

=XB+u—-Xp-X(XX)' Xt =

u
=M= I—X(X'X)“X')

Tenemos que demostrar que la matriz M cumple las siguientes caracteristicas: simétrica,
idempotente y semidefinida positiva.

SIMETRICA:
M =1- (X(X'X)_IX’) =1- (X(X’X)"IX')z M
IDEMPOTENTE:

MM = (- x(xx)" x'fi- x(xx)" x7)=
=1-X(XX) X - x(xx)" X+ x(x X)X x(xx)' X' =

- XXX X -X(XX)' X'+ X(XxX)' X' =
—1-X(XX)'X'=M

SEMIDEFINIDA POSITIVA:

=

- — ’ — —1—= — — — 2
e'=uM =uM=ee=u" MM u=uMu=>) e >0
—
=M i=1
por ser
idempotente

= M es semidefinida positiva.



m, m, m, | u,
m m m u
21 2,2 2 2
e'e=u'Mu=u, u, u, : S
mn,l mn 2 mn,n un

—Zm U, +Zm” U j

l#:]

Zm” ; +Zmu ; j} Zm E +Zmi’jE(uiuj)

i#] i#j

= Zn:n@,p'2 = azimm = 0’ TRAZAM )—"s =2’ = o*(n— k)

i=l1 i=1

1)

TRAZA(M) TRAZA(In — X, (XX)kxk XL )
= TRAZA(1, )~ TRAZA(x (X X);, X1, )=
= TRAZA(L, )~ TRAZA(X],, X, (XX, )=

kxn n><k

=Ig

= TRAZA(1,)— TRAZA(1, )=n—k

Con todo esto podemos concluir que: 6° = , es el estimador de la varianza y que

n —
presenta las siguientes CARACTERISTICAS:

INSESGADO:

(n—k)O'2 =o’
n—

El6*]= E[n _k} — Elee]=

NO LINEAL:

El estimador de la varianza no es lineal ya que la expresion no se obtiene de

forma lineal. ¢’ =(y, - 3,)°

Este método de estimar la varianza resulta muy largo y complejo, por lo que
buscaremos un método mas sencillo de hacer esta estimacion. Y como lo dificil es
calcular la SCR, vamos ha tratar de agilizar dicho proceso:



Q|

)
[
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)= - px' |5 - x)=

= VY- VXp - BXY + fXXP =
=VV-FXB~ FXT+ FXX(XX) X5 =
= VY- VX~ BXY+ XY =

=y -VXp =

=Vy-25Xy+ pXY =
=yy-pXy=c'e

TEOREMA DE GAUSS-MARCOV

Vamos a calcular un estimador de varianza minima al cual vamos a llamar

estimador 6ptimo.

Nos encontramos con el problema de que el estimador /3 es un vector y la

varianza de un vector aleatorio es una matriz para las cuales no hay establecida una

relacion de orden. Por tanto,

para comparar la varianza tenemos que irnos a la varianza

de los componentes del vector £y para ello vamos a recurrir a una combinacion lineal.

1

2

s
p-|”

By
B,

B,

=cp+tc, B, ++c,pB,

Podemos demostrar que: ¢’/ es un estimador lineal e insesgado.

Le linealidad es evidente:

INSESGADEZ:

= p+te, B+ +c,pB,



= Var[E'ﬁ} =o't (xXXx)'c

Si ahora elegimos un estimador cualquiera, tal como b, se cumple que:

A

b=a'y <« porser lineal
Por ser insesgado, se debe cumplir que : E [I;] =FE [a'y] =c'B
Ela'y]= Ela'(xB +u)|= Ela'xB |+ @ E[7) - a'xB

=0
0

para que sea insesgado a'Xf3 tiene que seriguala ¢'f3, por tanto

a'Xp =c'f = a'X =c' yenconsecuencia :

b=a'(xpB+u)

b=a'Xp+a'u

b=c¢'B+a'u = Var(A): Ela'uu'a)=a'Eluu'la = o*a'la
b-Efp|l=cprau-cp

b-Elp|=au

Y si restamos las expresiones Var(ﬂ)y Var(E B ), tenemos que:



Var(lS): Ela'uu'a)=a'Eluu'la = o*a'la

Var(a'ﬁj —olaX(XX)' Xa

Var(I;)— Var(E'ﬁ) =o’a'la-c’a'X(XX)' Xa=

— (@ -ax(xx)' xa)=ca(l- x(xx)" X' =

=o’a'Ma>0

Luego si Var(I;)- Var(E'ﬁ j siempre es mayor o igual que cero, podemos afirmar que

Var(l;) siempre sera mayor, o como mucho igual a Var(E'ﬁ ) , y asi queda demostrado

que (E’,B j es el estimador de minima varianza.

Como el vector c es un vector cualquiera, elegimos como tal el vector

1 b
c= ? =cB=010 - 0 ﬂf =p.,
0 B,

y generalizando,

B
= ; By B
cp=(0 - 010 0", =4 i=12,...k
B,
| j
5 T Byl 4 _
c'f=|0 010 01" =8 i=12,.,k
B,

Con esto queda demostrado que para B, i=1.2,...,k, el estimador ELIO, es

decir, estimador lineal insesgado y 6ptimo es ,[3’[ .

COEFICIENTE DE DETERMINACION.-
Para medir la adecuacion o no de un ajuste, se suele utilizar la siguiente
descomposicion:

SCT = SCR+ SCE



YA: = Al +,B2Xz
RS
),j J
>
X;
Podemos comprobar:
(v, -7 =, ~Fve,
SCT

(1, P =2 (7, -Fve, f -
a SCE " SCR

n

();j _}7)2 +Zn:e.§ +2Zn:(f/ _7)'61
7=l =

Jj=1

Para que nuestra descomposicion se cumpla tenemos que demostrar que

Z(fj —17)-ej =0, y para ello, que ijej —YZej =0=> ijej =0=>ye=0,y
j=1 T
esta ultima expresion se da siempre ya que es la 5% propiedad de las que se deducen de

las ecuaciones normales

La descomposicion, por tanto, queda del siguiente modo:

SCT SCE SCR

Z(y_/ _y)z =z

n

(JA’j _y)z + ” e
I=

~.
Il
<~

El ajuste sera tanto mejor cuanto mayor sea la SCE, y menor sea la SCR , ya
que cuando la SCR es nula el ajuste es perfecto.

Todo esto da lugar a definir el coeficiente de determinacién R* = SCE , Cuyo

SCT

valor oscila entre cero y la unidad, es decir, 0 < R*> <1. Cuanto mas cerca de la unidad
esté el valor del coeficiente, mejor serd el ajuste de la regresion.

Podemos a continuacidn obtener una serie de expresiones que nos ayudaran a
realizar los calculos de forma simplificada:



(v -7 =X + 77 277 )= ¥ +n¥? 42737, =
I

2

=Z:Y[2 +nY?-2nY? :Z:Y[2 —nYy? :y’)—;_,{&J
n

2
SCT:;;-CS”).
n

SCR =75 - B'X5

Existe una inconveniente a la hora de utilizar el R> como medida de la bondad del
ajuste de la regresion, y es el hecho de que este sea manipulable, si observamos su
formacion, podemos detectar que cada vez que anadimos un parametro a la regresion le
damos a ésta una mayor libertad y en consecuencia el coeficiente de determinacién
muestra un mejor ajuste aunque realmente no sea asi en el contexto del problema , ya
que la variable introducida puede no tener ninguna relacion con la variable explicada

Este hecho podemos demostrarlo facilmente:

A2
6% = SCR = SCR=(n-k)6> = R* =1 —M, en esta ultima expresion
n—k SCT

podemos observar que cuando aumentamos k, es decir, el nimero de parametros, el
coeficiente de determinacidon aumenta.

Por otro lado podemos escribir:

A

=y-XB=y-X(X' X)Xy

e=y-—

<P

ST aumentamos el numero de pardmetros k, hasta que este tome el valor del numero
de observaciones n, la matriz X, serd una matriz cuadrada y tendra inversa , la
expresion anterior se convertira en:

e=y-XX'X"'Xy=y-y=0
Y entonces se cumplird que SCR =0



Para evitar esto, vamos a definir el coeficiente de determinacion corregido: R?,
este coeficiente difiere del coeficiente de determinacion en que en lugar de usar las
varianzas, usamos las cuasivarianzas, lo cual hace que dicho coeficiente no sea
manipulable, y, ademas, nos permite comparar los de varias regresiones.

Podemos comprobar que el coeficiente de determinacion se puede expresar
como:

22 _1_ SCR
SCT

Si dividimos los miembros del cociente por sus grados de libertad obtenemos:

SCR

R>=1-

N |x

C

n—

s

—_—

El coeficiente de determinacion corregido nos servira para comparar modelos que
utilicen distintos nimeros de variables explicativas, elegiremos aquel cuyo coeficiente
de determinacidon corregido sea mayor:

HIPOTESIS DE NORMALIDAD Y ESTIMACION MAXIMO VEROSIMIL.

FUNDAMENTO TEORICO:

a) Debemos de suponer que la perturbacion aleatoria sigue una distribucion normal
multivariante

b) No conocemos los parametros de la distribucion asociada a la variable aleatoria y

, solamente una muestra ( los valores observados), y entre todos los posibles
parametros asociados a la distribuciéon dey , vamos a elegir aquellos que cumplan la
condicién de que el resultado conocido, es decir la muestra, sea , en teoria , el resultado
con mayor probabilidad..

ii > N(0,c°1)
Elz]=0
Elu,]=0 Vi

E[uiuj]zo i#j
E[uiz]:()'2

Elu'u]l=0’1= {

El motivo por el cual hemos elegido la distribucion normal es porque no existen
desarrollos para otras distribuciones.



)
i 1 -
2
e 20 — e 20

Realicemos ahora el siguiente cambio de variable:

_ u=y-XB

y:Xﬂ+ﬁ:>{1i y_’ 5,
=y -pX

JACOBIANO:

on on - on

ou, Ou, ou, 1 0 0 O
| | M B ay v, o y) 01 0 0
di| [ G O T T ) 0 0 0

ou, Ou, ou,

Queremos maximizar la siguiente expresion:

1 SR _ —
1 ~—(7-px)5-xB)
SO Y, e Y)=———re >
2 V4
(ZHO' )/
Para llevar a cabo la maximizacion vamos a tomar logaritmos, ya que si una funcion
tiene un maximo en un punto, el logaritmo de la misma tiene a su vez un méaximo en el
mismo punto.

lnf(y1 Yy o yn):—ln(ZHO'Z)n/z—zi_z(y'—ﬁ')('xy—)(lg):

——n2r1o* - (55 - X - P+ B

= —ln(2l“[o*2)’/2 - 21
o

_(7y—28X5+ FXXP)

Para encontrar el maximo de la funcion debemos derivar la expresion anterior e
igualarla a 0.

(C2x5+2(xX)B)=0= (XX)B = X§

gl Y, - X)) o 1
op’ 207

= By =(XX)' X’y es el estimador de maxima verosimilitud.

EMV = (‘XIX)_l X'y= ﬁMCO



Para obtener el estimador de la varianza, vamos derivar el logaritmo con respecto a la
misma, es decir:

g, Y, - ¥) _n LR
ol 2 2[1o? 2 (02)2

Y
ee

~2 AD

=0y =——

g5, |- E[ ’ } Elee] _(n-klo* _ > k .

n n n

Este estimador no es insesgado, pero si estudiamos sus caracteristicas
asintoticas, podemos observar que:

. (~ . k
hm(afﬂ,): lim 6* -—0* |=0"
n—o0 n—0 n

OTRAS CONCLUSIONES DE INTERES

Si hemos hecho la hipétesis de normalidad, entonces:

B=(xx%)"x5=(xx)" XX +u)=
= B=B+(XX)' X7 y u— N(0,571)
= ,ﬁ Normal multivariante

[ﬁ} By Cov(ﬂ) 0'2()(')()_1
U
B - N(B.o*(xx)")

y esto es asi debido a que:

IB1 - N(ﬂlaazal,l)

Bi _)N( i’azai,i)

a,; a4, a,
2 a a
Cov(ﬂ) — (XX) 2 2,1 2.,2 2,n
a a

n,2 an,n
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