TEMA 4

RESULTADO ESTADISTICOS BASICOS EN FORMA
MATRICIAL

El objetivo de este tema es, por una parte, estudiar los elementos basicos de
estadistica en el ambito matricial, y por otra, ver como una forma cuadratica, que es un
concepto geométrico, cuando el vector por el que multiplicamos es aleatorio, es decir,
una variable estadistica, esta forma cuadratica tiene distribucion de probabilidad.

[.- VECTOR DE MEDIAS Y MATRIZ DE COVARIANZAS.

Una variable aleatoria n-dimensional es un vector X, en el que cada uno de sus
componentes son a su vez variables aleatorias.

Se define como valor esperado de ¥ = E[X], que a su vez se define como vector
de medias.

VECTOR DE MEDIAS:

E[xl]
E[)?]z E[xz] .
Elx, ]

PROPIEDADES

El vector de medias cumple con las siguientes propiedades:

 E[x+y]=E[x]+E[]

DEMOSTRACION:
X, », X, + Y, E(x, +,)
B g]= Bl o] 22 || 2 B[ ||| Bl )|
x,) \, X, ; v.)] \Elx, | )
E()+E0)) ((EC)) (E0) %, »
_| B+ ) | [ ECe) |V EGa) ||l |, 0 _ 5[]+ £[5]
E(x,)+E(y,)) \(Ekx,)) (E(,) x,)  \,

¢ Del mismo modo podemos demostrar que:



E[4x + By|= 4-E[x]+ B-E[y]
e Cambio de variable:

y=Ax+b
E[p)=E[dx+b|=4-E[x]+b=4-1+b

MATRIZ DE COVARIANZAS [C - ]

La matriz de covarianzas de un vector aleatorio tiene exactamente el mismo
significado que la varianza de una variable aleatoria unidimensional. Esta formada por
la varianza y covarianza de las variables aleatorias unidimensionales que componen el
vector aleatorio.

Descomposicion grdfica de la matriz de covarianzas:

Covarianzas

C. = Varianzas
- =

Descomposicion analitica de la matriz de covarianzas:

Var(xi ) =Hy; = E[(xi — K, )(xi —H; )]'
Cov(xl. X ) = Hy = E[(xl. —H )(x./ TH )]

PROPIEDADES

e La matriz de covarianzas es simétrica:
Es decir, u; =pu,
e La matriz de covarianzas es una matriz definida positiva.
2
n
{Z a, (x, - U, )} < Esta expresion siempre es mayor que 0, por lo que
r=1

la siguiente expresion también tiene que serlo siempre:
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e Expresion vectorial de la matriz de covarianzas.

X~ Hy
Cx:(x ﬁ)nxl (7‘ ﬁ)lX"—E z_:,uz '(xl_/"l Xy =Hy xn_lun) =
x’l_ﬂ’1
(xl_/ul)z (xl_:ul)(xz_,uz) (xl_lul)(xn_,un)
E (xl_ll'llxxz_ll'lz) (xz_/uz)z (xz_ll'lz)('xn_ll'ln) _

L ('xl _llll )(‘xn _lun) (‘x2 _#2 )(xn _lLln) (‘xn _lun )(xn _lun) B
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o | e [ el
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e (CAMBIO DE VARIABLE: Vamos ahora a ver que ocurre cuando realizamos el
siguiente cambio de variable:

Aplicando dicho cambio de variable, la expresion de la matriz de covarianzas
sufre la siguiente transformacion:

¢, = (v-m Ny-s,) |- B g o~ 1)

= AC,A'= C, = AC. A

!

A'}:AxE[(x—ux)(x—yx)’}xA’:



II.- DISTRIBUCION NORMAL MULTIVARIANTE.

Una distribucién normal multivariante cuya matriz de covarianzas sea la identidad
[1]y su vector de medias el [0], se puede obtener como el producto de n normales

(0,1) independientes entre si.

DEMOSTRACION:

seax—)N( ,0'2)

1 1 (x-p)
_ . 2 o2
Slw)= e
xl
|
x . -
x=|"] N(O I)Slf()?) f(xl Xy xn):( TH),,'ez'l
x}’l
X
Xy &,
comoxx =| . (x1 X, xn)—le.
i=1
x}’l
R . S TR
— =

1)1l 5= e lziijy

Vamos a efectuar un cambio de variable:

y=Ax+b

Ely]= Ax E[x]+b
,uy—AxO+b:>b—/7y
C,=AC A" = AlA" = A4’

<l

ax=(y-g,)
x=a'l-m,)
v =(-a,)(a”)
o=l

ox




_ Sew) 1
oy, v,)= (ani) 4

C,|=lad|=|d | 4]=|4" = 4= c

(afar =(aa)' =c;

1 —G-u,) & (-u,)
=/ v )= et =N
( ZHY- ‘Cy‘
Si comparamos esta expresion con la anterior, (f(x, x, - x,)), podemos

observar que existe una similitud casi total entre el vector media y a media. Dicha
similitud es la siguiente:

N(0,1)= N(0,1)
N(u,0)=N(p,C)

PROPIEDADES DE LA NORMAL MULTIVARIANTE

e Siun vector aleatorio sigue un normal multivariante, cualquier vector que se
obtenga eliminando una/s variable/s del anterior también seguira una normal
multivariante.

e Sitenemos un vector tal que:
xX—>N (ﬁ, C)

y=Ax+b
y hacemos el cambio { E[x]= 4z +5 ,
C,=4CA
entonces y — N(Ag +b,ACA')

e Cualquier combinacion lineal de normales multivariante sigue a su vez una
normal multivariante

Seax, x, - X,
X1
N R
X = .
xl,n
tal que
X
X .
— |72
X =
Xjn

entonces (Alxl +A4,%, +-+A4X, ) < Combinacion lineal



I11.- DISTRIBUCIONES DE FORMAS CUADRATICAS.
1))

Sea y° = Zn:[N (0,1)f independientes entre si.

i=1

Si x — N(0,1), se verifica que (x'Ix) — z?

DEMOSTRACION:
Xy
oy x2 o 2 2
xbc:(xl X, x,) . =le —> X,
i=1
xn
2)
o> 0 0 X,
- 0 2 0 X
Sea x > N(O,azl), con o’l=| | e , Sy, x=|"7
0 0 o° x

En este caso, cada una de las componentes del vector sigue una normal de media
0y varianza o’

DEMOSTRACION:

X, = N(O,a)

%70, o)
(e

—_r _
X X
S
O O
—_—

3)



Sean, X -> N (6,2), X = x,2 , cuyas variables no son independientes, y
xn
ay dy a,
Y- a, at,l a,
ay dy a,
Entonces, podemos afirmar que, X'Y. "' ¥ — y.
DEMOSTRACION:

2. es una matriz definida positiva, por tanto, > = PP’ tal que ‘P‘ # 0. Por

tanto, se podria expresar como:

PY(PY =pP'PP(P)" =1
U
PP =1 (1)

Si invertimos la matriz:
S =P ()

Ahora elegimos como variable de trabajo y = P~'x

C, = E[(y —0)y- 0)'} =Ely -y]= E[P‘lxx’(P_l )} =P @L’Qﬂ (P ) -

E[x]=0
=E[w']=2

Como consecuencia, y > N (C,I), por tanto, si aplicamos el apartado [1)], nos queda
que



yly = 2,
)T'(P_l ) P'x >y’
XY'x >y

4)

Si A es una matriz simétrica, idempotente y de rango r, y X es un vector
aleatorio que sigue una normal multivariante (x — N(0,1,)), y ademas, rg(4)=r<n,

entonces se verifica que X'Ax — y”.

Supongamos que Q es la matriz de vectores caracteristicos, por tanto
1

QA0 =A = ,

la matriz debe estar compuesta por (r) unos y (n-r) ceros en la diagonal principal.
Vamos a efectuar el siguiente cambio de variable

y=0x.

CARACTERISTICAS ESTOCASTICAS

Ely]= E[Q0x]= QE[x]=0'x0=0

C, = Elyy]= E[Q'xx'Q]= Q'E[xx"'J0=0'C.0 = 0'10

al ser Q la matriz de vectores caracteristicos anteriormente citada, su inversa coincide
con su traspuesta, y por tanto, C;, = Q'10 =1

Como consecuencia, ya podemos afirmar, que y -> N (U,In )

Si ahora deshacemos el cambio, tenemos que
y=0%

Q!—ly — Q!—l Ix
Oy=x



! 1 1 — —1! — —! O
(Oy) A(0y)=7" 040 y=3'Ay=y

matriz diagonal

<
Il

r r

-3 - SN - 2

i=1 i

5)
Sea x > N (6, O'ZI), teniendo la matriz A las mismas caracteristicas que en el
! 4
. Ax 2
caso anterior, se puede demostrar que - —> x5

[V.- INDEPENDENCIA DE LAS FORMAS CUADRATICAS
Sea x > N (6,021) y, A'y B, dos matrices simétricas e idempotentes.

Queremos saber cuando dos formas cuadraticas son independientes, ya que si las
sumamos y sabemos que son independientes y que las dos siguen una y?, el resultado

serd otra y” con k grados de libertad, siendo k la suma de los grados de libertad de las
anteriores.

Vamos, por tanto, a averiguar en caso dos formas cuadraticas son independientes:
<! A 2
XAx —> y
! D 2
XBx—>y

X' A'Ax = (4x) (4x)

'A

x'Ax
A
¥'Bx = x'B'Bx =(Bx) (Bx)

B=B'B

R4l

{

Son independientes si sus transformaciones de Borel lo son, por tanto, tenemos
que demostrar que 4Ax y Bx, estan incorreladas.

E[(4x -0)Bx-0)]=0

AE[xx']B=0
Ac*IB=0
2 — 0
2AB=0!°
AB=0

Luego, para que dos formas cuadraticas sean independientes entre si, el producto
de sus matrices tiene que ser 0.
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