TEMA I

ELEMENTOS DEL ALGEBRA MATRICIAL

En este tema vamos a repasar los conocimientos de matrices que aprendimos en
cursos anteriores y que vamos a necesitar en esta asignatura.

L- MATRICES

» (;Qué es una matriz?

Una matriz es una disposicion de numeros para la cual existe una
nomenclatura determinada.

a, a4y A
ay Ay 2 ( )
aij i=1,...,m
=Lk
aml am2 amk

» Matrices con nombre propio.

v Matriz cuadrada: Una matriz recibe la denominacion de matriz cuadrada
cuando el numero de filas que posee es igual al nimero de columnas, es
decir, que k=m.

v' Matriz rectangular: Se conoce como matriz rectangular a toda aquella
matriz que pose distinto niimero de filas que de columnas, es decir, que

k#m.

v Matriz vector: Es aquella que estd formada por una sola columna, es
decir, que k=1.

v’ Matriz fila: Es aquella que se compone de una sola fila, es decir, m =1.

v Matriz simétrica: Una matriz es simétrica cuando sus elementos estan
situados idénticamente respecto de la diagonal, como por ejemplo...

W N
N BN
whn N W

Las matrices simétricas tienen la peculiaridad de que son iguales a
su traspuesta, es decir, que 4= A4".

V' Matriz traspuesta: Una matriz se considera que es la traspuesta de otra
cuando es el resultado de haber cambiado las filas por las columnas, por
ejemplo...



1 4
12 3 ,
A= A'=|2 5
456
36

v Matriz diagonal: Decimos que una matriz es diagonal cuando todos sus
elementos son 0 menos los de la diagonal, es decir...

a, 0 0
0 a, O
0 0 ay

Una matriz diagonal también es simétrica.

v Matriz escalar: Se trata de un caso concreto de matriz diagonal, cuando
todos los elementos de la diagonal son iguales, por ejemplo...

2 00
0 20
0 0 2

v Matriz identidad: Es el caso de una matriz escalar en la que todos los

elementos de la diagonal ademas de ser iguales, son iguales a 1, es
decir...

[
S = O
—_— O O

» Operaciones.
En el conjunto de las matrices se pueden definir operaciones

v' SUMA: Se puede definir la suma de dos matrices siempre y cuando las
dos matrices tengan el mismo orden, es decir, que ambas tengan el
mismo numero de filas y el mismo nimero de columnas, no quiere esto
decir que sean cuadradas, sino que m,=m, yn,=n,. La suma
matricial se define del siguiente modo..

men +Mm><n _)MWIXVI
A B —>A+B=C

(aij.) (b,.j) - (c,.j)

c; =a,+b, Vi, j

Ejemplo:



1 23 4 4 2 5 6 5
+ =
2 7 4 51 7 7 8 11
La suma de matrices cumple las siguientes propiedades:

Elemento neutro
Opuesto
Conmutativa
Asociativa

v' PRODUCTO DE MATRICES: El producto de matrices solo se
considera operacion cuando se trata de la multiplicacion de dos matrices
cuadradas del mismo orden, pero aun no tratandose de una operacion se
pueden multiplicar cuando la primera matriz tenga un numero de
columnas n, que coincida con el namero de filas de la segunda matriz.

o Caso 1.- Matrices cuadradas del mismo orden. Si es una
operacion.

El producto de dos matrices se realiza de la siguiente forma:

c; =a, xblj +a,, xsz +-+a, xbmj

Metodologia:

>r

=—»

>

é >

= >
Ejemplo:
2 46 1 2 7 36 24 68
1 7 8| x|4 2 6| =53 32 89
25 7),,\325), \4 28 79
Este producto de matrices cumple las  siguientes
PROPIEDADES:

= Existencia del elemento neutro, que en este caso se trata
de la matriz identidad. 37/4-1= 4.

= Asociativa: A(BC)=(4B)C



= Distributiva respecto de la suma: A(B+C)= AB+ AC
= No cumple la propiedad conmutativa: AB # BA

o Caso 2.- Producto de dos matrices sin tratarse de una operacion.

Como ya comentamos al principio del epigrafe, sin tratarse de
una operacion siempre y cuando coincida el nimero de columnas
de la primera matriz con el nimero de filas de la segunda. El
procedimiento es el mismo que en el caso anterior.

v' PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ. En el conjunto
de las matrices se puede definir esta tercera operacion, que se desarrolla
del siguiente modo:

RxM, = —->M,

AxA— 1A
(aij)_)(cij)
Vi,j c¢; =4Aa;
Ejemplo:
2 7 6 6 21 18
3x[5 8 1(=|15 24 3
9 6 4 27 18 12

ESPACIO VECTORIAL:

Se llama espacio vectorial al conjunto formado por: {M mxn :+:'ﬂ*}

1.- DETERMINANTES Y PROPIEDADES

> DEFINICION DE DETERMINANTE. - FALTA¢

» PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES.

v El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta,

A =14].

v" Al permutar dos lineas el valor del determinante cambia de signo.

v" Si todos los elementos de una linea se multiplican por un numero real, el
valor del determinante queda multiplicado por dicho namero.

v" Si todos los elementos de una linea son nulos el determinante también lo

es.

Si dos lineas son iguales el valor del determinante es cero.

Si dos lineas son proporcionales el determinante también es nulo.

AN



v’ Si todos los elementos de la j-ésima columna (o fila) de un determinante
representa una suma de dos sumandos el determinante se puede
descomponer del siguiente modo:

a, =b; +c;
El determinante serd igual a la suma de dos determinantes en los
que todas las filas (o columnas) coinciden con el determinante inicial
excepto la j-ésima, mientras que la j-¢sima de uno de ellos consta ¢ la b,

ylaotrade c, .

v" Si a un determinante se le suma un multiplo arbitrario real de otra linea
el determinante no cambia su valor.

> CALCULO DE DETERMINANTES.

v Regla de Sarrus.
Por el método de Sarrus el determinante de una matriz se calcula
del siguiente modo...Vamos a hacer el desarrollo para un determinante de
orden 3, analogamente se haria con los demés o6rdenes.

a, 4dp d4g
(an Ay Ay T4y, Ay Ay T A5 Ay) Ay _J

Qi3 Ay "y —dyy Ayy Ay —dzz t Ayt dy

Este método suele ser usado para el calculo de determinantes de
orden bajo, es decir, para orden 2, 3, como mucho, 4.

Ejemplo:
2 7 4
5 2 8=2-29+7-8-4+4-5-3-4-2-4-8-3-2-9-7-5=-75
4 39

v Célculo por adjuntos.
El célculo por adjuntos es un método totalmente diferente al
anterior. Este método se lleva a cabo a través de una fila o columna del
determinante y sus adjuntos.

|A| = Za[j -4, , siendo A, un adjunto o complemento algebraico.
j=1

Calculo de los adjuntos:

Aij =(=1)"|,

, siendo ¢, , la submatriz complementaria de a,

Los adjuntos, en la préctica se calcula como sigue:



Para calcular el adjunto 4, a la matriz A le tachamos la fila i y la

columna j y calculamos el determinante de lo que nos queda, que es el
menor complementario de a .

Ejemplo:
123 123 123
A=|4 5 6|=|4=|4 5 6=4,=(-1)"]4 5 6=
7 89 7 89 789

P g‘zl-(5-9—6-8):(—3)

Ejemplo de Calculo de determinantes por adjuntos:

1 23
||=|4 5 6/=1-4,+2-4,+3 -4, =
7 89
56 4 6 4 5
=1-(=1)- 2.(=1) - J(=1) - —
Cry gz e f ]

=[(5-9-6-8)]+[-2-(4-9-6-7)]+[3-(4-8-5-7)]=

=(=3)+(12)+(-9)=0
II.- MATRIZ INVERSA

En el conjunto de las matrices cuadradas su puede obtener la matriz inversa
[A_l] de una dada [4].

e Paraque [A*I] sea la matriz inversa de [A], se tiene que cumplir que:

> |4=0
> A-A"=1
> A'-A=1

e (Cuando |A| =0, se dice que la matriz es singular, y carece de inversa.

e (Cilculo de la matriz inversa.



05
(¢}
&
b
|
ST
SR
ST
NI
SIS
8o
<
[72]
(¢}
o
N
&
A~
b
N
NN
SI—
RN
NS
N
w

23

La inversa de A se define como:

o (Adi(4))
4]

e Se cumple que ( ')71 = (Ail )t

1V.-MATRIZ PARTICIONADA

V.- RANGO DE UNA MATRIZ

Si en una matriz cualquiera consideramos que cada fila es un vector, llamamos
rango por filas al nimero de vectores linealmente independientes de todos..

Del mismo modo llamamos rango por columnas al nimero de columnas
linealmente independientes de las demdas que tiene una matriz considerando que cada

columna es un vector.

Se puede demostrar que el rango por filas es igual al rango por columnas en
cualquier matriz.

El rango de una matriz se define como el orden del menor mayor distinto de 0.

TEOREMA DE HADLEY.

El rango del producto de dos matrices es siempre menor o igual que el minimo
del rango de las dos matrices, es decir:

A B <m1nrg

Am

VI- RAICES Y  VECTORES  CARACTERISTICOS.
DIAGONALIZACION DE UNA MATRIZ.

Los vectores caracteristicos son aquellos que verifican que al multiplicarlos por
una matriz obtenemos el mismo resultado que si lo hubiésemos multiplicado por un
escalar, es decir, son aquellos que cumplen que: 4Ax = Ax .



A== A - Ax=0=>(A-AU)x=0=
x=0
=
|A-21|=0 «
Y |A - Al | =0, da lugar al polinomio caracteristico.
Desarrollo matematico del polinomio caracteristico:
y :{au alz] )_C:(XI]
ay dyp X,
a, a X 1 0)(x
a,, a, ) \x, 0 1) \x,

a,, a, Y 1 0 () 0
\ay ay 0 1 X, 0
a, — 4 an | . . .
= 0 < polinomio caracteristico

ay ay, — A

= A _ﬂ(an +a22)+(a11 "4y — 4y 'a21)

(an +a22)i\/(a“ +a,, )2 _4(‘111 "Qo; — A4y 'a21)
2

Si ahora desarrollamos el interior de la raiz cuadrada y estudiamos el caso
concreto de una matriz simétrica, se puede generalizar diciendo que en el caso de
matrices simétricas, todas las raices son reales.

a,; 4 e
A= matriz simeétrica
a;, dy

2
(all +a22) _4(a11 "y —dp 'alz):
2 2 2
=a, +ay +2a,a, —4a,a, +4a,
2 2 2 2 2
=a, t+ay —2a,ay,+4a, =(a11 _azz) +4a,” -0
Sean A,,4,, las raices caracteristicas,

1 = {(an _/li)xl +tapx, =0
l apXx, + (azz -4 )xz =0



La matriz de los valores caracteristicos esta formada por los vectores
caracteristicos de médulo unidad.

Calcular los vectores caracteristicos de mddulo unidad se hace como sigue:

- Sustituimos cada una de las raices en la siguiente expresion:

a, -4 a; a; X 0
Ax=0=| a,, a, —A a, |-|x,|=|0
as as a —A4) (X, 0

De esta expresion sacamos unas ecuaciones que nos va a permitir
despejar las variables en funcion de un parametro «, a esta soluciones,
en funcién de «, se le llaman soluciones paramétricas. Llegado este
punto damos a « un valor y las soluciones obtenidas las dividimos por
su modulo, obteniendo asi los vectores caracteristicos, cada vector viene
de la sustitucion de una raiz caracteristica.

Ejemplo:
3.2 2 3-4 2 2

A=|2 2 0|=|a-A|=| 2 2-2 0 |=-2+92-181=0
2 0 4 2 0 4-2

Las soluciones de este polinomioson 4, =0 A4,=6 A, =3

A4, =0
3 2 2)(x 0

2x+2y=0
2 2 0f|ly|=|0|<=

2x+4z=0
2 0 4)\z

x=-2a
Siigualamos z a a, obtenemos la siguiente solucion paramétrica:{ y = 2« , con lo cual
z=0
el primer vector caracteristico de médulo unitario

221 (221 (221 (-2 21
| 5

3 3 3

-2 2 1|_\/(—2)2+22+12 3

seria:

Si repetimos esta operacion para el resto de raices caracteristicas vemos que la matriz de
valores caracteristicos es:



W =W
WINW|—w]|N
WINW|NW |~

DIAGONALIZACION

Partimos de una matriz A y decimos que:

Xox e x XX ,
[ e
x}q x,f X, X x5 x,
xooxp e ) (Ax x4,
1 2 n 2 2 2
%o e x| A Axy e AX | (o =\
. |7 ) —(xi'ﬁj'xj)—
X, X e x0 )\ Axy e A
A 0 0 0
0 A 0 O
=4 -x X, )= .
aowm)=g 5o
0 0 0 A4
MATRIZ IDEMPOTENTE:

Se dice que una matriz es idempotente cuando al multiplicarse por ella misma es
igual es ella misma, es decir, que 4-A=A" = 4.

Si la matriz que estamos diagonalizando es idempotente, los valores
caracteristicos no pueden tomar cualquier valor.

Demostracion
/
Ax = Ax X =%
AAx = AAx (,1_/12);:0
Ax = AAx ) 21=0
~

Luego si tenemos una matriz idempotente,



TRAZA DE UNA MATRIZ.

La traza de una matriz es la suma de todos los elementos de su diagonal
principal.

Ejemplo:
123
traza(A)=traza| 4 5 6|=1+5+9=15
7 8 9

En el caso de una matriz idempotente el rango de la matriz es igual a la traza e
igual, a su vez, a nimero de unos de la diagonal princiapal.

PROPIEDADES de la traza de una matriz.

. traza(A +B ) = traza (A) +traza (B )
. traza(A . B) = traza(B . A)

Demostracion:
a;; dp a, b, by, In
ay dyp ay, | | by by o by, _
anl an2 ann bnl bn2 bnn

...como lo tnico que influye en la traza es la diagonal principal...

n
Z a, b,
i=1

n
_ zaZi by, —
i=1

z ani ' bin

i=1

n n n n

traza(A . B)z a, b, = a, b, = traza(B . A)

i i
k=1 i=1 i=l k=1

. traza(A-B . C): traza(B -C-A= traza(B -4 C))



= En el <caso de una matriz idempotente y  simétrica,
rg(A) = rg(X'AX) = traza(X'AX) = traza(AX'X) = tmza(A).

VIL- FORMAS CUADRATICAS. MATRICES DEFINIDAS
POSITIVAS.

Dada una matriz simétrica cualquiera, A, de orden n, nos permite definir una
aplicacion del espacio vectorial.

R" >R

X —>X'Ax forma cuadratica

(x x)_ i o | (%)L
b e, ay )\ polinomio homogéneo de grado 2

=4y '(xl )2 tay '(xz )2 +2a,x,x,

Se dice que una forma cuadratica es definida positiva si se cumple que:
Vx#0 Xx'Ax > 0. Los mismo se dice para una matriz simétrica, es decir, que una

matriz simétrica es definida positiva si lo es su forma cuadratica.

Se dice que una forma cuadratica es semidefinida positiva si se cumple que
Vx#0 X'Ax>0.

PROPIEDADES DE FORMAS CUADRATICAS DEFINIDAS POSITIVAS:

I. Si A es una matriz definida positiva, su determinante es distinto de cero.
Demostracion: Vamos a demostrar esta propiedad usando el método de
reduccion al absurdo, para lo cual vamos a suponer que el determinante de A es
cero, y como veremos, llegamos a una solucion imposible, por lo cual podremos
aceptar que el determinante de una matriz definida positiva siempre es distinto
de cero.

|4=0= AX=0=3x, #0/Ax, =0=> X/ Ax, =0#X Ax>0.

II. Si tenemos una matriz cuadrada, A, de orden ‘n’ definida positiva y otra matriz,
[P} / _ .7
B de orden nxs, cuyo rango es ‘s’, entonces B, , -4, B, =C,,,, también

serd definida positiva para todo y # 0, es decir, que: Vy#0 »'B'ABy >0.
Demostracion:



Los primero que debemos hacer es dividir la matriz B en una matriz de
<&J jsxs|B|#0

. Hecho esto vemos que:
B, }(n —S)Xs§

dos submatrices, del siguiente modo: (B) = (

X B
X = ( 1] = (Bl j'f, y#0=Xx #0, por lo que para que el vector x sea cero se tiene
Xy 2

que cumplir que la submatriz B, -y = 0, y como consecuencia de que el determinante

|B1| =0, esto sdlo se produce cuando y =0, y por tanto y'B’ABy =Xx'Ax > 0.

II. Si A es definida positiva, su matriz inversa también lo es.
Demostracion: Esta propiedad se puede considerar un caso concreto de la

anterior, I casoenel que B=A4", yaque 4447 = 4"

IV. La matriz identidad es una matriz definida positiva.
Demostracion: Para demostrar esta propiedad vamos a utilizar el caso concreto
de la matriz identidad de orden 3.

1 00
I=l0 1 0| x#0
0 0 1

Este caso se puede generalizar para los demas 6rdenes.
V. Si A es una matriz definida positiva, todas sus raices son positivas.

VI. Si A es una matriz definida positiva, entonces su determinante es mayor que
cero.
Demostracion:
X'Ax = A(matriz diagonal)

A 0 0
_ _ . A, 0 "
Si calculamos el determinante |X AX |: Lo 0 :H’ii =0, por lo
. i=1
0 -« 0 A

tanto, podemos decir que: |X’|-|A|-|X’| =0, y como |X’X| =|]| :>|X’|-|X| =1,

con lo cual podemos concluir que |A| > 0.

VII. Teorema de Aitken: este teorema permite estimar el modelo cuando no se den
las condiciones del entorno Gauss-Marcov.

Si tengo una matriz que es definida positiva, la puedo expresar como el producto
de dos matrices cuyo determinante sea distinto de cero.

A=PP', |P|#0




A 0 0
! 0 4, 0 : : .
XAX =A=| . 0 , por ser A definida positiva, todas las
0 - 0 A

raices caracteristicas son nimeros positivos, por tanto podemos construir una

/\/Z 0 0
0

matriz D definida ast: / 0 : |, con lo cual,
D= VA

0

/\/Z 0 - 0 20 o /\/Z 1()
: : 0 0 :
L e |

: o ] .
1 0 - 0 4, 1
0 ° Vi 0 ° Vi
e 0

A
//11 0 1 0 -« 0
. o r/ o 01 0 :
D'X'AXD = 4, ) =] . =1, por lo tanto,
: 0 . 0 0 . 0
A, 0 0 1
0 0 %,

D'XAXD=1.
Ahora llamamos Qa la matriz XD, es decir, Q= XD = Q'AQ =1.

Si nos fijamos en los determinantes, podemos observar que:
|Q|:|XD|:|X|-|D|¢O. Y ya estamos en condiciones de afirmar que:
——
#0 #0
0''0'4007' =0 107" = 4=0""'Q", y por Gltimo, llamando P' a Q7'
ya si podemos concluir que A4 = PP'.

VIII.- CALCULO DIFERENCIAL EN NOTACION MATRICIAL.

El calculo de derivadas en notacion matricial se hace como sigue:

oa'x
ox

=a

Demostracion:



X

ax:(a1 a, a3)- X, |=ax +a,x, +ax; = =

X3

Y en el caso de formas cuadraticas el procedimiento es analogo:

HAX o 45
ox
Demostracion:

—r = . 2 2 2
x'Ax _(xl Xy Xy)| Ay Ay Ay || Xy | S0 X T Xy FanXs +2a,x,x, +

+2a,,%,%; +2a,,X,x, =

ox'Ax
oxX,
. 6_’/11_ 2a,,x, +2a,,x, +2a,,x, a,
X' Ax X 'Ax
= = =|2a,x, +2a,x, +2a,x; |=2| a,,
ox ox,
AT 2a4, x5 +2a,x, +2a,,x, a;
ox,

oa'x
ox,

oa'x

ox,

——

oa'x
ox,

I
Sl

=2A4x



	I.- MATRICES
	II.- DETERMINANTES Y PROPIEDADES
	III.- MATRIZ INVERSA
	IV.-MATRIZ PARTICIONADA
	V.- RANGO DE UNA MATRIZ
	VI.- RAICES Y VECTORES CARACTERÍSTICOS. DIAGONAL�
	DIAGONALIZACIÓN
	MATRIZ IDEMPOTENTE:
	TRAZA DE UNA MATRIZ.

	VII.- FORMAS CUADRÁTICAS. MATRICES DEFINIDAS POS�
	VIII.- CALCULO DIFERENCIAL EN NOTACIÓN MATRICIAL�

