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Consideremos el caso de una funcién holomorfa f en un disco de la forma
D(0,R) y continua en su cierre D(0, R). Es conocido ya por nosotros que si
|f| se mantiene mayorada, digamos por M > 0, sobre la frontera del disco,
entonces M también serd cota para |f| sobre el interior. Ademsds, la igualdad
se va a alcanzar cuando la funcién sea una constante (con valor absoluto M).
Por tanto, si se sabe que |f(w)| < M para algin valor en el disco, es razonable
esperar la obtencién de una mejor estimacién.

Los teoremas en esta linea serdn interesantes; y el que sigue, responde a ello.
Su presentacién atiende a una "normalizacién" de condiciones méds generales
sobre ciertos hechos que serdn aclarados més adelante, como colofén del tema.

Lema de Schwarz Sea f € H (D) tal que f(0) = 0y |f(2)] < 1,Vz € D.
Entonces:

i 1f()] < |4l Ve e Dy
ii. [f(0)] <1,
iii. siexiste zo € D\{0} tal que | f(z0)| = |20/, 0 bien |f'(0)] = 1, entonces
es un giro; es decir:
0 eR: f(z) =e?2,Vz e D.
Demostracién. Sea la funcién auxiliar

e D\{0}
:D— G z) = 2o A€
g - ) g( ) { fI(O), 7= 0
Esta funcién es holomorfa en todo el disco unidad, por el teorema de Riemann
de singularidades evitables.
Para z € D, fijo pero arbitrario, elegimos r : |z| < r < 1. Por el principio del
médulo méximo:

l9(2)]

IN

o {Jg(w)] <l = r} = mavx {| Ly =}

Lmac {|f ()] < ] =} < 1



Se tiene, por tanto, que g (D) C D. Pero esto no es otra cosa que la veracidad
de i. y ii.

Sea ahora zg € D tal que |g(z0)| = 1 (es decir, zo € D\{0} tal que |f(z0)| =
|z0], 0 bien |f(0)] = 1). Quiere ésto decir que la funcién |g| alcanza méximo
absoluto en I: ha de ser constante, de médulo 1 (por el principio del médulo
maximo):

FeR: g(z) =e", Vz € D.
Luego queda establecido enteramente el resultado. Q.E.D.

Una de las aplicaciones més interesantes del lema de Schwarz va a ser la
caracterizacion de los automorfismos conformes del disco unidad.

Teorema. Si f es un automorfismo conforme del disco unidad, entonces exis-
ten a € Dy 0 € R, tales que

Demostracién. El reciproco de este resultado es cierto y ya conocido por
nosotros: todas las funciones f de esta forma son automorfismos (conformes)
del disco unidad: f € Aut(D). Pues bien, llamemos a := f~1 (0) y sea

z—a
Pa S Aut (I[D),Lpa (Z) = ﬁ,VZ c D.
Asi, también g := f o ;! € Aut(D), siendo, ademés, g(0) = 0.
Por otra parte, g~ € Aut(D) (y ¢g~1(0) = 0).
Pues bien, vamos a aplicar el lema de Schwarz (apartado i.) a ambos auto-

morfismos:
a. g(2)] < z],¥z €D

b. |zl =97 g (2)]| < lg(2)], ¥z € D

de donde
l9(2)| = |2],Vz € D,

y (tenemos un conjunto no numerable de razones con las que) podemos afirmar,
por iii. del lema de Schwarz, que

30 cR:g(z) = ez, vz € D
es decir: ‘
I [90(;1 (z)] = ¢y, Vz € D
o lo que es lo mismo:

i Vz € D.

f(2) =g(p, (2)) =€

1—az’

Pero, observemos que atin podemos obtener mas informaciéon. Derivando en

esta expresion:
2

0 1—|a
"(2) = e — 2 Vz e D,
) (1-az)’



de donde haciendo z := a:

- |2 =60¢e Arg(f' (a)). Q.E.D.
—la
Corolario. Sea €7 un disco o un semiplano y sea {25 otro disco o semiplano

Todo isomorfismo (conforme) entre ambos dominios es la restriccién a
de una transformacién de Mébius

Demostracién. Llamemos f al tal isomorfismo. Sabemos que existen trans-
formaciones de Mobius (de C en C) que proporcionan convenientes isomorfismos

P:D—-QyP:Qy — D

De este modo, resulta que W o f o ® es un automorfismo conforme del disco
unidad; es decir, ¥ o f o ® ha de ser una transformacién de Mobius. Pero, en

tal caso, hemos concluido, pues
f:\IJ_lo[\Ilofo(I)]o@_l

e M(C).
Teorema (de Pick).

Q.E.D.

Sea f € H(D(0,R)) y supongamos que f (
D(0, M). Entonces, para z,z9 € D(0, R)

|M f(2) = f(z0)

’ Z—2
M? — f(z0)f(z)| ~ | B?—Z0z|

Si consideramos el caso R = M = 1, entonces

D(0,R) C

1]

JA I ) VR
1— |2/

Demostracién. Consideremos zp € D(0, R), fijo en toda la demostracién

pero arbitrario, por tanto. Llamemos wg := f (z0). Sean ® y ¥ las dos trans-
formaciones de Mobius dadas por

o1t (2):=R S

— Vz € D(0, R
R2—7ZOZ’ (7 )

w — W

0
\Il(w) 3 wow’ Yw € (0, )

® y U verifican (confirma estos detalles)

@ (D) = D(0,R) : @ (0) = 2o
R e fod) ) =0
Vo fodeH(D): {|\I/ o fod|(2) <1,¥z¢€D.

Pues bien, aplicando i. del lema de Schwarz a la funcién ¥o fo®, tendremos
la desigualdad [1] deseada. (Confirmalo.)



Y aplicandole ii. de dicho lema: ’(\IJ ofo <I>)/| (0) < 1. Hagamos ahora
M = R =1y usemos adecuadamente la regla de la cadena:

L= [W[(fo2) O£ (2 ONI®(0)] = [ (wo)| £ (20)] | (0)]
1

= W @olIf ()l < gy = (@7 @)
1 ) 1
T
L |f ()

= [f (20)] < 3
1 — |z

(Recuerdas qué restricciones tenfa zp en D? Pues éso: ninguna, y asf [2] es
cierta. Q.E.D.

Aplicacién. El méaximo del conjunto

{f/ (;)‘ ;feH(]ID)af(]D))CHD}

se alcanza cuando f(1/3) = 0.

Demostracién. Razonamos por reduccién al absurdo: supongamos que el
méximo se alcanza para una cierta funcién fo con a := fy(1/3) # 0. Para cada
f en las condiciones dictadas por la familia en consideracién, podemos estudiar
el automorfismo de I asociado:

of (2) = m

,Vz € D.
Su derivada es

1—|af*
T — o W20
(1—af(2))
Pero, entonces, para nuestra fy particular:

L—lol®  [f6(1/3)]

1—aa)® [1-aql

@ (2) = f'(2) vz € D.

> |fo(1/3)],

leo(1/3)] = 1f5(1/3)]

lo cual serfa contradictorio. Q.E.D.
EJERCICIOS PROPUESTOS.
1. Sea f una funcién holomorfa en el disco abierto unidad verificando:
f(0)=14; Imf(z)>0,Vz€ D.

Prueba que
1+ |z]
1—|z

lf(2)] < , VzeD



. Prueba que toda funcién f holomorfa en el disco unidad ) y con valores
en el semiplano de la derecha, verifica

{ LELF(0)] < ()] < 2EHFO)], VzeD

[/'(0)] < [2Re f(0)] -

. Sea f una funcién holomorfa e inyectiva en el disco unidad. Prueba que
para cualquier funcién g holomorfa en el disco unidad que verifique g(0) =
£(0) y g(D) C f(D), entonces:

9(D(0,r)) C f(D(0,r)),  Vrelo,1].
. Sea f € H(D(0,2)) tal que |f| <10y f(1) = 0. Encuentra la mejor cota
posible para |f(1/2)|.

. Sea f € H(C) tal que f(T) C T. Prueba que ha de existir una constante
« y un natural n tales que

f(z)=az", VzeC.

. Encuentra las funciones f holomorfas en el semiplano superior 2 que sat-
isfacen las siguientes condiciones:

f) <1, Vze®;  fi)=0 |f’(i)|:%,

. Pruébese, directamente (sin recurrir a transformaciones de Mobius), que

la transformacion
w0 Z—a
Z— €
1—az

(para a € Dy 6 € R) es un automorfismo conforme del disco unidad D.
. Sea una funcién holomorfa en el disco unidad, f € H (D), verificando
If(2) <1, VzeD.

Sean aq, as, ..., a, (los) ceros de f en . Prueba que

, VzeD.

. Sea una funcién holomorfa en el disco unidad, f € H (D), verificando
f2) <1, WseD.

Prueba que si existe o € I tal que f(a) # 0, entonces existe otra funcién
holomorfa g en el disco unidad con g (D) C D, pero tal que

lg" (@) > | ()]



