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Ya hemos usado (temas 4.7 y 7.2) las llamadas funciones meromorfas: las
funciones holomorfas alvo singularidades donde ninguna de ellas es esencial.
Formalizamos ahora el concepto.

Definicién. Una funcién f definida sobre un abierto €2 del plano complejo C
se dice meromorfa en (2 si existe A C ) tal que:

a. ANQ=g,
b. feH(NA),y
c. f tiene un polo en cada punto de A.
El conjunto de todas las funciones meromorfas en un abierto {2 se notara

por M (). Para cada f € () notaremos por ‘P (f) al conjunto
de todos sus polos en €.

Si definimos, para cada f € M (), una funcién

- 2 oo, z € P (f)
f:Q—=GC;f(2) -—{ (2), z€ N\P(f)

obtendremos una funcién continua de 2 en C.

Principio de identidad para funciones meromorfas. Sea ) un dominio
del plano complejo y sea f una funcién meromorfa en él. Sea 3 (f) :=
{z e O\B(f) : f(z) =0} (el conjunto de los ceros de f que no son polos
en Q). Si 3(f) NQ # @, entonces P (f) = &. Es decir, la tinica funcién
meromorfa cuyos ceros se acumulan en su dominio de definicién es la
idénticamente nula.

Demostracién. Sea a € 3(f)' NQ # @. Si fuese a € P (f), tendriamos,
por un lado
lim f(a) = oo,

z—a

y, por otro,
F(an) C3(f):a=1lima, = f(a) =0 -» co.



Por tanto, serd, de hecho

a€3(f) NIAE ().

El objetivo: probar que Q\P (f) es dominio, pues la holomorfia de f ahf nos
habilita para usar el principio de identidad para funciones holomorfas y concluir
que f es idénticamente nula en Q\P (f) y, por tanto, P (f) = 2.

Que Q\B (f) es abierto es claro (;por qué?). Veamos que es conexo: sean
dados dos abiertos G1 y G2 no vacios y disjuntos, tales que

NB(f) =G1UGs,.

Sea b € P (f) : ha de existir 7, > 0 tal que

D (b,rp) \{b} C P (f).
(Y los discos perforados son conexos, tengdmoslo presente.) Sean:
By = ={beP(f): D(bm)\{b} C G}
By ={beB(f): D(b,rp) \{b} C Ga}.
Ocurre que G U By y G2 U By son abiertos disjuntos y
(G1UB1)U(G2UBy) = (G1UG:) U (B1UBz) = (N\B(f) UB(f) =1,
luego, por ser ) conexo, tenemos la siguiente disyuntiva:

GiUBi=9=G =9
GQUBQZ®:>G2:®;

es decir, en cualquier caso, se llegard a una contradiccién bajo tal hipétesis de
descomposicién para Q\P (f); lo cual prueba que Q\P (f) es conexo. Q.E.D.

Principio del Argumento Generalizado. Sean @ =Q C Cy f € M (NQ).
Sean 3 (f) y B (f) como fueron definidos més arriba. Para cada a € 3 (f)
y b € PB(f), se definen los nimeros enteros no negativos m(a) y n(b),
como sus respectivos érdenes de cero y de polo. Sea I' un ciclo en .
Supongamos que I' es Q-nulhomdlogo y que T* N 3 (f)UP(f)) = .
Entonces, para cada g € H (), se tiene:

1 /
o [Lo= 3 s @miagta) ¥ tnde () n(b)g(0).

a€3(f) beP(f)

Demostracién. Llamemos S := 3 (f) U (f). Si definimos

F:Q\S = C; F(z) = J;((j)) g(2),¥z € Q\S



tenemos una funcién holomorfa en 2\ S, donde NS’ = &; luego F es holomorfa
en 2 salvo singularidades: F' € Hg ().
Aplicamos a ella el teorema de los residuos:

1 1 [ f
= F = — .
2n J; ion /F 79
= ) Indr(a) Res(F,a)+ »_ Indr(b) Res(F,b).  [#]
a€3(f) bEF(S)

Calculemos estos residuos que aparecen en la férmula anterior:
a. Sea a € 3(f). Por tanto:

z€ N\P(f)
f(z) #0

3r>0:0<z—a|<r:>{
Consecuentemente,

Jp € D(a,r) . oM@ L) s o
¢ (2) # 0,z € D(a,r)\{a} }-f(z)—(z )™ ¢ (2),Vz € D(a,r).

Si derivamos en esta ultima férmula, con 0 < |z — a| < 7

Fl(z)=m(a) (z =)™ (2) + (2 — )™ ¢ ().

Por tanto, con 0 < |z — a| < r:

Fo) = 2+ L)
= Res(Fa)= lm (: - ) @) = m(@)g(a). 1[I

b. Sea b € P (f). Por tanto:

: z€ NP(f)
3r>0.0<z—b|<r:>{ £(z) #0

Consecuentemente,

Iy € D(b,7) ) ) ) s )
¥ (2) #0,Yz € D(b,7)\{b} }~f(z)—(z b) ¥ (z),Vz € D(b,r).

Si derivamos en esta ultima férmula, con 0 < |z —b| < 7:

Flz)=—n®) (z=b) "y (2) + (- )"y (2).

Por tanto, con 0 < |z — b| < r:

Fe) = e+ L)
= Res(Fb)=lm (=~ ) F(D) = —n(b)g(h). 2

En resumen, si sustituimos [1] y [2] en [«], tendremos lo buscado. Q.E.D.
En la préctica, las condiciones en las que se hace uso del teorema anterior
suelen ser otras:



Principio del Argumento. Sean @ = Q C Cy f € M(Q). Sean 3(f) y
B (f) como fueron definidos més arriba. Sea I' un ciclo en . Supongamos
que T" es 2-nulhomélogo y que I'* N (3 (f) UPB (f)) = @. Supongamos que
para cada z € Q\I'*, o bien Indr (z) = 0, o bien Indr (z) = 1. Llamemos
U :={z€Q:Indr(z) =1}. Designemos por Ny al numero de ceros de
f en U, contados tantas veces como indique el orden de multiplicidad de
cada uno; y por N, al nimero de polos de f en U, contados, asfmismo
cada uno, tantas veces como indique su orden de multiplicidad. (Ambos
nimeros son finitos por el teorema de los residuos.) Entonces:

!
,L I = Ny — N,.
2w Jp f

A continuacién vamos a hacer uso del principio del argumento para resolver el
problema de la localizacién de ceros de funciones holomorfas en ciertas regiones
del plano.

Comenzaremos con unos tipos de funciones y de abiertos muy especificos:
polinomios sobre secciones circulares. Despies pasaremos a funciones holomor-
fas en general sobre dominios o abiertos acotados.

Sea p un polinomio de coeficientes complejos de variable compleja de orden
n. Sean a, 8 € R, con —7 < a < f < m. Se trata de determinar el nimero de
ceros del polinomio dado, contado cada uno tantas veces como indique su orden
de multiplicidad, en la regién angular

U:={zeC\{0}: a<arg(z) <}

Se supondré, para ello, que p no se anula en la frontera de dicha regién angular;
es decir:

P (tem) #0+#0p (teiﬁ) , vt > 0. (1)

Sea r; := max{|z| : z € U,p(z) = 0}. Para r > ry, el nimero buscado,
llamémoslo N, coincide con el de los correspondientes ceros en el sector circular

Ur:={2z€U:|z| <r}

Dicho N tendrd una expresién integral (mediante el principio del argumento).
Consideremos, a fin de confirmar lo dicho, las curvas

Cp @ [aaﬂ] - C Yy S [_T’T] - (C,
dadas por:
i —te’, —r<t<0
cr (t) :==ret vt € [, f]; s (1) ::{ sic 0<t<r

y sea 7, := ¢, +5,. Claramente, v, es un camino (curva regular a trozos) cerrada
tal que OU, = ;.

La comprobacién de las hipétesis del principio del argumento pasardan por
ver que:



a. p es una funcién entera;
b. 7, es un ciclo C-nulhomdlogo (jcomo todo buen ciclo que se precie!) que
(gracias a (1) y a la eleccién de r) no pasa por ningin cero de p; y
c. Ind, (2)=1,siz€ U, elnd, (z)=0,sizeC\U,.
Por tanto, aplicando el citado principio:
/ / /
[P [P [

27 4. D 27 Js. p 2w J.. P

Vamos a calcular las correspondientes integrales. Para el primer sumando, ob-
servamos que

/ " (s, (¢ " (posy) (¢ dw

[E [ ROy [ 0 [

WP Jop(s (1) —r (posy) (1) pos, W

por lo que la integral buscada coincide con la variacién del logaritmo a lo largo

de la curva p o s,.. En consecuencia (y este va a ser el problema préctico que

resolver en cada caso concreto), si disponemos de una determinacién continua

del argumento (equivalentemente, del logaritmo) a lo largo de la curva p o s,,
esto es, si disponemos de una funcién continua

O [-rr] =Ry 0, () € Arg|(posy) (t)],Vt € [-r,7],
tendremos que

1 p 1

1 ' (pos,) (r)
i2r Jo p  i2m |(pos,)(—T)

% (97" (r) - 97" (_T)) . (ﬁ)

Para la segunda de las integrales en (2), razonamos de la siguiente manera:
podemos escribir

Pz _n ., n()
p(2) 2z p2(2)
donde p; y p2 son polinomios con grad(ps) — grad(p;) > 2. Es claro que

1 n n [Pire n(B—a)

— —dz = dt =
27 J., 2z

(4)

2w J, reit 2

y s6lo resta tratar con la integral fc,. Z—;
La relacién entre los polinomios p; y p2 nos permite afirmar que:

M
S, M > 0|2 > = | 2L | < M
p2(2)| 7 |2
Por tanto, para r > rs:
1 p1(2) 1 M
_— dzl < — 22 (B —
i2m / p2(2) |7 2 P B=ar,

ot



luego:
1
im — p1 (2) d
r—+to0 27 J. p2(2)

z =0
y usando (4), tenemos:

lim L/ p/(z)dz:n(ﬂia). (5)

r—o00 427 p(2) 27

Haciendo ahora r — 400 en (2) y teniendo en cuenta (3) y (5), obtenemos:

NomBZ) L o) -0, (—r). m

2T 2T r—+4o0

Con todo, hemos probado el siguiente resultado relativo a la localizacién de
ceros de polinomios en sectores circulares, de gran utilidad préctica:

Proposicién Sea p : C — C un polinomio de coeficientes complejos de grado
n. Supongamos que p no se anula en la frontera de la regién angular

{z e C\{0} : a < argz < 5} (—r<a<pB<m).
Supongamos, igualmente, la existencia de una funcién continua tal que

GR : [—R, R] — R
Or(t) € Arg(p(sr(t)),Vt€[-R,R],

donde la funcién sg : [-R, R] — C, estd dada por:

—te’, —R<t<0
SR(t) =9 40 0<i<R

Entonces, el nimero de ceros de p en dicha regién angular, contado cada
uno tantas veces como indique su orden de multiplicidad, viene dado por
8-« 1
n

5 T 5 gim [Or(R) — 0 (—R)].

Ejemplo. Se quiere conocer la distribucién por cuadrantes de los ocho ceros
del polinomio

p(z) =28 +2° — 2* +32° + 622 + 22 + 5, VzeC

Resolucién. Comenzamos razonando sobre el semiplano derecho: o := =~

y B := 5, en la proposicién anterior. Por tanto:
sp(t) @ =—it, VteR
p(sr () = p(=it)
= & — it —t* 4+ 3it> — 6t% — 2it + 5,



de donde se sigue que
Rep(s, () = 5 —t*—6t2+5
Imp (s, (1)) = —t°+3t3—2t=— (¢t —3>+2)¢
= —t(t—1)(t+1) (t—\/i) (t+\f2).

Asi:
Imp (s, (1)) =0t e {—v2,-1,0,1,v2};
con
t = 0=Rep(s(0))=5>0
[t] = 1=Rep(s (t))=-1<0
|l = V2= Rep(s.(t)=5>0,

de donde, al no anularse p sobre el soporte de 7 (es decir, no tiene raices en el
eje imaginario z € iR), podemos aplicar el principio del argumento.

Ahora bien, el argumento principal presenta problemas de discontinuidad,
en este ejemplo que nos ocupa, cuando |t| = 1. Razonaremos como sigue, a fin
de evitar estos problemas y obtener una determinacién continua del argumento
0,:

te[-r,—1[=0.(t) :=arg[p(—it)].  [1]

Si

te[-v2,-1[= { gigi: 8; ig } = lim_arg[p(~it)] = -7
Imp (s, (¢ 0
0

) >
tel]-1,0[= { Rep (s (t)) <

} = tHli{r{+ arg [p(—it)) =7

entonces
t€[~1,0[= 0,(t) := arg [p(—it)] — 2. [2]

Si (considerando la 6, recién definida)

telo,1]= { g‘;ig: g;g i 8 } = lim arg [p(~it)] - 27 = —3r
velival={ bl =0 b= i arglp(-in)] - 2n =7
luego nos exige hacer:
te (L[ = 0,(t) = arg [p(—it)] — 4r.  [3]

Consecuentemente, de [1], [2] ¥ [3], concluimos que una buena eleccién del
argumento continuo es

0, :[-r,r]—C
arg [p(—it)], emr<t< -1
0.(t) .= ¢ arg[p(—it)] —2m, ..—1<t<1
arg [p(—it)] — 4, 1<t<r



Por tanto, tenemos una funcién continua 6, tal que

0.(t) € Arg[(po s;) ()], Yt € [—r,7].

Calculemos sus valores en —r y 7:

0,(—r) = arg [p(— i(—T))]zarctan% .
0,(r) = arg [p(—ir)] — 47 = arctan 43220 — 4

6745
se sigue que en el semiplano de la derecha el nimero de ceros del polinomio p
es: )
T
N=8—+4 —(—4mr) =2.
2w 27 ( )

Consecuentemente, en el semiplano izquierdo serdn 6 el nimero de ceros que
presenta el polinomio p.

Nos resta razonar, y es lo que vamos a hacer, que no tiene raices reales (de
modo que tendréd un cero en cada uno de los cuadrantes 1° y 4° y tres ceros en
cada uno de los cuadrantes 2° y 3°):

z > 1=p)=2+ (" —2*) +32° + 622 + 22+ 5> 0
z € [0,1]=p(x)=2®+2°+32°+62>+22+ (5—2%) >0
luego © > 0 = p(z) # 0.
Razonemos ahora para p(—x), con z > 0:

p(—z) =a® —2® —2* — 323 + 62 — 20 + 5 =

ocurre quesi x € [0,1] :

323+ 22 <5 .
{ 622 > 222 > 2t + 2 }:>10(—37)>07

ysiz>1 L 28 + 62245 > 2% + 2% + 323 4 22; pues si, ésto dltimo es también
cierto:
Hagamos =1+ y (con y > 0), entonces

8 +622 +5 = %48y + 28¢5 +56y° + 70y* + 569> + 34y% + 20y + 12
> 95 46yt + 17y° + 2597 + 20y 4+ 7 = 2 + 2t + 323 4 2z,

luego z > 1 = p(—x) > 0, y se concluye que, efectivamente, no tiene raices
reales.

Damos paso ya a los famosos teoremas de Rouché y de Hurwitz. Comen-
zamos con un lema interesantisimo sobre construccién de ciclos I' en un abierto
Q que rodeen de una manera convenientemente "ajustada" a un compacto dado
K:

Lema. Sea un abierto €2 del plano C y sea K C €2 un subconjunto compacto.
Entonces, existe un ciclo en Q\K verificando:

Indr (2) =0,Vz € C\Q e Indr (2) = 1,Vz € K.



Demostracién. Si Q) = C, para K compacto, existe r > 0 tal que D (0,7) D
K. Basta que tomemos I" := C(0,7 + 1).
Sea Q # C y llamemos p := dist(K,C\Q). Sea también A > 0 tal que
M2 < p; y consideremos
{Cp,q :p,q €L}

la cuadriculacién de lado A en C, donde:
Crg={2€C:pA<Rez<(p+1)AAgr<Imz<(qg+1)A}
Es claro que el conjunto
{p,qQ) €ZXZ:CpyNK # 2}
es finito; pongamos

{(pla Q1) PERRE) (pn,qn)}

y lamemos Cj := C), 4, (1 <k < n) a cada una de las cuadriculas correspon-
dientes.

Para cada k € {1,...,n}, consideremos el camino cerrado v, dado por la
poligonal

[PEA + g, (e + 1) A +ige, (pk + D) A+ (g + 1) A, ped + 4 (g + 1) A, peX + iqr ]

y el ciclo I'y := v; + ... +7,,. Y observamos cémo cada uno de los n caminos
cerrados 7y, se puede considerar, a su vez, como la suma de sus cuatro lados:

(2)

1 3 4
N O B @), @

+v T
Llamemos I'y a la cadena suma de todas estas ultimas curvas:

n 4

r=3" 3 o

k=1j=1
El ciclo I'; es 2-nulhomdlogo:

TF = Upo17k = Ui=1 90k = U, G C Oy
2¢ Q= 2¢Ul_Cy = Ind,, () =0,1 <k <n= Indp, (2)=0.

Ademis, I'; es equivalente a I'q.
Sea ahora I's la cadena que se obtiene al suprimir en I's los segmentos que
cortan a K; es decir:

n_ 4 , 0,... si (ﬁ”)’“mK%g
I's:= akm-'y(J); Qg = R
;; T ’ 1,... si (’ygj)) NK=g

Ocurre que las cadenas I'; y I'y son equivalentes, y existe un ciclo I' equivalente
a ['3 con igual soporte.



Asf pues, I'* =T% C Q\K, y como T es equivalente a I'y:

Indr (2) = 0,Vz € C\Q.

Seaahoraz € K C U}_,C}, = (ug_lck U(UR_,0C%). Esta descomposicién

de K, nos permite razonar asf: ha de existir j € {1,...,n} tal que z € C}. A su
vez, tenemos la disyuntiva siguiente:
O bien

z€Cj=2¢T7 = Indr(z)= Indr, () =1,
o bien 5
z2€0C; = 3(2m) CCj: 2 — 2,

de donde por argumentos de continuidad:
1= Indr (z,) — Indr(z). Q.E.D.

Teorema de Rouché. Sea (2 un abierto acotado del plano complejo C. Sean
¢ v 19 dos funciones holomorfas en 2 y continuas en 2. Supongamos que
se verifica

le(z) v () <l +Iv ()],  Vzed

Entonces ¢ y ¢ tiene el mismo nimero de ceros (contados los érdenes de
multiplicidad) en Q.

Demostracién. Obsérvese que la desigualdad de la hipétesis obliga a que
los ceros de ¢ y 1 no puedan estar en la frontera 0€2. Comenzamos razonando
que los conjuntos 3 (¢) y 3 (¢) son finitos.

Si 3 (p) fuera infinito, al ser Q compacto, 3 (¢) tendria acumulacién en 2.
Pero como ¢ no se anula, segin hipdétesis, en 912, concluimos que tal punto
ha de estar en el interior de 2. Por tanto, ¢ es idénticamente nula en alguna
componente conexa de §2; y, por argumentos de continuidad, se anulard en
la frontera de esta componente. Pero este conjunto estard en 02, lo cual es
contradictorio.

El razonamiento sera literal para 3 ().

Sea ahora

K:={2€Q:|p(2) v ()| =le)|+¥ )}

Como ¢ y 1 son continuas, se sigue que K es cerrado. Y como es subconjunto
de un compacto, K C 2, también lo va a ser el propio K.
Ademais,

KcQy3(pu3@) CcK.

Aplicando el lema anterior: existe un ciclo I' con soporte I'* C Q\ K, y tal
que
Indr (2) =0,Vz € C\Q e Indr (2) = 1,Vz € K.

10



Y aplicando el principio del argumento generalizado a ¢ y ¥:

1 el
i2r Jr o = Z Indr (a) m(a) = Z m(a) = N (¢)
a€3 () ac3(¢)
y
1

F% = Z Indr (a) m(a) = Z m(a) = N (¢),

ae3(¥) a€3(¥)

i2m

donde N (p) y N (¢) son, respectivamente, el nimero de ceros de la citada
funcién, contados el orden de multiplicidad con el que se presentan.

Objetivo: probar que
¢ / '
== —. *
/r 14 r ¥ *)

h(z) = log (igg) Wz € Q\K.

Sea,

Es una funcién bien definida:

v (2)
¥ (2)

€ ]-00,0l=¢(z)=—p¢(2):p=0
= le(z) =Y () =0+p) Y ()] =l ()] + ¥ (2)] = 2 € K;

en conclusion:

ce K = 2 ¢ o\]m00,0].

¥ (2)
Por tanto,
P Ve
hEH(Q\K)'h()_w(z) w(z),v e O\K.

Pero, que h' admita primitiva en Q\K es equivalente a que

[ =0
r

lo cual no es ni m4ds ni menos que (x). Q.E.D.

Corolario. Sea  un abierto acotado del plano complejo C. Sea (f,) una
sucesién de funciones holomorfas en Q y continuas en Q. Supongamos que
(fn) converge uniformemente a cierta funcién f que no se anula en ningin
punto de 0€2. Entonces, existe n € N tal que si m > n, podemos asegurar
que las funciones f,, y f tienen el mismo mimero (finito) de ceros en {2.

11



Demostracién. Como 92 es compacto y f no se anula en él, existe p > 0
tal que
()] > p,Vz € 09.

Haciendo uso de la hipétesis de la convergencia uniforme:
ImeN:n>m=|f(2)— fu(2)] < p,Vz € O0.

Asi, razonando paran >m, f, f, € C (ﬁ) NH () y para z € I

1£(2) = fu(2)| <p < [f(2) < [f(2)] + [ fn(2)]-

Usando Rouché, ambas funciones han de tener el mismo niimero de ceros en ).
(La misma desigualdad anterior obliga a que no se anulen en la frontera: la tesis
es valida en Q.) Q.E.D.

Teorema de Hurwitz. Sea {2 un dominio del plano complejo C. Sea (f,)
una sucesién de funciones holomorfas en €2 tales que ninguna se anula en
ningin punto. Supongamos que (f,) converge uniformemente sobre los
compactos de ) a cierta funcién f. Entonces o bien f es idénticamente
nula, o bien f no se anula en ningtin punto de €.

Demostraciéon. La holomorfia de la funcién f en el abierto €2 nos la da el
teorema de convegencia de Weierstrass. Razonaremos por reduccién al absurdo:

Supongamos que f no es idénticamente nula en (), pero existe a € ) tal que
f(a) = 0. Los ceros de f han de ser aislados:

AD(a,7) CQ:0< |z—a| <7 = f(2) #0.

Podemos aplicar, asi, el corolario anterior: para n suficientemente grande,
fn y [ tienen el mismo nimero de ceros en D(a,r). Por tanto, f, tiene, al
menos, un cero en D(a,r), lo cual es contradictorio con la hipétesis. Q.E.D.

Existen sucesiones de funciones enteras que no se anulan en ningin punto
del plano C, y que, sin embargo, convergen a la constantemente cero (en la
topologia de H (C)): por ejemplo, f,(z) :=1/n,Vz € C,¥n € N.

Corolario. Sea §2 un dominio del plano complejo C. Sea (f,,) una sucesién
de funciones holomorfas e inyectivas en ). Supongamos que (f,,) converge
uniformemente sobre los compactos de §2 a cierta funcién f. Entonces o
bien f es inyectiva, o bien f es constante en 2.

Demostracién. Supongamos que f no sea constante. Tomamos a € {2 fijo,
pero arbitrario. En el dominio Q\{a} definimos las funciones:

990 N{a} =G
g(2) = =[f(2)— fla),
gn(2) 1+ = fa(2) = fula),Vz € Q\{a}.

12



Claramente la sucesion (g,) converge a g en la topologia de H (Q\{a}). En
consecuencia, como la sucesién (g,) no se anula en ningtin punto de Q\{a}, en
aplicacién del teorema de Hurwitz, o bien g es idénticamente nula, lo cual no
puede suceder al ser f no constante, o bien g no se anula en ningtin punto de
Q\{a}, de donde se sigue la inyectividad de f (debido a la arbitrariedad de a).
Q.E.D.

EJERCICIOS PROPUESTOS.

1.

Sea una funcién continua en el disco unidad cerrado y holomorfa en el disco
unidad abierto, f € C (D) N'H (D). Supongamos que f lleva la frontera
del disco unidad en el interior del propio disco, f(T) C D. Prueba que f
tiene, exactamente, un punto fijo en el disco unidad abierto D.

. Si ¢ es una funcién holomorfa sobre un abierto €2 tal que D C Q y verifica

la condicién ¢ (]D)) C D, jcudntas raices tiene la ecuacién

z=¢(2)
en el disco unidad D? ;Cambia algo si la condicién es sélo ¢ (D) C D?
Prueba que todos los ceros del polinomio
p(z) =28 +323+7245

se hallan situados en el anillo A (0; %, %

se encuentran en el primer cuadrante.

) v que, exactamente, dos de ellos

Prueba que todos los ceros del polinomio
p(z) =2t +id +1

pertenecen al disco D(0, %) y determina cuédntos de ellos se hallan en el
primer cuadrante.

Prueba que para e < a € R, la ecuacién e* = az" tiene, exactamente, n
soluciones distintas en el disco unidad D.

Determina el nimero de ceros del polinomio
p(z) =25 +2° +62* +52° +822 442 +1
en el semiplano de la derecha.
Prueba que el polinomio
po(2) =142z 4322+ ... +n2""1,
para p € |0,1] y n suficientemente grande, no tiene ceros en el disco

D(0, p).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Localiza en el disco D(0, R), 0 < R, el nimero de ceros del polinomio
p(z) = 2" +i2% + 2.
; Cudntas raices tiene la ecuacién
e —4z"+1=0
en el disco unidad D segtn los valores del natural n?

Prueba que la ecuacién

z=A—¢e *

tiene (con A > 1) una tnica raiz en el semiplano Rez > 0. Ademds, se
prueba que tal raiz es real.

Evalda la integral

/ ze® tan (1z) dz.
T

cosh z
dz.
T tanz
Sean a y b dos nimeros reales no nulos. Determinese, para cada natural
n, el nimero de ceros del polinomio

Evalia la integral

p(Z) = z?n =+ a2z2n—1 +b2
que se hallen situados en el semiplano de la derecha.

Determina el nimero de ceros en el disco unidad ) de cada uno de los dos
polinomios siguientes:

a. p(z) =2t =52+ 1; b. q(z) := 2% — 425 + 22 — 1.
;Cudntas de las raices de p se hallan en el anillo A(0;1,2)?
Determina el nimero de ceros del polinomio

p(z) =28 +2° 4621+ 523 +822 42 +1
en el semiplano de la derecha.
Prueba que la funcién f,, : C\{0} — C, dada por

1 1 1
()=l —
In(2) + z + 2z Tt nlzm

para p € ]0,1[ y n suficientemente grande, tiene todos sus ceros en el disco
D(0, p).
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Determina el nimero de ceros del polinomio
p(z) =25 —-32° + 222 +5
en el semiplano de la derecha.
Hallar la distribucién por cuadrantes de los ceros del polinomio
p(z) =28 +2° — 2" + 32 + 62 + 22 + 5.
Calcula el ntimero de ceros en el disco unidad ) de los polinomios

a. p(z) =25 -2 +23-622+1; b.g(z)i=25—224 4+ 23 - 522 + 1.

Prueba que el polinomio
p(z) =25 - 522+ 10
tiene todas sus raices en el anillo A(0; 1,2).

Usa el teorema de Rouché para dar otra demostracién del Teorema Fun-
damental del Algebra.

Halla el nimero de ceros del polinomio

a. p(z) =28 — 425 + 2% — 1; b. q(z) :=2% — 226+ 22 — 82 — 2;
c. m(2) =225 — 23 +322 -2+ 8; d. s(2) =27 =524 + 22 - 2.

en el interior del disco unidad D.
;,Cudntos ceros del polinomio
p(z) =2 =82 +10
se encuentran en el disco unidad D? ;Y cudntos en el anillo A(0;1,3)?
; Cudntas raices tiene la ecuacion
e —42"+1=0
en el disco unidad D segtn los valores del natural n?
; Cudntas raices tiene la ecuacién
e —az"=0

en el disco D(0, R) segun los valores del natural n (con a € C, fijo) si se
verifica la condicién |a| > ;—i?

Prueba que la ecuacién

z=A—¢e %

tiene (con A > 1) una tnica raiz en el semiplano Rez > 0. Ademds, se
prueba que tal raiz es real.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

Sea f un polinomio de grado n € N. Prueba que f es sobreyectiva. De
hecho, puedes probar que la ecuacién

fz)=w
tiene n raices para cada w € C.
Halla el nimero de raices en el disco unidad I de la ecuacién

Bo65 -2 +2=0.

Halla el nimero de raices en el anillo A(0;2,3) de la ecuacién

42* — 2922 + 25 = 0.

Con « € D(0,9), jcudntas raices tiene en el disco unidad D la ecuacién
2% —az4+10=07?
Haciendo e = 8, jcudntas raices tendra tal ecuacion en el anillo A(0;1, 3)?

Sea ¢ es una funcién holomorfa sobre un abierto 2 tal que D C € y verifica
las condiciones f(0) =1y ¢ (T) C C\D(0,2). ;Cuédntos ceros tiene ¢ en
el disco unidad D?

Considera el polinomio f(z) := 2% — 422 4+ z — 4. ;Cémo habrd de elegirse
r > 0 para que f tenga, exactamente, dos soluciones en D(0,7)?

Localiza los ceros del polinomio z* — z +5 = 0.

Sean dos funciones enteras f y g verificando que
If (@) <lg(2)],Vz€C.

;Qué conclusiones se pueden sacar?

Sea f una funcién entera para la que existe constantes reales positivas
A, B, k tales que
1f (2) < A+b|zf vz eC.

Prueba que tal f debe ser un polinomio. Aplicacién: Prueba que ha de
ser constante una funcién entera f que verifique

2] > 1= |f (2)] <5/

Prueba el siguiente teorema de Hurwitz: Sea (f,) una sucesién (de fun-
ciones holomorfas) en un dominio © uniformemente convergente a una
funcién f no idénticamente nula. Si a € €2 es un cero de f, entonces para
cada ¢ > 0, podemos encontrar un natural m tal que

0€ fn(D(a,e)NQ), VYn>m.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

Evalia la integral

dz.

/ sin (72/2) [32% — 4z — 1]
0(073) 23 — 222 — Z + 2

Evalia la integral

1
[t
T

Sea un camino 7 en el plano y sean dados n + 1 nimeros complejos
ag,ay, ..., an. Supongamos que para z € v* y que para algin k € {0, 1, ...,n},
se tiene que

n

|akzk| > Zajzj .
j=0
J#k

Entonces, para el polinomio

n
p(z) = Z a;z’
=0

se prueba que

i. tiene k ceros en el interior de v < z = 0 estd en el interior de la
curva 7.

ii. no tiene ceros en el interior de v < z = 0 no estd en el interior de la
curva 7.

; Cudntas raices tiene la ecuacion
2" 4 a9z’ + a1z +ag =0
en el disco unidad D si |ag| > |a1]| + |ao| + 17

Sean dados n + 1 ntmeros reales verificando 0 < ag < a1 < ... < ay,.
Prueba que todas las raices del polinomio

n
p(z) := Z apz”
k=0

estan en el disco unidad D.

Sea f un polinomio de grado n € N. Prueba que f es sobreyectiva. De
hecho, puedes probar que la ecuacién

fz)=w

tiene n raices para cada w € C.
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43.

44.

45.

Prueba que la argumentacién siguiente es falsa: para cada funcién holo-

morfa f en el anillo A (0; %, %) existe un polinomio p tal que

If(2) —p(2)| < %, Vz e T.

Sean, para enteros n = 1, —2,3, —4, .., los polinomios

k

a. pp(z) = i ok b. gn(2) :==pn(z) — 1.
k=0

. Qué se puede decir de la situacién de los ceros de uno y otro para |n|
suficientemente grande?

Evalda la integral

3(z—1)"—1
/ 3 (z 2) dz.
o(1,1) ? — 322+ 4z -2
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