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Picard demostré (en 1879) que las funciones enteras no constantes tienen la
propiedad de tomar todos los valores del plano complejo salvo, eventualmente,
uno de ellos. Su demostracién se ha ido simplificando con el tiempo; el primero
en hacerla mas sencilla fue Bloch (1925). Las restricciones que aparecen en
el enunciado corresponden, como se comprobard después de su demostracién,
a meras normalizaciones. (Y dicho sea de paso, no hay la mds minima idea
subyacente en esta demostracién de cudles son sus claves.)

Teorema de Bloch-Landau. Sea un abierto {2 del plano complejo tal que
D C Q y sea f una funcién holomorfa en  tal que |f'(0)| > 1. Entonces
existe wy € C tal que D (wo, 75) C f (D).

Demostracién. Para r > 0, sea
M(r) = {|f (2)| : || <r}.

Claramente M es una funcién creciente. Consideremos los nimeros

1 1

Como D C €, tendremos

A < M(@1), VkeN;

y, por tanto, A — O.
Ademds, A\; = M(0) = |f'(0)| > 1; luego el conjunto

{keN: X, >1}
es no vacio y estd acotado (;por qué?). Sea

m:=max{k e N: )\, >1}.



Para tal m tendremos que A, > 1 > A\, 41, de donde se verificard

1 1 1 1 1 1
—  M(1l-——|>1>-—M[1-=—=;
om—1 ( 2m1> 21> 2 9m—1 ( 22m1) )

y, llamando r := 27”%1 > 0, la anterior cadena de desigualdades se expresara asi:

rM(1—7)>1> %M(1 - g).

Por tanto, existe zg € C tal que
20l <1 =71y |f'(20)] = M(1—1);

v ast, |f'(0)] = 1/r.
Definamos la funcién auxiliar

9(z) = f(z4+ 20) — f(20),V2 €U :={2€C:z0+ 2 € Q}.
Por su forma de definicién, g € H (U). Ademss,

D(0,7) c U,g(0) =0y |g'(0)] = |f'(z0)| = 1/

Veamos que g ( )
si z € D(0, %), entonces |zo + 2] <1 -7+ 5, de donde

9'(2)] =170+ )| < M- 5) <2/r,

y, por tanto,

2
l9(=)| = <1, ¥2eD(, ).

[ g wau| <
[0,z]

Ahora, el objetivo es probar que

D(0 C g(D(0,7))

1
) TG)
(v el final ya serd inmediato). En efecto: sea a ¢ g(D(0,7)) (es claro que a # 0).

La funcién
9(2)
a

z—1—

es holomorfa y no se anula en el disco D(0,r). Por tanto, admite rafz cuadrada
holomorfa en él:

Jh e H(D(0,7)) : h(z) =1— @,Vz € D(0,7).

Podemos suponer que h(0) = 1 (jpor qué?).



Derivando esta funcién h: 2h(0)h’(0) = —¢'(0)/a, de donde
IM'(0)] = 1/ (2]al ),

y, €n consecuencia,

1 T
S C o
fh (z)|_ + a] < +|a|’ Vz € (072)

Ahora aplicamos la desigualdad de Parseval para obtener que:

)+ OF (3) <1+ o

Pero,

|12(0)] + 1 (0)? (3)2 SO S

de donde se sigue que

[

1 T 1
2 o S T
4lal*r2 4 ~ laf

1 1y, p 1
o sea, -= < |a|. Por tanto, a ¢ D(0, ==); y asi D(0, 1—6)1C

(D(0,7)).

' 16 ' 16 g
C f(D): consideremos

Tomemos ahora wg := f(z9) y veamos que D(wy,
w € D(wo, 15); asf

o —wo| < %fﬁw—weDmE%ngmm»
= 3Jze€ D(0,r):g(z) =w— wp.
En consecuencia:
9(z) = f(z + 20) = f(2) = [(z + 20) — wo,
de donde w = f(z + zp); pero
|24+ 20l < |2+ |20 < T+ (1—7) =1,

luego D (wo, 1) C f (D). Q.E.D.
Observemos porqué las hipotesis impuestas son de "normalizacién": sean

QO=QCCacQfeH(Q):Dar) cQy f(a)=A%0.
Sea, también, la funcién auxiliar
g(z) :== %f(a—i—rz) ,Vz € C.

El teorema de Bloch-Landau nos dice que ha de existir wg € C tal que

D (wn ) 9 (D) = 5 f ()



y, por tanto,
Al

D <)\rw0,16> C f(D(a,r)) C f(Q).

Finalmente, llamando, para A C C,
p(A):=sup{R>0:Ja€ A: D(a,R) C Q},

tendremos

1 !
16 |f" (a)] 7;
de donde

p(f () = = |f (a)] dist (a,C\2) .

1
16
Corolario. Sea f € H (C) no constante. Entonces

Vr > 03wy € C: D(wyg,r) C f(C).

Demostracién. Como existe a € C tal que |f'(a)| > 0, para r > 0 se tiene
que
1
p(f (€)= = If (@),
de donde se sigue lo que queremos. Q.E.D.

Problema abierto: Aun no se ha conseguido evaluar la llamada constante de
Bloch.

La constante 1/16 que aparece en el teorema de Bloch-Landau es, inicial-
mente, puramente técnica; estd asociada al método de demostraciéon usado.
Queda por saber si hay un aconstante éptima para este resultado; es decir,
encontrar una constante B tal que

B =inf{p(f (D)) : f cumple las hipétesis del teorema de Bloch-Landau} .
Sabemos, éso si, que B > 1/16.

Teorema (pequenio) de Picard. Las tnicas funciones enteras que dejan de
tomar méds de un valor en su imagen son las constantes:

F € H(C), «apeC (a#pB):{a, B} cC\F(C)

= F es constante.

Observemos cémo la funcién exponencial (exp (C) = C\{0}) pone de mani-
fiesto que la tesis del teorema (pequefio) de Picard es inmejorable. Si tal halago
sobre la excelencia de este enunciado no es excesivo, una vez més, el comentario
sobre su demostracién (como ya es normal en esta leccién) se hard evidente: no
hay ninguna posibilidad de entender un hilo argumental que forme su esqueleto.



Demostracién. Comencemos normalizando las condiciones de las hipétesis

del enunciado: F(2)
z) —«
f&) ===~

es una funcién entera que no toma los valores 0 y 1 en su imagen. Por tanto (al
no anularse), podemos asegurar que

VzeC

dgeH(C): f(z) =e?™) vzeC. (1)
Ahora bien, como 1 ¢ f(C), entonces Z N g(C) = &; en particular,
FpeH(0):g(2) =[p(2) ,VzeC. (2
Pero tampoco 1 ¢ g(C), luego
WeH(C):g(x) 1= ()" Vz€C.  (3)
De (2) y (3) se sigue que
[p(2) = ¥(2)][e(2) + ¥(2)] = 1,Vz € C;
de donde, en particular, se sigue que ¢ — % no se anula en ningtin punto. Asi:
3heH(C): P =p(z) =9 (2),V2€C,  (4)

y, por tanto,

O S R S R )

De (4) y (5):

lo cual, por (1), nos dice que
L 1 (one) 4 o2n(2)
9(3)25‘*‘1(62” +e LZ),Vze(C;
que, a su vez, sustituido en (1), nos da
f(z) = —exp {zg (e%(z) + e_Zh(z))} ,Vz e C.

Definamos, para cada (n,m) € N x N, las parejas de nimeros complejos
(an, B,,) dadas por:

m
oy, = ln(\/ﬁ—i— \/n—l), B :ng-
Comprobemos que

{fa, x5, : (n,m) e NxN}Nh(C)=0o. (6)



Si fuese lo contrario:

dz € C:h(z) ==zxa,*0,
= O = ()" (Vi Vi 1) ()" (VA V1)
— (- [(\/ﬁ+ Vi—1)’ + (\f—\/n—l)z} — (—1)" (4n — 2)

5 f(2) = —exp [iZ (-1)" (4n = 2)] = —emEDED" g,

ilo cual no puede ser! y, por tanto, (6) es cierta. Veamos cémo el conjunto
A:={xa, +85,,: (n,m) € Nx N}

se distribuye geométricamente por el plano:

Vnt+l+yn

Vn+v/n+1

para cualquier natural n. Ahora consideremos R > 1/ p? + (g) 2, y demostremos
que

Como ay41 — ap = In — 0, existe p > 0 tal que ap11 — a, < p,

dist (2, A) < R,Vz € C. (7)
Sea z € C con Rez > 0 e Imz > 0. Existirdn n,m € N tales que

anSRez<0¢n+1, ﬁmSImZ<6m+l
Asi,
. . 2 2
dist (z,A) < |z — (s +16,,)] < \/(Rez —ap) + (Imz—3,,)
2
< /o2 + (5) <R\VzeC.

Pero, por la forma del conjunto A (simétrico respecto de los ejes real e imagi-
nario), la discusién anterior es vdlida, también, cuando Re z < 0 o bien Im z < 0.
Por tanto, (7) es cierto y hemos probado que cualquier disco de radio R > 0
contiene elementos de A.

Aplicando ahora el corolario al teorema de Bloch-Landau a la funcién entera
h, que sabemos no toma ningin valor de A en su imagen, tendremos asegurada
su constancia. Consecuentemente f, y por ende F', es constante. Q.E.D.

Corolario (al teorema de Picard). Sila funcién entera f no es una traslacion,
entonces f o f tiene un punto fijo.

Demostracién. Razonemos por reducciéon al absurdo: supongamos que no
los tiene; luego tampoco los puede tener f. Definamos la funcién

" vieC.

Esta funcién F' es entera y su imagen no contiene ni al cero ni al uno: ha de ser
constante, por el teorema recién probado. Asi,

INe C\{0,1}: f(f(2) —z=A[f(2) — 2],Vz € C.



Derivando en dicha expresién queda
I (f(2) = A =1-A\VzeC;

luego f'(z) # 0y f'[f(2)] # A, Vz € C. En consecuencia, podemos aplicar
nuevamente Picard, ahora a la funcién entera f’ o f:

1—A
. / J— —
JaeC: f _7f’0f—/\ Q,
de donde
f(z)=az+bVzeC (a,b e C).
Ahora bien, si fuese a # 1, tendriamos que zg := ﬁ serfa un punto fijo para

f, lo cual nos harfa caer en contradiccién. Asi, f(z) =2+ b,Vz € C. Q.E.D.
EJERCICIOS PROPUESTOS.

1. Sean fy g dos funciones enteras. Supongamos que las composiciones fog
y g o f de las dos son, ambas, constantes. ;Qué podemos decir de f y g,
cada una de ellas por separado?

2. Prueba que para cada funcién entera no constante f se tiene, necesaria-
mente, para cada w € C, una de las dos siguientes alternativas:

(a) la ecuacién f(z) = w tiene, al menos, una solucién.

(b) existe {z, :n € N} C C tal que z, —» o0y f(2zn) — w.

3. Prueba que si una funcién entera es inyectiva, entonces es biyeccién del
plano en si mismo; es decir: f € H (C) e inyectiva, entonces f(C) = C.



