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En este tema se exponen dos resultados cldsicos de Teoria de la Diferen-
ciacién, ahora en el &mbito complejo. Las ideas que subyacen en uno y otro, en
el mismo orden en el que aparecerdan, son:

a. Las funciones holomorfas llevan abiertos en abiertos.

b. Las aplicaciones conformes son difeomorfismos locales.

La segunda mitad del tema se dedicard a deducir tales resultados a partir
de un teorema que serd maximo exponente del cardcter local de la holomorfia.

Teorema de la aplicacién abierta. Sean 2 un dominio del plano C y f :
) — C una funcién holomorfa no constante en ). Entonces f es abierta.

Demostracién. Sea U = U C Q. Probemos que f(U) es abierto. Sea
wp € f(U). Ha de existir zgp € U tal que f(z9) = wo. En virtud del principio
de identidad para funciones holomorfas, existe r > 0 tal que D(zg,7) C U y si
z € D(zp,r), entonces f(z) # wo. (Es decir, los ceros de una funcién holomorfa
se pueden aislar.)

Sea

p:=min{|f(z) —wp| : |z — 20| =7}

Es evidente que p > 0; probemos que
p
Dlwo, ) < F(V),

con lo que habremos concluido la demostracion.
Razonaremos por reduccién al absurdo: supongamos que

D(wo, H\F(U) # .

Sea pues, w € C tal que |w —wo| < § y w ¢ f(U).



Definamos la funcién auxiliar

1
g:U —C; g(z) := 7_w,Vz€U.

Ast, g € H (U) y verifica que

1
g (z0) = = > 2/p.
|f(z0) —w|  [wo — w]
Pero, por otro lado, si |z — zg| = r, entonces:
9(2) : :
g z — =
|f(z) —w|  [f(2) —wo + wo — wl
1 1

)

<
|f(2) —wo| = lwo—w| ~p—=5 p
luego aplicando el principio de la media:

1

2
o) = 5= [ ot e,

y tomando valor absoluto:

1 21 i
2/p < lgGo) < o [ Lot +re)] a9
T Jo

1 2w

2
— —df <2
277 0 p — /p’

pero esto es absurdo. Q.E.D.
Para el préximo resultado, probamos primero el siguiente lema, de interés
en s{ mismo:

Lema. Sean ) = (OZ CCy feH(Q). Definamos la aplicacién

fG)=f(w)
g:0xQ—=C g(z,w)::{f/(zz)w oo jiz

Entonces, g es continua en 2 x Q.

Demostracién. Consideremos G := {(z,w) € Q@ x Q: z # w} (es decir, el
complemento en  x Q de su propia diagonal). Se trata de un conjunto abierto
(¢por qué?), luego al ser g| continua en G, también lo serd la propia g, por el
cardcter local de la continuidad.

Sea ahora a € ), y veamos que g es continua en (a,a). Por argumentos de
continuidad para f’: para ¢ > 0, podemos encontrar § > 0 tal que D(a,d) C
y st |lu—a| < 0, entonces |f'(a) — f'(u)| < e. Ahora, para z,w € D(a,0),
pretendemos probar que |g(z,w) — g(a, a)| < .



Sean z y w distintos (si son iguales, es trivial). Asf:

g(z,w) = % =/, [tz + (1 — t)yw)dt;

de donde:

l9(z,w) = g(a,a)] =

1 ftz+ (1 —t)w)dt — 1 f(a)dt
0 0

1
< / If'(tz+ (1 —t)w) — f'(a)]dt <e.  Q.E.D.
0

Teorema de la funcién inversa. Sean Q@ = Q C C, f € H(Q) y a € Q.

Supongamos que f’(a) # 0. Entonces existe U = U C C tal que:

i. a €Uy f esinyectiva en U;
ii. V := f(U) es abierto; y

i, = (fiv) " eH V) y Y (f())f(z) = LVz € U.

Demostracién. i. Consideremos la funcién continua g del lema. Como
g(a,a) = f'(a) # 0, podemos considerar A := |g(a,a)| > 0. Por argumentos
de continuidad, existe p > 0 tal que D(a,p) C Q y si z,w € D(a,p), entonces
lg(z,w)| > A/2. Por tanto, para z,w € D(a,p), z # w, tenemos que:

7() = )] > 5 |z ],

de donde se sigue la inyectividad de f en D(a,p). Si hacemos U := D(a,p),
tendremos ya i.

ii. Como U (tal y como ha sido definido en i.) es un dominio, el teorema de
la aplicacién abierta nos da lo deseado.

iii. La continuidad de i se sigue del apartado anterior. Vamos con su
derivabilidad (es decir, su holomorfia): sean w € V'y (w,,) C V\{w} convergente
a w. Llamemos z := ¢(w) y z, := ¥(w,), para cada n € N. La continuidad
de 9 nos da que z, — z; y por su inyectividad z, € U\{z}, para todo n € N.
Finalmente, y como w es arbitraria:

Plwn) =9 (w) _ Zn—z 1 1

wn—w  p(e) - () el ()
(donde estd garantizado que f'(z) # 0); es decir, existe la derivada y vale
¥ (w) = ¥/ (f(2)) = 1/'(2). Q.ED.

Hagdmonos la siguiente pregunta retérica: jqué sucede cuando una funcién
holomorfa tiene derivada nula en un punto?

Valgdmonos de un ejemplo para discutir el hecho: la funcién z — 22 es
entera con derivada nula en el origen. Ademds, en cualquier entorno perforado



del origen este aplicacién es dos-a-uno: cada elemento en la imagen tendrd dos
preiméagenes.

Lo curioso: esta situacién tan curiosa serd comiun a todas las funciones
holomorfas no constantes. Es lo que vamos a manifestar con el siguiente teorema,
el cual, a su vez, incluird a los teoremas de la aplicacién abierta y de la funcién
inversa como casos particulares.

Teorema de comportamiento local de las funciones holomorfas. Sea una
funcién holomorfa en un abierto 2 del plano. Sea a € 2. Supongamos
que f es no constante en un entorno de a. Sea m € N el orden del cero de
la funcién z — f(z) — f(a) en el punto a. Entonces, existen € >0y § > 0
tales que si D(a,d) C Qy 0< |w— f(a)| <e, el conjunto

{z € D(a,9) : f(2) = w}
tiene, exactamente, m elementos.
Demostracién. Por hipétesis, podemos escribir
fz) = fla)=(z—a)" ¢(2),Vz € Q,
donde ¢ € H(Q) y ¢ (a) # 0. Por continuidad de ¢:
Jp>0:D(a,p) CQy [z —al <p=p(z) #0;
y asi,
e H(D(a,p)) : ™ (2) = ¢ (2),Yz € D(a,p).
Sea la funcién auxiliar
9(z) = (z—a)¥(2),Vz € D(a,p).

Para ella, podemos afirmar que

9 € H(D(a,p)) v f(2) = fla) = (9(2))" ¥z € D (a,p).

Pero, ¢'(a) = (a) # 0: aplicando a ¢ el teorema de la funcién inversa en
D(a, p), podemos afirmar que existe § € ]0, p[ tal que g es inyectiva en D(a,0).
Sabemos, también, que g (D (a,d)) es abierto y 0 = g(a) € g (D (a,9)). Por
tanto,
Je>0:D (0, ¥/e) C g(D(a,0)).

Sea ahora w tal que 0 < |w— f(a)] < € y sea {u1,...,um} = Yw— f(a),
(luk] < %/e,1 < k < m); tendremos que

21,0y 2m € D(a,0) 1 g(2zk) = up, 1 <k <m.
Ya es claro que
{z € D(a,0): f(z) =w} ={z1,..., Zm} - Q.E.D.

Es el momento de ver cémo el teorema recién probado contiene a los dos
resultados-estrella de este tema:



A. Teorema de la aplicacion abierta

Demostracién. Consideremos una funcién holomorfa no constante f en
un dominio 2. El principio de identidad nos dice que f no serd constante en
ningtin abierto G contenido en ). Se ha de probar que f(G) es abierto.

Sea b € f(G), y llamemos a € G a un punto tal que f(a) =b. Sim € N el
orden del cero de la funcién z — f(z) — f(a) en el punto a, entonces, existen
€>0yd>0tales quesi D(a,d) CQy0<|w— f(a)| < e, el conjunto

{z € D(a,9) : f(z) =w}

tiene, exactamente, m elementos. Se tiene entonces que D(b,e) C f(G).
Q.E.D.

B. Teorema de la funcion inversa

Demostracién. Consideremos una funcién holomorfa f en el abierto {2 tal
que, para algin a € Q, f'(a) # 0. El teorema de cardcter local nos dice que
existen € > 0y 6 > 0 tales que si D(a,0) C 'y 0< |w— f(a)|] <e¢, el conjunto

{z € D(a,0) : f(2) = w}
tiene, exactamente, un elemento. Por continuidad:
> 0: D(a,p) € D(a,0) y f(D(a,p)) € D(f(a),e).

La funcién f es inyectiva en D(a, p) y el teorema de la aplicacién abierta nos
garantiza la continuidad de la funcién ( J1D(a, p))_l. Ahora ya, razonando como
en iii. del teorema de la funcién inversa, se sigue su derivabilidad. Q.E.D.

El siguiente resultado, consecuencia del anterior, completa los contenidos del
teorema de la funcién inversa.

Corolario. Sean 2 = Sol CC, feH () yaecN. Son equivalentes:

i f'(a) #0.

ii. f es inyectiva en un entorno de a.

Demostracién. i. = ii., es i. del teorema de la funcién inversa.

ii. = i. Llamemos U al tal entorno de a donde f es inyectiva. Razonaremos
por reduccién al absurdo: supongamos que sea f’(a) = 0. Por tanto, el cero
de z — f(z) — f(a) en a es de orden, al menos, dos. Aplicando el teorema de
comportamiento local al entorno U, podemos encontrar € > 0y § > 0 tales que
si D(a,0) C Qy 0 < |w— f(a)|] < e, entonces el conjunto

{z € D(a,9) : f(z) =w}

tiene, al menos, dos elementos. Pero esto contradice ii. Q.E.D.



Corolario (Teorema de la funcién inversa global). Sean @ = Q C C y
f € H(Q). Sif esinyectiva, entonces es un isomorfismo conforme de Q

en f(9).

Demostracién. Tendremos f'(z) # 0, Vz € Q. Por tanto, para cada
punto podemos encontrar un entorno en el que podemos obtener una inversa
holomorfa. Pero esta inversa local para cada entorno, no puede ser otra que
71 (pues la inversa global existe, al ser f inyectiva). Por tanto, por el cardcter
local de la derivabilidad, f~! es holomorfa. Q.E.D.

Observacién: En C ocurre... jtodo lo contrario a lo que ocurria en variable
reall

a. En todo intervalo I C R si f es derivable en él con derivada no nula,
entonces [ serd inyectiva; y el reciproco es falso (piénsese en la aplicacién x —
z3).

[e]

b. Ahora, en C, lo contrario: f inyectiva en Q@ = Q C C = f/(z) # 0,
Vz € Q. Ademds, el reciproco no se da (como pone de manifiesto la funcién
exponencial).

Teorema. Sean 1 y 2 dominios de C, ¢ € C (1) y h € H (Q2). Supongamos
que ¢ (1) C Q2 y que h no sea constante. Si hop € H (1), entonces
(TS H (Ql)

Demostracién. Sea a € Q;. Vamos a distinguir los casos i. h' (¢ (a)) # 0
y ii. ' (¢ (a)) =0.

i. En este caso, el teorema de la funcién inversa nos garantiza la existencia
de un abierto U con ¢ (a) € U C €, tal que hyy : U — h(U) es isomorfismo
conforme.

Razonando por la continuidad de ¢, existe r > 0 tal que D(a,7) C Q1 y
@ (D(a,r)) C U. Ahora bien, razonando para z € D(a,r):

e (2) = ()" o hi] (0 (2)) = () " [(ho ) (2],

de donde .
<‘0|D(a77‘) = (h‘U) © (h‘ o w)\D(am) €H (D(a’v T)) ;

luego ¢ € H (D(a,r)), para a arbitrario en 4 (y r > 0 tal que D(a,r) C 24).
ii. Suponemos ahora b’ (¢ (a)) = 0. Y llamemos

B:={z€Qy: ' (z) =0}.

Como h' € H (Q2) y no es idénticamente nula (;por qué?), podemos asegurar
(principio de identidad para funciones holomorfas) que el conjunto B es discreto.
Sea entonces

A:={z€eQ :¢(z) € B}



(que es no vacio, pues al menos ¢ (a) € B). El razonamiento lo completamos
distinguiendo dos posibilidades:

il.a. a € A": existe (a,) C A\{a} tal que a,, — a.

Por continuidad de ¢ en a: ¢ (a,) — ¢ (a) y, ademss, {p (a,):n € N} C B
y ¢(a) € B. Al ser B discreto, existe n € N tal que si m > n, entonces
©(am) = ¢ (a), de donde

IneN:m>n=hoy(an) =hop(a).
Usando el principio de identidad, es constante en §21; asi:
JeeC:hop(z)=2Vz €.

Por tanto, tenemos ¢ (2) € h=!(c),Vz € Oy, con h~!(¢) conjunto discreto
(principio de identidad). En consecuencia, ¢ ha de ser constante en Qy, y asi,
holomorfa en a.

ii.h. a ¢ A (= a€ Ais(A)): existe § > 0 tal que D(a,6) N A = {a} y
D(a, 6) - Ql-

En este caso, tendremos que h' (¢ (2)) # 0,Vz € D(a,d)\{a}; y por lo
ya demostrado arriba (via teorema de la funcién inversa), se sigue que ¢ €
H (D(a,d)\{a}). Pero como ¢ € C(D(a,0)), el teorema de Riemann de singu-
laridades evitables nos dice que ¢ es holomorfa en a.

En resumen, y en cualquier caso, de la arbitrariedad de a en €2y, se sigue
que ¢ € H(Qy). Q.E.D.

Merece la pena detenerse en la discusién de los contenidos del enunciado
anterior:

* que la funcién h no sea constante no debe obviarse, pues en tal caso

hOQDGH(Ql),VQOZQlHQQ.

* la conexién no es restrictiva: se razonarfa sobre cada componente conexa
del abierto ;. Pero tampoco lo es en Qs: como ¢ (21) es conexo en {2, se
razonaria la holomorfia sobre cada componente conexa del mismo modo.

* la continuidad de ¢ tampoco se puede eludir, como pone de manifiesto el
siguiente ejemplo:

—1,... Rez<0
Q]. ;:(C’ QDZQ]_)(C; SD(Z) = 1.... Rez>0

Qy:=C, h:Qy—C, h(z):=22% vz e C

Observamos cémo h es entera, al igual que h o ¢ (constantemente 1) y, sin
embargo, ¢ ni tan siquiera es continua.

EJERCICIOS PROPUESTOS.

1. Sea @ un abierto del plano complejo C, sea f una funcién holomorfa en
0 ysea w € Q donde f' (w) # 0. Prueba que, entonces, existe un real
positivo p tal que

1 1 1
fl (’LU) B % /|wz|_p f (Z) - f (U)) o



. Sea f una funcién holomorfa no constante en un dominio 2. Llamemos
T := f(9). Prueba que

f(z) € 0T = z € 09.
Confirma que el reciproco de lo anterior no es cierto; concretamente, dada
f(z):=2%Vz € Q,

donde :={z€C:|z]| <2,Rez<0}U{z € C:|z] <1,Rez > 0}, prueba
que

o

Ja € dN: f(a) eT.

. Sea Q un dominio del plano complejo C y sea f una funcién holomorfa no
constante en él. Supongamos que f (2) C Qy que f(f(2)) = f(2),Vz €
Q). Prueba que f es la identidad en ).

. Sea f una funcién derivable en todo su dominio de definicién. Segun esté
definida sobre un intervalo ]a, b C R — R o sobre un dominio 2 C C — C,
analiza la relacién existente entre las dos afirmaciones siguientes:

i.  f tiene derivada no nula en todo punto de su dominio de definicién.
ii. f es inyectiva en su dominio de definicién.
. Sea  un abierto acotado y sea f : 2 — C continua en Q y holomorfa en

Q. Prueba que las funciones Re f e Im f alcanzan su méximo y minimo
(absolutos) sobre la fontera 92 del abierto.

. Prueba que la imagen por una funcién holomorfa (no constante) de un
dominio es otro dominio.



