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En este tema se afronta el problema que en Variable Real se conoce como
Teorema Fundamental del Célculo: existencia o no de primitiva (y su carac-
terizacién) para una funcién dada. Al igual que en el caso real, habremos de
definir el concepto de integral, ahora ya en sentido complejo; y, por tanto, la
integracién a lo largo de curvas aparecerd de modo natural.

Este problema se encuentra en la base de la llamada Teorfa de las Funciones
Analiticas, estudiada por Cauchy (alld por 1840). La condicién que caracterizard
la existencia de primitiva serd la tesis que aparecerd en las préximas lecciones,
en los llamados teoremas de tipo Cauchy; a saber, que

[

donde f serd una funcién holomorfa en un abierto €2 del plano complejo y v un
camino en {2, mas una hipétesis adicional que precisaremos (unas veces sobre el
dominio, otras sobre la funcién, otras sobre el camino).

Observacién: ndétese lo poco préactico que resultaria estar a la espera de
probar este tipo de hipétesis (jpara toda funcién y para todo camino, dado un
abierto!, por ejemplo). Nuestra esperanza es de tipo tedrico: encontrar esas
hipétesis adicionales y lograr dicha condicién. Por tanto, un plan de trabajo
podria ser (y va a serlo) el siguiente:

1. Daremos la definicién de integral de Riemann para funciones complejas
de variable real: ff fecC.

2. Definiremos la integral a lo largo de una curva regular a trozos: f’y feC.

3. Estudiaremos la dependencia de fﬂ/ f respecto de la curva -; y asi, po-
dremos considerar la funcién

F(z):= / f(w) dw.
Integral de Riemann de funciones complejas de variable real.

Definicién. Sea una funcién f : [a,b] C R — C. Diremos que f es integrable
Riemann en [a, b] si las funciones reales de variable real Re f e Im f lo son



(en el sentido ya estudiado en una variable real). En este caso, llamamos
integral de la tal funcién al nimero complejo

/abf:=/ab(Ref)+i/ab(Imf)~

(Siempre que se pueda, se evitard la expresién f; f(#)dt en favor de f: 1)
Denotaremos por R¢ ([a,b]) a la clase de todas las funciones complejas
integrables Riemann en [a, b].

Definicién. Sean una funcién f : [a,b] CR — Cy P := {to,t1,....,tn} €
7 ([a, b]), una particién de [a, b]. Diremos del complejo o que es una suma
integral de f respecto de P, si existen z1, s, ..., T, € [a,b] tales que

n
Tk € [tk_l,tk],kzl,Q,...,’l’L y a:Zf(xk) (tk_tk—l)'
k=1

Notaremos por > (f, P) al conjunto de todas las sumas integrales de f
respecto de la particiéon P.

Proposicién. Sea una funcién f : [a,b] C R — C. Son equivalentes:

i. La funcién f es integrable.

ii. Existe un complejo I tal que

didm (P) < 4

Ve>0,36>0:Pen(abl), o5 5 p

} = la—1I|<e.

Demostracién. i. = ii. es evidente. Por otro lado, para probar ii. —
i., basta caer en la cuenta de que si @« € > (f, P), entonces Rea € > (Re f, P)
elmaed) (Imf,P). B

Teorema de Lebesgue. Sea una funcién f : [a,b] C R — C acotada. La
condicién necesaria y suficiente para que f € R¢ ([a, b)) es que el conjunto
de puntos de discontinuidad de f sea un conjunto de medida nula.

Demostracién. Llamemos D(f) al tal conjunto. Como se tiene
D(f) =D (Re f)u D (Im f),

podemos aplicar lo que sabemos de la integral de Riemann en una variable real.
[ |
Enunciamos a continuacién algunas consecuencias de este hecho sobre las

propiedades de R¢ ([a, b]).

Proposicién. La clase R ([a,b]) es un dlgebra y el funcional f — f: fes
lineal.



Demostracién. La linealidad del funcional definido sobre R¢ ([a,b]) es
evidente. Para escalares «, § € C, las funciones af + 89 y fg estdn acotadas si
lo estén, a su vez, f y g. Ademds, si son elementos de R¢ ([a, b]), como

D(af+pg9) cD(f)UD(9) vy D(fg) c D(f)uDI(g),

se tiene lo deseado. M
Ahora, una propiedad de "modularidad":

Proposicién. Si f € Re ([a,b]), entonces |f| € Re ([a,b]). Ademds,

/abf s/abm.

Demostracién. El teorema de Lebesgue nos proporciona la modularidad
de R¢ ([a,b]). Para el "ademds", pongamos
b
[
a

b .
/f:=p619;p:=

. b b .
,026710/ f:/ 6710fER,

entonces (0jo, que no hay cuidado con el orden: ahora estamos trabajando con

reales):
p= /:e_ief = /:Re (e7f) < /ab !e‘“’f\;

por tanto, lo deseado. W
Algunos resultados se pueden obtener bajo la sencilla consideracién de las
partes real e imaginaria de la funcién a tratar:

Como

Proposicién. Sean f € Rc ([a,b]) y g : [a,b] — C. Si el conjunto
{z €[a,b]: f(z) # g(z)}
es finito, entonces g € R¢ ([a,b]) y las integrales coinciden.

Proposicién. Sean a,b,c € R y « := min{a,b,c},s := max{a,b,c}. Si
f € Re ([, B]) , entonces la tres integrales siguientes tienen sentido, y se

verifica la férmula: . .
fr-[oef

Regla de Barrow. Sea una funcién F : [a,b] — C derivable. Supongamos
que F’' € R¢ ([a,b]). Entonces:

/:F’ = F(b) — F(a).



Teorema del cambio de variable. Sea una funcién ¢ : [a,b] — R moné-
tona y derivable. Supongamos que ¢’ € R¢ ([a,b]). Sea ahora una funcién
f ¢ ([a,b]) — C integrable. Entonces se tienen:

i (fop)y' €Re(lab])

. b b

11. f:((a)) f= fa (fow)y
Integracién sobre curvas.

Definicién. Sea 7 : [a,b] — C una curva regular a trozos (o sea, un camino).
Si f es una funcién compleja de variable compleja, llamaremos integral de
f sobre v al nimero complejo

Lf:Lb(fow)w’-

Est4 plenamente justificada la coherencia de esta definicién: fo~ es continua
en [a,b] y 7' estd definida, salvo un nimero finito de puntos; consecuentemente

(fop)¢' € Re(la,b)).

Ejemplo. Sea el segmento [z,w]" C C. La curva [z, w] por él determinada, es
regular. Si f es una funcién continua sobre el segmento dado, entonces

/[ ]f: ; Fl1=1t) 2+ tw] (w — z)dt.

Proposicién. Sea v una curva regular atrozos y sea C (v*) la clase de todas
las funciones complejas definidas sobre v*. El funcional sobre la tal clase,

dado por la expresiéon
f— [
v

es lineal y continuo. En particular:

/f\ < II7]) long (7).

donde || f] es el méximo de la funcién f sobre (el compacto) v*.

Demostracién. La linealidad es evidente. Para la continuidad, razonamos

asi:
Af‘ - /ab(fosa)w'

b
< [I111 = 151 tong (1),

b
g/ Foulld] <
a

A

luego continuidad. Wl



Definicién. Dos curvas regulares a trozos se dicen equivalentes si existe un
difeomorfismo de clase 1, y (estrictamente) creciente, que transforma una
en otra. Sillamamos v, y v, a las dos tales curvas, denotaremos vy, ~ .

Nétese que v, ~ 79 = 7] = 73, pero el reciproco es falso.

Proposicién. Sivy; ~ 7,y f € C(77), entonces

[nf: 'vzf.

Es decir, sobre curvas regulares a trozos la funcién continua a integrar no
depende de la parametrizacién que se haga de la curva.

Demostracion. Todo es elemental haciendo uso del teorema de cambio de
variables. Llamemos ¢ al difeomorfismo de [a,b] en [c, d] tal que v 0 ¢ = 77:

d b
f o= /(fO'Yz)'Y/z:/(fO’YzoSO)(’Y/QOQO)‘P/:

Y2

b
/(f071)7’1= fo

71

Proposicién. Si« es una curva regular a trozos y f € C (y*), entonces

ol

Demostracién. Célculos elementales, como en la demostracién anterior:

b
[ f(2)dz = / [ o (=] (6) (=) (t) e

b
[ 100 ar )y @

—Lbf(v(S))v’(S)ds=—Lf~ .

iAqui ha sido clave que el difeomorfismo que transforma + en su opuesta no
sea creciente!

Proposicién. Sean 7, : [a,b] — C y 75 : [¢,d] — C dos curvas regulares a
trozos tales que v, (¢) = ¢ (b). Si f € C(y7 U~3), entonces:

[ i=[s+] s
Y1t72 Y1 V2



Demostracién. Una vez mds, el teorema del cambio de variables (usadoen
el segundo sumando para la tltima igualdad, con el cambio s := ¢ — b+ ¢) nos
dard lo deseado:

b+d—c
/ ;o= / [Fo (v +72)] (1 +72)’
Y1+72 a

b+d—c

b
- / o (r +72)] (11 +72) + /b [F o (1 +72)] (1 + 72

b b+d—c
/a<fov1>m>’+/b (fovz)(w)'=/%f+ N

En la siguiente proposicién nos detenemos en la integracién sobre caminos
(curvas cerradas regulares a trozos); y nos va a decir que, en esos casos, la
integracién serd independiente del punto que escojamos como inicio y final del
recorrido.

Proposicién. Sea v : [a,b] — C una curva regular a trozos cerrada. Para
¢ € la, b|, sea la nueva curva

o:le,b+c—al —C
dada por

(t) = v(@) - c<t<b
ait) = yt—b+a).., b<t<b+c—a.

(Nétese que o* =~*.) Si f € C(y*), entonces

f1=]»
o ¥
Demostracién. Son cédlculos (con un cambio de variable, s := ¢t + a — b,
c6mo no):
ct+b—a b c+b—a
1= [ Geoo=[Genes [ (foo)e
o c c b
b c+b—a b c
/ (fov)7’+/b (fov)v’=/ (fov)v”r/ (fov)y

b(f07)7’= fon
/ /

Caracterizacién de la existencia de primitiva.

Lema. Sean €2 un abierto del plano, f una funcién continua en el abierto y F
otra funcién holomorfa en el abierto y tal que F’(z) = f(z) en todo punto
del abierto. Sea 7 : [a,b] — € un camino. Entonces:

/ f = F(y(b) = F(3(a)).



Demostracién. Con la ayuda de la regla de Barrow para funciones de R

en C:
Lf /ab(fov)v’Z/:f(v)v':/abF’(v)v’
b

_ / (Foy) =F(y(b)) - F(y(a)). ™

Acabamos de probar que si una funcién admite primitiva, su integral no
depende, para nada, del recorrido de la curva, sélo de sus valores extremos. En
consecuencia, una condicién necesaria para la existencia de primitiva es que su
integral no dependa del camino que se recorre. Asi, si el camino es cerrado, su
integral serd nula. Casos particulares, destacables, se explicitan en los siguientes
corolarios.

Corolario. Sean p: C — C un polinomio y C(a,r) una circunferencia cua-

lesquiera. Entonces:
/ p=0.
C(a,r)

Corolario. Para cualquier camino cerrado en C :

/dz:/zdz:().
y v

Demostracién. Es consecuencia del corolario anterior; pero si se quiere
una demostracién auténoma, basta considerar los casos respectivos en los que
F' sea una correspondiente primitiva y aplicar el lema a cada una de ellas:

52

Z— 2y z— —. |

2

La propiedad dada por el lema anterior caracteriza, de hecho, la existencia
de primitiva:

Lema de construccién de Primitivas. Sean Q@ = Q C C, f € C(Q), y
F:Q — C. Supongamos que

VB eN,Ip>0:D(B,p) CN

F(z) = F(B) + ’ ]f, vz € D(B, p).

Entonces, f admite primitiva en §2; concretamente:

FeH(Q)y F(z)=f(2),Vz€Q



Demostracién. Sea ( fijo, pero arbitrario, en ). Objetivo: probar que F
es derivable en 5 con F'(3) = f(8). Por la continuidad de f, y con la notacién
de la hipétesis, para cada € > 0, existe ¢ € 0, p[ tal que

jw—pl <6 = [f(w) - f(B)] <e.

Razonamos para |z — 3| < §:

|F(z) = F(B) = f(B)(z =B = f=1B)(= 5)‘

‘ 18,21

- ’/BZ] /[Bz] |

/’[fﬂmﬂ
[8,2]

gt/zvffWMSstd,
luego |
s = [P0 p5) —o,
Sy), por tanto, existe F’(3) = f(B). La arbitrariedad de 8 nos da lo deseado en
.

Teorema. Sean @ =Q C Cy f €C (). Son equivalentes:

i. f admite primitiva en €.
ii. f7 f = 0 para todo camino cerrado con soporte en (2.

Demostracién. i. = ii. ya nos lo di6 la consecuencia de un lema
anterior. Probemos ahora, con la ayuda del lema de construccién de primitivas,
que ii. = i. No hay pérdida de generalidad si suponemos que {2 es un dominio
(;por qué?): para 'y z en €, sea v, cualquier camino (de soporte) en € de
origen « y extremo z. Definamos

z

Veamos que, en efecto, podemos considerarla como una buena definicién; es
decir, que no depende del recorrido escogido para ir de a a z. Si«y y o son dos
tales caminos, el nuevo camino v + (—o), serd cerrado; luego:

RN E o e AE AN K

Vamos ya a probar la derivabilidad de F: para § € €, existe p > 0 tal que
D(B,p) C Q. Sea z € Q, arbitrario:

O NS ORI
v5+18,2] [8,2]

luego el lema de construccién de primitivas nos da lo deseado. B
Ya es sabido por nosotros, pero ahora lo probaremos con otras técnicas, que:



Corolario. La funcién z — % no admite primitiva en ningin abierto que
contenga a la circunferencia unidad T.

Demostraciéon. Como

d ™ it
/—Z:/ Ze.tdt:iQﬂ';éO,
T % . €

no verifica ii. en el teorema anterior y, por tanto, tampoco i. H

EJERCICIOS PROPUESTOS.

1. Dibuja las siguientes curvas:

) :=acost+ ibsint, vt € 10,27, (a,b > 0)

) := acosht + ibsinh, vt € [0, +o0], (a,b > 0)
) i=at+i%, Yt > 0, (a > 0)
)=t

cost + itsint, t € [0,27]; determina su longitud.
2. Para a,b € R, a < b, determina la longitud de la curva
A(a,b) = {e"";t € [a,b]} .

Calcula
lim A(a,b).

a——00

3. Sea una curva diferenciable de clase C! ([a, b)), v (t) :== (z (), y (t)). Prueba
que:

(a) la curva «y es rectificable; es decir
sup {Z 17 (tk) =7 =) 5 {tos t1, s tn} € 7 ([a, b])} < +00;
k=1

(b) su longitud viene dada por

b b
long (7) := / I @) dt = / Ve 07+ (1)

(¢) no toda curva es rectificable. Considera, para ello, la curva

dada por



4. Encuentra la longitud de las siguientes curvas:
(a) v (t) :=re',t € [0,27] (circunferencia de centro en el origen y radio
r; es decir, r'T)
(b) v(t) :=t —ie~ t € [0,27] (la cicliode; haz un representacién de
ella.)

5. Sea la funcién
23— 4z +1

(2245) (23 —3)

y la curva v dada por la circunferencia de centro 0 y radio r, ~(t) =
re't, t € [0,27] . Prueba que

L f(2)dz

6. Para z,y € R, prueba que
sin (z + 4y)| < /cosh 2y.

Considera ahora la curva v dada por la suma, en este orden, de los seg-
mentos

f(z) =

mr (r3 +4r + 1)
MGEDIGED)

v, := [—a +ia, —a — ia]
Vo := [—a —ia,a — id]
3 :=[a —ia,a + ia) .

Prueba que

< 6a+/cosh (4a?).

Kysin (22) dz

7. Sea el dominio Q := C\ {—¢,i} y la funcién

F2): Vz € Q.

=T

Prueba que f no admite primitiva en (2.
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