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Notacién. N denotard el conjunto de todos los nimeros naturales
{1,2,...,n,n+1,...}.

Es decir, se trata del conjunto de nimeros reales inductivo més pequeno
conteniendo la unidad 1. Con Z estaremos designando el conjunto de todos
los enteros:

7Z:=NU{0}U(-N),

donde —N designa al conjunto de los elementos opuestos de cada natural.
Asi, natural y entero positivo serdn equivalentes. Por Q denotaremos al
conjunto de todos los racionales:

{zszZ,qu}.

Los tres conjuntos numéricos anteriores son conjuntos numerables, y estdn
relacionados por las inclusiones:

NCZ¢gQ.

El simbolo R denotard al conjunto de todos los nimeros reales: cuerpo
conmutativo totalmente ordenado y verificando el axioma del supremo.
Estamos ya ante un conjunto no numerable. Se trata de un espacio com-
pleto: toda sucesién de Cauchy de niimeros reales es convergente. Esto no
pasaba en Q: existen sucesiones de racionales que convergen a nimeros
no racionales; por ejemplo,

)—M@¢Q

En él dispondremos de subconjuntos destacados:

1 1
Zy = 1;xn+1 = 5 T + ?

n

R™ : ={zeR:2<0}
Rt : ={reR:z>0}
R, @ ={zeR:2<0}
]Ra' : ={zeR:zx>0}



que son, respectivamente, los conjuntos de todos los reales negativos, pos-
itivos, no positivos y no negativos. Al conjunto R\Q lo llamaremos de los
irracionales. Elementos destacados en él, son

V2,V/3,ey .

Tanto Q@ como R\Q son conjuntos densos en R:

Ve eR,Ve>0 IreQ,IJacR\Q:|z—r|<e|lz—al<e
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Consideremos el conjunto R? de los pares ordenados de niimeros reales, del
cual sabemos que, con las operaciones (para x,y, u,v,a € R)

* adicién : (x,y) + (u,v) := (x + u,y + v)
% producto externo :  a(x,y) := (ax, ay)

es un espacio vectorial real de dimensién 2.
Ahora, en el grupo aditivo (IR{Q, +), vamos a definir otro producto (ahora,
interno) de la siguiente manera:

(@, y) - (u,v) := (zu — yo, 20 + yu) .

Resulta de fécil comprobacién que ahora (R?, +,-) es un cuerpo conmutativo,
donde (1,0) es el neutro o unidad para el producto y cada elemento (x,y) con
x 0 y no cero admite un inverso (u,v) de la forma

. z : —Y
2 +y2,7) T x2+y2'

A este cuerpo conmutativo lo llamaremos cuerpo de los nimeros complejos,
pues a sus elementos los llamaremos (mimeros) complejos, y lo denotaremos por
C.

Observemos que la aplicacién ¢ — (a,0), de R en C, es un monomorfismo
de cuerpos y, por ello, podemos identificar R con una parte de C y escribir
R & C, haciendo la identificacién a = (a,0). Con ello, podemos ver que no hay
confusién posible entre las expresiones a (z,y) v (a,0) (z,y):

* a(z,y) := (azx,ay), visto C como R-espacio;

* (a,0) (z,y) := (ax — Oy, ay + 0x) = (ax, ay), visto C como cuerpo.

Este hecho nos permite una primera representacién de los complejos vistos
como elementos de un R-espacio:

(Ivy) = ($7O)+(07y) :$(1,0)+y(071),

y, denotando por i := (0,1), a la vez que usamos la identificacién anterior de R
con una parte de C, tendremos la llamada forma binémica del nimero complejo

(z,y):

T + 1y,

mientras que a la otra, a (x,y), se le suele llamar forma cartesiana. Observemos
que estas expresiones vienen dadas de manera tinica.



Definicién. Dado un nimero complejo z € C, a los nimeros reales z e y, que
existen de manera unica para tal z, verificando z = x + iy, se les llama,
respectivamente partes real e imaginaria del complejo z; y se escribe

Rez =z, Imz=y.

Es claro que si z,w € C, entonces

{ Rez = Rew
Z=w S

Imz=Imw

En el cuerpo C no es posible introducir ningtin orden (total) que lo haga
cuerpo conmutativo totalmente ordenado; es decir, no podemos definir ningtin
orden total compatible con las propiedades de cuerpo conmutativo. En efecto:
si por el contrario asf fuese, tendriamos que 75 = i> > 0, siendo i?> = —1. Por
otro lado, sabemos que ha de ser —1 < 0 (pues 1 = 12 > 0). Luego no es posible
definir un orden total en C compatible con su estructura de cuerpo.

En C también existe un automorfismo, llamado conjugacién, que notaremos
por z — Z, y que viene dado por

zZ:=Rez—1iImz.

Podemos pensar en la conjugacién, evidentemente, como una inversién de C,
visto como plano, respecto de su eje "real". Esta propiedad de la conjugacién,
junto a otras, de demostraciéon inmediata todas ellas, la enuncia mos en la

Proposicién. Para z,w € C, se tienen:

i. z4+w=Z+w.
ii. zZw=zw.

iii. Z = z (el automorfismo es involutivo).

. _ z4+z _ z—z
iv. Rez=%5%Imz= 22,

v. Z=zz€R<Imz=0.

Si R es una funcién racional en las variables reales x e y, con coeficientes
reales, se observa que R (z,%Z) = R(Z, z). Luego

R(z,z) e R,Vz € C& R(z,y) = R(y,x).

Otra funcién que consideraremos, importantisima a la postre, es el médulo
o valor absoluto de un nimero complejo. Representa la distancia del complejo
z al origen:

Definicién. Para cada z € C, se define su médulo o valor absoluto como

|z| == \/(Rez)2 + (Im2)* = Vzz.



Una vez mds, la notacién es coherente con la empleada en R, pues si z €
RcC:

* |z = \/(Rez)2 + (Imz)2 = \/(Rez)2 =22 (por ser z € C);
* |z| = V22 (por ser z € R).

Proposicién. Para z,w € C, se tienen:
i |z|=0&2z=0.
ii. |z| =1z] =]—2|.
. |zw| = |2| |w].
iv. |zxw|’=|z]" + |w|° £ 2Re (zw) .
v. max{|Rez|,|Imz|} <|z| < |Rez|+ [Imz|.

La propiedad iv. se sigue del hecho de que Rea = % (o +@):

z+w]® = (z+w)(zEw)=
= ZZ+wWW=E 2wt wz=
|z|* + |w|® + 2 Re (2m)

De iv. también se desprende la conocida como Identidad del Paralelogramo:

Corolario. Para z,w € C, se tiene:
24wl + 12— wf =2 (|2 + wl?).

Su demostracion es evidente: consiste en sumar las expresiones de iv. para
los correspondientes signos "+" y "-".

Lo realmente complicado lo encontramos en la segunda desigualdad en v.,
que precisa del siguiente resultado, (ya conocido en el contexto real y) clave en
todo lo que sigue:

Desigualdades triangulares. Para z,w € C, se tiene:

i 24w <z + |w).

i |2 — foll < |z — .
Demostracién. Hacemos calculos para z,w complejos arbitrarios:

lz4+w]> = |z +|w]®+2Re(zw) < |2|° + Jw|* + 2 |Re (2]
<o 4wl + 2 2] < (J2] + w])?,

de donde, al extraer raices cuadradas en ambos miembros, se deduce i. Para
probar ii., basta observar que

2l = [(z —w) + w| < [z —w[ + [w] = [2] = |w| <[z —w],



donde hemos aplicado i. Alternando ahora los papeles de z y w, se tiene que
w| — 2] < |w — 2] = |z —w],

y, por tanto, se concluye la prueba. B

A continuacién introducimos un concepto clave en variable compleja y que
estd en la base de su "distanciamiento" del andlisis real con el que estamos
familiarizados hasta ahora. Nos referimos al inicialmente "inocente" argumento
de un nimero complejo: el concepto de multifuncién y, por ende, el de ramas
de una funcién, lo tendran en su base.

Del anélisis real tomamos el siguiente

Lema. Para cualesquiera a,b € R tales que a? + b?> = 1, existe un tnico
0 € |—m, 7] tal que
a=cosf,b=sinf.

Y, dado z € C\{0}, podemos elegir convenientes p > 0y 6 € |—m, 7], tales
que se puede representar

z=p(cosf+isinh) =: pe'?,

de manera tnica (en el sentido de que p = \/(Re 2?4+ (Imz)?y 0 €]—m, 7).

Notacién. Denotaremos por T a la circunferencia unidad C(0,1). Asi, el
lema anterior nos provee de una biyeccién entre el intervalo |—m, 7] y la
circunferencia unidad. Observemos que podremos hacer uso de notaciones
del estilo

a+rT=Cla,r).

Definicién. Diremos que el nimero real 6 es un argumento del complejo no
nulo z, si
z=|z| e,

y escribiremos '
Arg(z):={0 €R: z = |2] ele} .

Observamos, inmediatamente, que si 61 y 62 son argumentos de z entonces
existe un (dnico) k € Z tal que 01 — 03 = 2kw. Su reciproco es también, trivial-
mente, cierto. (Observemos, igualmente, que el lema anterior es quien garantiza
que Arg(z) # (0.) Por esta razén, uno de ellos va a jugar un papel importante:

Definicién. Llamamos argumento principal del complejo no nulo z al tnico
de sus argumentos 6y tal que 8y € |—m, w]. Lo denotaremos por arg (z), y
se acostumbra a escribir

Arg (z) = {arg (z) + 2km : k € Z} .

Para el calculo del argumento principal es muy cémoda la férmula que nos
proporciona la siguiente



Proposicién. Si z € C\{0}, entonces

2arctan -2z ¢ R
— |[z[+Rez """
arg (z) =
g (%) {71' zeR-

Demostracién. Para z € R™, entonces
z=—|z| = |2| (=1 +i0) = || (cos 7 + isinT) = |z| €',

de modo que 7 € Arg(z), siendo, obviamente, 7 € |—7, 7.
Consideremos ahora z ¢ R™, y tomemos (a quién elegir jsi no al candidato
naturall):

mz
0y := 2arctan ——.
|z + Rez
Asi, con
Im z
z
0o := 2 arctan l=] =: 2arctan
1 + Rez a’
2]
se sigue que
0o b
tan — =
2 1+a
Pero esto conlleva que
tan o
sinfg = 2. =}
1+t 2670
cosby = Lotan® a
0 1+tan? 970 B

de donde (por ser |z| + Rez > 0 = arctan |Z|prfez €]-%,%]) se tiene

z = |z| (cos B + isinfy) = |z| €',

con Oy € |—m,7]; luego 6y = arg (z) . Q.E.D.

Proposicién. La aplicacién z — Arg(z), de C\{0} en R/27Z, es un homo-
morfismo del grupo multiplicativo C\{0} en el aditivo R/27Z; es decir, si
z,w € C\{0} entonces, se tiene:

Arg (zw) = Arg(z) + Arg(w).

Demostracién. Sea ¢ € Arg(zw). Sea (también arbitrario) 2 € Arg(w).
Escribimos ¢ = (¢ — 02) + 02 y hacemos cdlculos:
w = |zw|e™ = |zw| (cos ¢ + ising)
= [zw|{cos[(p — O2) + O2] + isin [(p — O2) + O2]}
= |zw| {cos (¢ — 02) cos B2 — sin (¢ — 02) sinfy +
+i [sin (o — 02) cos O3 + sinfs cos (¢ — 62)]}

= |z|{cos (¢ — 02) +isin (¢ — 62)} |w| {cos O3 + isinfy}
|z i(p—02) |w] ez,



de donde 01 := ¢ — 02 € Arg(z) y, por tanto, ¢ = (p —03) + 03 € Arg(z)+
Arg(w).

Reciprocamente, sean dados 0; € Arg(z) y 02 € Arg(w). Por andlogos
cdlculos a los recién realizados:

2w = |zw| e01+02)

luego 61 + 62 €Arg(zw) . Q.E.D.
Proposicién. Destacamos las siguientes propiedades:

i. 2eC\{0} = Arg(z7!) = —Arg(2)
iil. ze C\{0} = Arg(z) = —Arg(z)
iii. z,we C\{0} = Arg(2) = Arg(z) —Arg(w)

iv. (férmula de de Moivre) Para cada natural n,
(cos @ + isinf)" = cos (nh) + isin (nf) .

Sdélo la ultima propiedad precisa de alguna explicacién. Si z = cos@ +isinf,
entonces
Arg (2") = narg (2) + 277 = nf + 27Z,

de donde 2" = cos (nf) + isin (nf) . Q.E.D.

A continuacién vamos a introducir las potencias de base z compleja y ex-

ponente g racional. Para ello, comenzamos dando una definicién, la de raices

n-ésimas de z, y un resultado relativo a ellas que nos garantiza su existencia y
en qué nimero.

Definicién. Dados z € C y n € N, llamamos raiz n-ésima de z a cualquier
complejo w tal que w™ = z.

Teorema. Siz e CyneN, entonces:
i. z2=0= Jw:w"™ =0; a saber, w = 0.
il. 2#£0=3Jw,...,wp:w} =2,sik=1,..,n
Demostracién. La primera de las afirmaciones es evidente sin méas que
observar que 0" = 0 y que w # 0 conlleva w™ # 0 para n € N.

Sean ahora z € C\{0} y w (que también serd no nulo) tal que w™ = z. La
férmula de de Moivre nos dice que

w" = |w|" (cos[narg (w)] +i sin [narg (w)])
z = |z[(cos[arg (2)] + i sin[arg (2)]) ;
luego:

™ = |4
{ n Arg (w) = Arg|(2),



y, por tanto,

{w—w

arg (w) = %(z) + 257 para algtin k € Z.

Pero, jcudntos argumentos resultan para w al recorrer k todos lo enteros?
Tendremos

91,92 S Arg(w)@ﬂkeZ:t‘)l—Qg:%w.

Asi,

2k 2K’ k— K
arg(z)+i:arg(2)+ LN €Z e k=K (modn),
n n n n n

luego
ke{0,1,2,....,.n— 1},

de modo que z € C\{0} posee n raices n-ésimas; a saber:

. { jwi| = 3/]2]
Wy arg(z)

arg (wy) = 55 + 2

distintas dos a dos y equidistribuidas sobre la circunferencia C' (O, \"/|z|) de
centro 0 y radio {/|z|. Q.E.D.

Definicién. Sean z € Cy % € Q (expresion irreducible, con p € Z y q € N).
La potencia de z con exponente % se define como

4= (93),
con la salvedad de que ha de ser z # 0 cuando p € —N.

. ., P .

Es de sencilla comprobacién que z7 consta de g elementos si z # 0, y que
s6lo tiene un elemento si z = 0. Caso de especial atencién serd el que prestemos
a las raices n-ésimas de la unidad; es decir, los complejos z tales que

" =1.

Es de demostracién inmediata, a partir del teorema anterior, que la unidad tiene
sus n raices equidistribuidas sobre la circunferencia unidad T:

Proposicién. Para cada natural n existen wq,ws,...,w, € T, distintos dos a
dos, tales que wi =1, £ =0,1,...,n — 1. Concretamente:

2kw . . 2kw j 2k
W =COS—— +18In—— =¢ n .
n n



EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Realice las operaciones indicadas:

Al bl e 2o d (1-iv3)

2. Encuéntrense las partes real e imaginaria de (1 + ew)_l
3. Obténganse:
100 9

a. (1+49)'%; b 2% e (2+i2v3)
k=0

4. Obtenga el médulo y el argumento de cada uno de los siguientes complejos:

a. 3i; b. —2; c. 1+14; d —1-—y3
e. 24 5i; f. 2— 54 g. — 2+ 54 h. —2— 53
jobi (0#0); k.a+bi (a#0).

5. En este ejercicio se probard que el cuerpo de los nimeros complejos se
puede identificar con una parte del espacio vectorial real Mo (R) de las
matrices cuadradas de orden dos: sea el conjunto

M = {( a b ) : a, b nimeros reales },
b a

a cuyos elementos notaremos, sugerente y simplificadamente, por M (a,b).

(a) Determinese la suma y el producto para cada dos elementos de M.
(b) Pruébese que, en particular, se tienen

M(a,0) + M(b,0) = M(a + b,0)
M(a,0)M(b,0) = M (ad,0)

(c) Identifiquese el cuerpo de los reales con una parte de M.

(d) Pruébese que M(0,1)? = M(—1,0) (= —1, con la identificaciéon de
arriba en c.).

(e) Hagase M(0,1) := 1, y pruébese que M (a,b) = a + bi.
6. Encuéntrense férmulas para sumar las expresiones siguientes:

(a) 14 cosf 4+ cos20 + cos30 + - - - + cosnd
(b) sinf+ sin 26+ sin36 + - - -+ sinnd
(c) cosf+cos30+---+cos2(n+1)6

7. Dados dos niimeros complejos cualesquiera z, w,



10.

11.

(a) pruébese que |z + w| = |z| + |w| si, y sélo si, 2w es un nimero real
no negativo;

(b) discutase la posibilidad de que se alcance la igualdad en la desigual-
dad
2] = fw[| <[z —w].

Obténganse interpretaciones geométricas para los siguientes conjuntos de
nimeros complejos:

(a) A={z€C:|22+3] <1}
(b) A={zeC: 224+ 1| <|z|}

Sean A, B, C, D ntimeros reales sujetos a la condicién A2+ B2+ C? > D2
Pruébense que:

(a) La ecuacién
A(z4+2)+iB(Z—2)+C(Zz—1)+D((Zz+1)=0

representa: una recta en el plano, caso de que C + D = 0; una
circunferencia, de centro y radio a determinar, en el caso de que
C 4+ D # 0. ("Cincunrecta" de pardmetros reales A, B,C, D, de
ahora en adelante.)

(b) Toda circunrecta en el plano responde a una ecuacién de la forma
dada arriba, para convenientes nimeros reales A, B, C, D.

Sean «, 8 complejos y k > 0. Entonces, el conjunto de nimeros complejos
{zeC:|z—a|=k|z— 0|}
es una circunferencia si k # 1 y es una linea recta cuando k = 1.

Sea z = x + iy un nimero complejo no nulo. Pruébese que el argumento
principal de z viene dado por la férmula

arctan £ — 7, si <0,y <0

—7/2, si =0,y<0
arg(z) = { arctan £, si x>0
/2, si x=0,y>0

arctan £ +- 7, si <0,y >0
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