1 Definicién y propiedades

Definicién 1.1 Sea G un conjunto. Una operacion
binaria en G es una aplicacion m: G x G — G.

Definicion 1.2 Sea G un conjunto

i) Si G tiene una operacion binaria * definida en
G, se dice que G es un grupoide.

ii) Un grupoide G se llama un semigrupo si
cumple la propiedad asociativa: dados g1, g2 Yy g3 en
G, se tiene que (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3).

1) Un semigrupo G se llama monoide si eziste
un elemento e en G tal que e x g = g *xe = g para
cualquier g en G. Dicho elemento e se denomina el-
emento neutro.

i) Un semigrupo se llama grupo si para cada el-
emento g en G existe otro elemento ¢’ en G tal que
g*xqg = ¢ xqg = e. Dicho elemento se denomina
elemento simétrico de g.

St ademds * verifica la propiedad conmutativa, es
decir,

g1 * gz = g2 * g1

para cualesquiera g1,qo € G se dice que G es un
grupoide, semigrupo, monotde o grupo abeliano segiun
corresponda.



Ejemplos 1) (Z, +)7 (@7 +)7 (CD_()? '>7 (ZWH ‘|‘), U(va )
SON Erupos.

ii) (IN,+), (Z,-) o @,-) son monoides pero no son
grupos.

i) (Z, — 0,-) es un grupo siempre que m sea un
nimero primo.

Lema 1.3 (Propiedad cancelativa) Sea (G,*) un
grupo y sean a, b y c elementos de G. Entonces:

i) axc=bxc implica que a = b.

it) a b= a*c implica que b = c.

Lema 1.4 Sea (G, *) un grupo.

i) El elemento neutro de G es unico.

ii) Sea g € G. El elemento simétrico de g es unico.
(Lo denotaremos g ).

i) Ademds, (g1t =g.

w) Si g1,g92 € G, se verifica (g1 * g2) ' = g5 x g7 L.



Definicién 1.5 Sea (G, ) un grupo y sea G' un sub-
congunto de G. Si (G', %) es un grupo, se dird que G’
es un subgrupo de G.

(Z,+) en (@, +) es un ejemplo de subgrupo.

Proposicién 1.6 Sea (G,*) un grupo y G' un sub-
conjunto de G. G' es un subgrupo de G con la op-
eracion * si y solo si para cualesquiera g1 y go en G’
se tiene que gy * g5 1 es un elemento de G'.

Denotaremos por ¢g" al elemento g g*- - -% g (n veces

operado) de G.



Proposicion 1.7 Sea (G, *) un grupo y sea S un sub-
conjunto de G. Entonces H = {g* * g3° % -+~ x g'm},
donde los g; y son elementos de S y los n; son numeros
enteros, es un subgrupo de G. Ademds es el menor
subgrupo de G que contiene a S.

Dado un grupo (G, *) y S un subconjunto de G, el
menor subgrupo de G que contiene a S se denotara por
< S >. Debido a la forma de los elementos de < S >,
se dice que los elementos de S generan < .S >.

Definicion 1.8 Un grupo se dice ciclico si esta gen-
erado por un unico elemento.

Definicién 1.9 Sea (G, *) un grupo y g un elemento
de G. El orden de g es el numero de elementos del
subgrupo < g >.



Definicion 1.10 Sean (G, x) y (G', %) dos grupos y
f: G — G" una aplicacion de G en G'. Se dice que f
es un homomorfismo de grupos si f(axb) = f(a)*' f(b)
para cualesquiera a,b € G.

En caso de que f sea una biyeccion se dice que f
es un isomorfismo de grupos, o bien que G y G' son
grupos isomorfos.

Ejemplo [ : @,+) — @, %), f(z) = 2"

Proposicion 1.11 Sea f un homomorfismo entre dos
grupos (G, x) y (G', +).

1) f(e) =€, donde e y €' son los elementos neutros
de G y G’ respectivamente.

2) flg7h) = flg)™' para cualquier elemento g de
G.



2 El grupo simétrico 5,

Definicion 2.1 Dado un conjunto A, el grupo S de
las biyecciones en A se llama grupo simétrico sobre
A. Cada elemento de Sy es, lo que se llama, una
permutacion en A. Cuando A = {1,2,3,---,n}, Sy
serd denotado simplemente por S,. S, se denomina
grupo simétrico de orden n.

Dado entonces A = {1,2,3,---,n}, si se considera
un elemento a de S, éste puede ser representado en la
forma:

donde a(7) representa la imagen de ¢ mediante la apli-
cacion a.



La composicion de biyecciones puede representarse en
este caso de la siguiente forma. Sean o y 3 dos elementos
de \S,,. Entonces si se escribe

1 2 e n—1 n
a(l) al2) -+ an-—1) a(n)
Bla(1)) Bla(2)) --- Bla(n —1)) Bla(n))

la permutacion Ba es

( 1 2 e n—1 n )
Bla(l)) Bla(2)) -+ Blaln—1)) Bla(n))



3 Ciclos

Definicion 3.1 Sean 11,10, .., 1 k enteros distintos en
A = {1,2,....,n}. El simbolo (iyiy...i;) representard
la permutacion o € S, donde o(iy) = is,0(is) =
i3,0(1;) = tj41 para j < k, o(ix) = i1, y o(s) = s
para cualquier s € A st s # iq,19,...,1,. Una per-
mutacion de la forma (i1is...7;) se llama un ciclo de
longitud k. Un ciclo de longitud dos se llama una
transposicion.

Ejemplo En Sg el ciclo de orden 5 (13478).

Debido a que la composicion de aplicaciones no es, en
general, conmutativa se tiene que el producto de ciclos
tampoco lo es.

Ejemplos:

a) (123)(13)=(23).

b) (1 2)(1 3) = (1 3 2), mientras que (1 3)(1 2) =
(123).

Teorema 3.2 Toda permutacion en S, puede escribirse
como producto de ciclos disjuntos.



Definicion 3.3 Sea o una permutacion en S,,. Lla-
maremos orden de o al numero de elementos del sub-
grupo generado por o. Dicho numero se denota por
o(a).

Lema 3.4 Sea 0 = (a; o(ay) 0" Yay)) un ciclo. En-
tonces o(o) = k.

Teorema 3.5 Sea a una permutacion en S, y a =
o1 -+ 0 una descomposicion como ciclos disjuntos de
«. Entonces o(a) es el minimo comin multiplo de los
o(g;) coni=1,---,n.



4 Transposiciones

Corolario 4.1 Cualquier permutacion en S, puede
expresarse como producto de transposiciones.

Teorema 4.2 Una permutacion se expresa como pro-
ducto de un numero par de transposiciones ( se de-
nomina permutacion par) o como producto de un nu-
mero impar de transposiciones (permutacion impar),
pero no de las dos formas al mismo tiempo.

Definicion 4.3 Sea o una permutacion y o = o109 - - -

una descomposicion de o como producto de transposi-
ciones. Se define la signatura de o como sig(a) =
(—=1)™. Dicho invariante es +1 en caso de que la
permutacion sea par y -1 en caso de ser impar. La
permutacion identidad tiene signatura +1.

Corolario 4.4 Sea 0 = (a; as ---ay) un ciclo en S,,.

Entonces la signatura de o es sig(o) = (—1)"L.

Corolario 4.5 Sean a1 y as permutaciones en S,.
Entonces sig(aias) = sig(aq)sig(as).
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5 El grupo alternado A,

Definicién 5.1 El conjunto de las permutaciones pares
de S, se denota por A, y se denomina grupo alternado
de orden n.

Proposicion 5.2 A, es un grupo.

Proposicién 5.3 |A,| = n!/2.

6 Grupo diédrico

Definiciéon 6.1 El grupo diédrico de orden n, D,,, se
define como el grupo de simetrias de un poligono reg-
ular de n lados. D,, puede verse como un subgrupo de

Sy, el subgrupo generado por dos permutaciones de
Sn, oy B3, tales que o = %2 =1d y a3 = fa" L.

Proposicion 6.2 D, tiene 2n elementos.
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