Definicion. Una ecuacién lineal diofantica es
una ecuacion del tipo ax + by = ¢ con a, b y ¢ nimeros
enteros y en la que se pretende que las soluciones para x
e ¢ sean también numeros enteros.

Proposicion. Sean a, b y ¢ niimeros enteros y sea
d = (a,b). La ecuacién lineal diofantica ax + by = ¢
tiene solucion si y so6lo si d divide a c.

Proposicion. Sean a y b dos nimeros enteros y sea
d = (a,b). Entonces a/d y b/d son primos relativos.

Proposicion. Sean a, b y ¢ numeros enteros, d =
(a,b), v o, yo una solucién particular de la ecuacion
lineal diofantica ax + by = c. Entonces todas las solu-
ciones de dicha ecuacion son de la forma z = xy+(b/d)n,
y = yo — (a/d)n con n cualquier nimero entero.



EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA

Proposicion. Sean a y b dos nimeros enteros no
nulos y p un nimero primo. Supongamos que p divide al
producto ab. Entonces p divide a uno de los dos ntimeros
enteros a o b.

Teorema.Todo nimero entero es producto de fac-
tores primos de forma tnica salvo en el orden de los mis-
mos.

(Sistemas de numeracién) Sea b un nimero en-
tero mayor o igual que 2. Entonces cualquier n < 0 puede
escribirse de forma tinica como n = ag+a1b+asb*+- - -+
a;b donde 0 < a; < bparai=0,---,jya; #0.
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CONGRUENCIAS

Definicién. Sea m un nimero entero positivo mayor
que 1. Se dice que dos nimeros enteros a y b son con-
gruentes moédulo m si existe otro entero k tal que
a— b= km, es decir, si m divide a a — b. En caso de ser
asi, esto se denotara por a =, b o por a = b(mod m).

Proposicion. Sea m un nimero entero positivo mayor
que 1. La relacion de congruencia modulo m en Z es una
relacion de equivalencia.

Definicién. El conjunto cociente de Z sobre la relacion
de equivalencia de congruencia médulo m se denomina
conjunto de los nimeros enteros moédulo m y se denota
por Z,,.



Teorema. Z,, es el conjunto formado por las clases
de equivalencia de los posibles restos de dividir un ntimero
entero entre m.

Proposicion. Sea m un nimero entero positivo mayor
que 1 y a, b, ¢y d numeros enteros cualesquiera. En-
tonces:

i)Sia=,cyb=,d, entonces a +b =, c+ d.

ii) Si a =, ¢y b=, d, entonces ab =, cd.

Proposicion. La suma y el producto en Z,, se de-
finen como |a] + [b] = [a + ] vy [a][b] = [ab] respec-
tivamente. Estas operaciones verifican las propiedades
asociativa y conmutativa, siendo el elemento neutro de la
suma |0] y del producto [1]. Todo elemento [n| de Z,,
tiene elemento opuesto [m — n|. Todo elemento [n] tal
que (n,m) = 1 tiene elemento inverso.
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ECUACIONES Y SISTEMAS EN CONGRUENCIAS

Teorema. Sean m un numero entero positivo mayor
que 1y a y b dos nimeros enteros cualesquiera y consider-
emos d = (a,m). Si d no divide a b entonces la ecuacién
axr =,, b no tiene solucion. Si por el contrario d divide
a b entonces ax =,, b tiene d soluciones no congruentes
modulo m.

Lema. Sea a y b ntumeros enteros tales que a =,
b, a =p, b,--+,a =5, b. Entonces a =y b donde M es
el minimo comun multiplo de los m;.

Corolario. Sean a y b numeros enteros tales que
a =y, ba =y, b,---,a =y, b. Silos modulos de
las congruencias son primos relativos dos a dos, entonces

a =y my-my, O-

Teorema chino del resto Sean m y m’ dos niimeros
enteros mayores que 1. Si (m,m') = 1, el sistema en con-
gruencias r =, u r =, v tiene soluciéon unica maédulo

mm’.



Teorema chino del resto generalizado Sean
mi, Mo, - -+, My NUMeros enteros mayores que 1 y primos
relativos dos a dos. Entonces el sistema de congruencias
T =gy, UL, T =g, U, -, T =y, Uy tiene solucion unica
modulo m = myms - - -m,,.

Algoritmo de Gauss. La solucion x del teorema

chino del resto puede calcularse como x = ' ; u; N; M; modm
donde N; = m/m; y M; = N; ' modm,.

Corolario. Sean mq, ms, - -+, m, numeros enteros
mayores que 1y ay, g, -, a, ¥ Uy, U, -+, Uy, NUMEros
enteros cualesquiera. Consideremos el sistema de congru-
encias a\ T =, U1, 2T =g, U, -+, Ak =y, Uy Ol 108
m; son primos relativos dos a dos y (a;,m;) = 1 para
todo? =1, ---,n, entonces el sistema tiene solucion, que
es unica modulo myms - - - my,.



