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Introduccion

El uso de modelos gréficos [59] para representar distintos tipos de sistemas es conocido
en distintas disciplinas cientificas. El origen podria situarse a principios de siglo en
el campo de la Fisica Estadistica, en el estudio de sistemas de particulas donde cada
una de ellas interactia con las que estan situadas en su proximidad. Para represen-
tar de forma sencilla las relaciones de vecindad entre particulas, se utilizaron grafos
no dirigidos. Se puso entonces de manifiesto que el uso de estructuras graficas para
representar problemas cientificos podria llevar a una mejor comprension y resolucion
de los mismos. Surgieron entonces trabajos que aplicaban ideas similares en distintas
disciplinas, como la genética, donde la herencia de cualidades entre individuos se re-
presenté usando grafos dirigidos. En general, podria decirse que los modelos grdficos
son formas de representar interacciones entre entidades de un modelo mediante grafos,

lo que los convierte en una herramienta universal ampliamente utilizada.

Estos modelos han sido profundamente estudiados en Estadistica desde principios
de la década de los 80 [22, 57, 59], pero el mayor desarrollo de estas técnicas se ha
alcanzado a raiz de su aplicacién en el campo de la Inteligencia Artificial, surgiendo
lo que se ha dado en llamar grafos de dependencias, que son estructuras graficas que
codifican las relaciones de dependencia entre las distintas variables que intervienen en

un modelo.

Con el desarrollo de los primeros sistemas expertos, rapidamente se comprobé la
necesidad de representar el conocimiento, para, de alguna forma, conseguir sistemas

capaces de emular el razonamiento humano.
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El siguiente paso a la hora de modelizar el conocimiento humano es el tratamiento
de relaciones no deterministas. Los primeros sistemas que utilizaban este tipo de rela-
ciones representaban el no determinismo o incertidumbre mediante soluciones a medida,
destacando los factores de certeza utilizados en el sistema experto MYCIN [89], que
pueden entenderse como pesos que daban m&as o menos importancia a las reglas de
produccion existentes en el sistema. Este tipo de soluciones a medida se mostraron
insuficientes, debido a ciertos problemas, en el sentido de falta de expresividad o inca-

pacidad de tratar la incertidumbre de forma global.

Es en la década de los 80 cuando los modelos graficos comienzan a emplearse como
representacion del conocimiento incierto en sistemas expertos. En un principio el mo-
delo adoptado para representar la incertidumbre fue la Teoria de la Probabilidad. La
ventaja de este formalismo radica en que ofrece un marco de calculo bien conocido.
Esto dio origen a los llamados sistemas expertos probabilisticos, hoy en dia ampliamente
estudiados en la literatura [1, 14, 47, 64, 69, 86]. Los primeros trabajos en este sentido
se deben a Kim y Pearl [48] y Pearl [66, 67, 69], quienes proponen mecanismos de
inferencia en modelos graficos probabilisticos donde el grafo asociado es un arbol o un
polidrbol. Poco después, Shafer y Shenoy [83] y Lauritzen y Spiegelhalter [58] presentan
esquemas de inferencia (propagacién) para grafos dirigidos aciclicos sin la restriccién
de que sean arboles, basandose en una estructura asociada llamada drbol de cliques.
Estos esquemas fueron mejorados posteriormente por Jensen y otros [44, 45] con el
esquema implementado en el sistema HUGIN [2], y mds recientemente por Shenoy [88]
y Schmidt y Shenoy [76].

Ademas de la Teoria de la Probabilidad, otros formalismos se han empleado en
Inteligencia Artificial para representar y manipular la incertidumbre, destacando la
Teoria de la Evidencia de Dempster-Shafer, introducida por Dempster en 1967 [25] y
reformulada por Shafer en 1976 [82]. Esta teoria puede verse como una forma alterna-
tiva de usar probabilidades, tal y como explican el propio Shafer [85] y Walley [93]. La
aplicacién de otros formalismos distintos de la probabilidad se debid, en gran medida,

al estudio axiomédtico de las relaciones de independencia (ver, por ejemplo, [69]).

Actualmente, se estan desarrollando esquemas de calculo sobre modelos gréaficos de
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forma abstracta, estableciendo una serie de axiomas que debe cumplir todo formalismo
susceptible de adaptarse a tal esquema de calculo. En este sentido, deben ser destacados
los trabajos de Shenoy y Shafer [87], Cano, Delgado y Moral [11], y Lauritzen y Jensen
[60].

Todos los esquemas de inferencia citados anteriormente son exactos. Por ejemplo, en
el caso de las probabilidades, se calculan los valores de la distribucién de probabilidad ‘a
posteriori’. Sin embargo, en algunos casos un conocimiento aproximado de estos valores

es suficiente y en otros, es lo tinico que se puede conseguir en un tiempo razonable.

El problema de la propagacién mediante métodos exactos es NP-duro [18, 65], por lo
que en la practica, los métodos exactos no seran aplicables si el tamano del problema es
suficientemente grande: por ejemplo, en problemas de genética donde el grafo asociado
es muy complicado [42]. Aunque el problema de la propagacién mediante métodos
aproximados es también NP-duro [20], la clase de problemas que se pueden tratar es

mas amplia.

La mayor parte de los métodos aproximados se basan en técnicas de simulacion por
Monte Carlo para obtener una estimacion de la distribucion ‘a posteriori’. El problema
a resolver es como obtener muestras a partir de una distribucion de probabilidad que
es dificil de manejar. Podemos distinguir tres grupos de métodos para abordar este
problema: los basados en muestreo por importancia [12, 13, 30, 33, 35, 36, 37, 80|, en
muestreo estratificado [4, 5, 37] y en cadenas de Markov [42, 68]. En general, a la hora
de simular valores para una variable de cara a obtener una muestra, los algoritmos
de Monte Carlo utilizan sélo la informacion inicial disponible para esa variable, y esa

informacidn es de cardcter local.

Ademas de los métodos de simulacién, se han propuesto otras formas de algoritmos
aproximados de propagacién, que se basan en la idea de simplificar el problema en
dos sentidos: simplificar la estructura del grafo [50, 51] o reducir el tamano de las
distribuciones de probabilidad [9, 43].

El caso de la Teoria de la Evidencia, recientemente se han desarrollado algoritmos

exactos para funciones de creencia [3, 74]. Aqui existe un problema adicional: la com-
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plejidad de la regla de combinacién de Dempster [65]. Esto ha motivado el desarrollo de
métodos aproximados, destacando los trabajos de Moral y Wilson basados en cadenas

de Markov [62] y en muestreo por importancia [63].

Objetivos de la memoria

El objetivo de esta memoria se centra en el desarrollo de métodos de Monte Carlo
para la propagacion de incertidumbre en modelos graficos, basados en precomputacién
aproximada. La idea que se presenta consiste en un algoritmo que se desarrolla en
dos fases: una primera fase de precomputacion aproximada en la que se obtiene una
distribucién de muestreo y una segunda fase de muestreo por importancia donde se
hace uso del calculo realizado en la primera fase. De esta forma, antes de simular
se procesa la informacién disponible, con la idea de que cuando a una variable se le
asigne un valor durante la simulacion, se tenga en cuenta toda la informacién que los
recursos disponibles permitan utilizar. La incertidumbre podra venir dada en forma
de probabilidades o de evidencias. Para alcanzar este objetivo hemos establecido las

siguientes etapas:

1. Estudio de las técnicas de simulacion. En este estudio han de recogerse las princi-
pales técnicas de propagacion de incertidumbre basadas en simulacién por Monte
Carlo, especialmente las de muestreo por importancia y muestreo estratificado,

que actualmente se consideran las mas prometedoras.

2. Determinacion de métodos para calcular una distribucion de muestreo aproxi-
mada. El punto principal en un esquema de muestreo por importancia es la
eleccién de la distribucién de muestreo. Esta debe ser tan préoxima a la distri-
bucién exacta como sea posible. Puede ocurrir que la distribucién exacta no
puede calcularse en un tiempo razonable o bien seria demasiado grande como
para almacenarla en un ordenador, por lo que hemos de desarrollar formas de
aproximar dicha distribuciéon. La forma de obtener la distribucion exacta para

cada variable consiste en la eliminacién de dicha variable, esto es, combinar todas
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las funciones asociadas a dicha variable y luego sumar la distribucién resultante

sobre ella. Hemos considerado dos formas de aproximar este paso:

(a) No combinar todas las funciones antes de marginalizar, es decir, aproximar

una funciéon como el producto de funciones més pequenas.

(b) Encontrar una representacién compacta de la funcién resultado de la com-
binacién que permita limitar el tamano de la misma. Los drboles de proba-

bilidad [9] son la herramienta adecuada.
Llamaremos precomputacion aproximada a estos pasos.

3. Estudio de la técnica de muestreo estratificado [4, 5] y adaptacion de ésta a nuestro
esquema. La técnica de muestreo estratificado presentaba el problema de que sélo
era aplicable a redes de tamano reducido, debido a problemas de redondeo. Por
tanto, se hace necesario el desarrollo de un esquema que permita aplicarlo a redes
de tamano arbitrario. Esto se consigue con lo que llamamos muestreo estratificado
recursivo. La forma de elegir las distribuciones de muestreo en este caso es igual

que en el muestreo por importancia.

4. Aplicacion de la técnica de precomputacion aproximada a la Teoria de la Evi-
dencia. En el caso de las evidencias, los objetivos a cubrir son los mismos. Sin
embargo, aqui es necesario desarrollar una representacién similar a los arboles
de probabilidad pero capaces de representar funciones masa. Una herramienta
adecuada son los drboles jerdrquicos [26, 75]. Habra que definir operaciones apro-
ximadas sobre esta estructura para el caso de que tengamos un tamano maximo

limitado.

Organizacion por capitulos

La memoria comienza con un estudio de la representacion de incertidumbre mediante
grafos, particularizada al caso de que ésta venga dada en forma de probabilidades,

en el capitulo 1. En el capitulo 2 se estudian los principales métodos conocidos para
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la propagacion de probabilidades, tanto de forma exacta como aproximada, haciendo

especial hincapié en los métodos de Monte Carlo.

En el capitulo 3 estudiamos en profundidad la técnica de muestreo por importancia,
y proponemos una nueva clase de algoritmos de este tipo basados en precomputacién
aproximada. Se consideran distintos casos particulares y se comprueba experimental-
mente el funcionamiento de los algoritmos propuestos, comparandolos con el conocido

método de ponderacion por verosimilitud.

La misma forma de obtener las distribuciones de muestreo puede aplicarse al caso
del muestreo estratificado. En el capitulo 4 se adaptan los algoritmos conocidos de
muestreo estratificado a las nuevas distribuciones de muestreo, y se propone un esquema
que amplia la validez de los mismos a redes de tamano arbitrario. Se comprueba
experimentalmente que los algoritmos estratificados siempre se benefician del uso de

las distribuciones de muestreo calculadas como proponemos.

En el capitulo 5 se propone un algoritmo de muestreo por importancia en el que
se representan las distribuciones mediante arboles de probabilidad. El uso de estas
estructuras permite una mayor flexibilidad a la hora de la definicién de criterios de
aproximacion de las funciones. Los resultados experimentales muestran que los arboles
de probabilidad permiten propagar sobre redes de tamano considerable. En concreto,
se ha utilizado un grafo de pedigree con 441 variables, cedido por Claus S. Jensen

(Universidad de Aalborg), para el cual se han obtenido excelentes resultados.

Una vez cubiertos los objetivos para el caso de probabilidades, estudiamos el caso
de las evidencias en el capitulo 6. En primer lugar se estudia la inferencia exacta,
proponiendo un esquema tipo HUGIN que tiene la ventaja de operar directamente con
funciones masa. A continuacion se propone una estructura que pretende jugar el papel
de los arboles de probabilidad para la Teoria de la Evidencia. Esta estructura es la

representacion por semi reticulo, y esta basada en los arboles jerarquicos de Sandri
[26, 75].

Utilizando las representaciones por semi reticulo es posible definir un algoritmo

similar al propuesto en el capitulo 5 pero para funciones masa. Este algoritmo se
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presenta en el capitulo 7.

La memoria termina con las conclusiones y algunas posibilidades para continuar

este trabajo en el capitulo 8.






Capitulo 1

Modelos para el Tratamiento de la
Incertidumbre. Grafos de

Dependencias

1.1 Introduccion

Supongamos que estamos interesados en construir un sistema experto sobre un dominio
acerca del cual tenemos conocimiento que conlleva incertidumbre. Podemos distinguir
dos tipos de sistemas segiin el enfoque que adoptan para el tratamiento de la incerti-

dumbre asociada al conocimiento:

1. Los sistemas extensionales, también conocidos como sistemas de produccion,
sistemas basados en reglas, etc. Tratan la incertidumbre como un valor de ver-
dad generalizado asociado a las férmulas, y calculan la incertidumbre de una
formula como una funciéon de la incertidumbre asociada a las subférmulas que la

componen.

2. Los sistemas intensionales, que asocian la incertidumbre a un subconjunto de

mundos posibles o estados de conocimiento. La incertidumbre, en este caso, es
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tratada de forma global. Al enfoque que utilizan se le llama enfoque declarativo

o basado en modelos.

Un sistema extensional tipico es el constituido por los factores de certeza de MY CIN
[89], en el que el valor de verdad de una férmula se obtiene como una funcién tinica del
valor de verdad de las subformulas que la componen. De esta manera, la certeza de la
formula A A B vendra dada por al maximo, el producto, o algo similar, de las certezas
de A y B, mientras que en la Teoria de la Probabilidad, P(A A B) vendra dada por
el “peso” asignado a la interseccién de dos mundos posibles, aquellos en los que A es

cierto y aquellos en los que B es cierto.

Los problemas que presentan los sistemas extensionales son los siguientes:

1. No manejan bien inferencias bidireccionales. Si tenemos una regla A — B, no
podemos decir nada acerca de A si observamos B a no ser que tengamos la regla

B — A, en cuyo caso deberiamos eliminar la otra regla para no formar un ciclo.

2. Tienen dificultades para retractarse de anteriores conclusiones. Esto viene dado
por el cardcter modular y mondtono de los sistemas extensionales. Nétese que
aunque se tengan valores de verdad generalizados, no por ello se elimina la mo-
notonia, ya que si observamos el antecedente de una regla, esto nos da licencia
para actuar sin tener en cuenta el resto de la base de conocimiento, lo cual nos

puede hacer llegar a resultados no esperados.

3. No tratan de manera adecuada las fuentes de informacién dependientes. Cuando
se dispara una regla, el peso que se asigna a la conclusiéon depende soélo del peso

de las premisas, pero no se tiene en cuenta de donde vienen estas premisas.

Tanto la Teoria de la Probabilidad como la Teoria de la Evidencia de Dempster-
Shafer siguen el enfoque intensional, pero presentan el problema de que a menudo los
calculos dentro de estos formalismos pueden ser computacionalmente intratables. Por
ello se hace necesario el estudio de representaciones que permitan abordar los calculos

de forma mas sencilla. Aun asi, en muchos casos no sera posible realizar esos cdlculos de
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forma exacta y tendremos que conformarnos con estimaciones de los resultados finales.
En este capitulo nos centramos en los modelos en que la incertidumbre viene expresada
mediante probabilidades. Estudiaremos los modelos de representacién que se proponen
en la literatura asi como los algoritmos exactos y aproximados mas importantes para

inferencia en estos modelos.

1.1.1 Modelos graficos y sistemas intensionales

Los sistemas intensionales resuelven los problemas citados en la seccién anterior; sin
embargo, presentan el problema de la eficiencia. El uso de modelos graficos, ha permi-

tido la resolucion de sistemas intensionales en un tiempo razonable.

El uso de representaciones graficas para representar la informacién probabilistica se
remonta a principios de nuestro siglo, pero ha sido a partir de los inicios de los anos 80
cuando las posibilidades computacionales han permitido el desarrollo de un conjunto

de teorias y técnicas de cdlculo basadas en esas ideas.

Los diagramas de influencia [40] surgen en la década de los 80 como una alternativa
a los arboles de decisién, de cara a la formulacién y computacién de problemas de

decisién en ambiente de incertidumbre mediante el uso de estructuras de grafos.

También en la década de los 80 aparece una nueva representacién mediante estruc-
turas de grafos de los modelos probabilisticos en los que no intervienen variables de

decisién: los grafos de dependencias.

En el desarrollo de los grafos de dependencias cabe destacar dos lineas de investi-

gacion, que responden a las siguientes preguntas:

1. Cémo pueden los grafos de dependencias representar la incertidumbre proba-

bilistica.

2. Cémo pueden utilizarse los grafos de dependencias para realizar inferencia pro-

babilistica.
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La utilizacion de grafos de dependencias para representar las independencias entre
las variables del modelo cuando éstas vienen caracterizadas por una distribuciéon de pro-
babilidad condicionada la estudiaron Darroch, Lauritzen y Speed [22] usando campos

de Markov en los que se muestra la importancia de la independencia condicional.

Posteriormente, Pearl [69] caracterizé las independencias expresadas en un grafo

dirigido aciclico mediante el concepto de d-separacion.

El problema de la propagacion de probabilidades en grafos de dependencias se plan-
tea como la actualizacion de los valores de probabilidad de una o varias de las variables
del grafo de dependencias dado que se ha observado el valor que toman ciertas variables

(observaciones).

Para resolver este problema, se han desarrollado en los tltimos anos diversos méto-
dos exactos [24, 44, 45, 58, 69, 83, 84, 96]. En general, se puede decir que estos
métodos sacan partido de la independencia condicional entre las variables, expresada
por la topologia del grafo, para realizar los cdlculos de forma local. Shachter y otros [81]
mostraron como todos los algoritmos exactos pueden estudiarse dentro de un marco
comun basado en el concepto de arbol de grupos. Sin embargo, el problema de estos

algoritmos radica en que el problema de la inferencia es NP-duro [18].

Este hecho hace necesario el uso de algoritmos aproximados si se pretende trabajar
con una clase de problemas mds amplia. La mayoria de estos métodos [4, 5, 12, 13,
15, 16, 30, 33, 36, 37, 42, 68, 73, 80] tratan de obtener una buena estimacién de la
distribucion de probabilidad asociada a la red utilizando técnicas de Monte Carlo.
La ventaja de estos algoritmos es que tienen una complejidad polinomial respecto al
tamano de la red. Sin embargo, cuando se requiere un cierto nivel de precisién, de
nuevo el problema es NP-duro [20], aunque la clase de problemas tratables es més

grande.

Otro grupo de técnicas aproximadas estd compuesto por métodos que tratan de
simplificar el problema modificando la red original mediante la eliminacién de arcos

[50, 51] o bien reduciendo el tamafo de las distribuciones de probabilidad [9, 43].
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Recientemente, se han estudiado métodos hibridos que combinan calculos exactos

con estimaciones por Monte Carlo [23, 38].

1.2 Definiciones y resultados basicos

Dentro del contexto de la probabilidad, el concepto de independencia entre sucesos
viene dado en términos de las funciones de densidad de las variables que representan
dichos sucesos. Por ejemplo, dadas dos variables X e Y, con funciones de densidad f(z)
v f(y), dichas variables se dicen independientes si se cumple que f(z,y) = f(x) - f(y).
Sin embargo, parece claro que los seres humanos no conceptualizamos de esta manera
las independencias entre sucesos; mas bien, esta independencia se manifiesta de manera
casi intuitiva. En el caso de que tratemos de modelizar un sistema cuya informacion nos
viene dada por la opinién de un experto, éste seguramente nos dara las independencias
expresadas de una forma cualitativa més que cuantitativa. Por ello surge la necesidad
de obtener una representacion del modelo donde las independencias estén representadas
al margen de los datos acerca de las variables. Con esta motivacion surgen los modelos

de dependencias.

1.2.1 Modelos de dependencias

Para la construccion de modelos usaremos el concepto de variable proposicional, mas
general que el de variable aleatoria, aunque todos los resultados de esta memoria son

validos para ambos tipos.

Definicién 1.1 Sea Q@ un conjunto arbitrario. Diremos que A es un o-dlgebra si

verifica:

1. p € A.

=1
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3. Ac A=0—-Ac A

Al par (2, A) se le llama espacio muestral. A los elementos de Q) sucesos elemen-

tales, y a los elementos de A sucesos.

Definicién 1.2 (Variable aleatoria) Sea (Q,.A) un espacio muestral. Una variable
aleatoria X es una funcion

X:Q— R

verificando que

X Y(~oc,7]€ A Ve R.

Una variable aleatoria se dice continua si puede tomar un niumero infinito no numerable
de wvalores, y discreta si puede tomar, a lo mds, un numero infinito numerable de
valores. St sdlo puede tomar un numero finito de valores, se dird que la variable

aleatoria es discreta y finita.

Definicién 1.3 (Variable proposicional) Sea (2, A) un espacio muestral. Una variable
proposicional X es una funcion

X:Q—)UX

con Ux C A, que contiene sucesos exhaustivos y mutuamente excluyentes. De este
modo el conjunto de posibles valores de X serd Ux = {x;|i € I} para un cierto conjunto
de indices I = {1,...,n}.

Diremos que X es una variable proposicional finita si A contiene un nimero finito

de sucesos, es decir, cuando § sea finito '.

Notacion:

En el resto de esta memoria consideraremos siempre variables finitas, y las denota-

remos por las ultimas letras del abecedario, en mayisculas. Hablaremos genéricamente

1Si Q es finito, se suele tomar A = 2, donde 2% denota el conjunto de las partes de €.
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de variables refiriéndonos tanto a las aleatorias como a las proposicionales, en los ca-
sos en que no haya necesidad de distinguir. Dado un conjunto de variables {X;},.;,
con I = {1,...,n}, supondremos que cada variable X; toma valores en un conjunto
finito U; y notaremos por X7 a la variable |I|-dimensional X; = (X;);c; con valores en
Uj

Ur = [l,c;Ui. Siwp € Upy J C I notaremos por 2+ al elemento z; de Uy = Hje]

obtenido a partir de x; eliminando aquellas coordenadas que no estan en J.

Definicién 1.4 (Modelo de dependencias) Diremos que M es un modelo de depen-

dencias si M establece una regla que asigna el valor verdadero o falso al predicado
I(X;, Xk, X;) = X; es independiente de X; dado Xk
para cualesquiera dos conjuntos de variables X1, X distintos de otro conjunto X en

algin espacio medible (Q, A). A la relacion I(,,) se le llama relacién de independencia.

A continuacién veremos cuatro propiedades de la relacién de independencia que
seran verificadas por todo modelo probabilistico. A un conjunto de independencias

verificando estas propiedades se la llama semigrafoide.

Propiedades de la relacién de independencia.

1. Simetria: Si X; es independiente de X; dado Xk, entonces X; es independiente
de X; dado X, es decir,

I( X1, Xk, X)) & (X, Xk, X)).
2. Descomposiciéon: Si X; es independiente de X ;U Xy dado X, entonces X7 es
independiente de X; dado X y X7 es independiente de Xy dado Xk, es decir,
I( X7, Xk, XU Xw) = [(X7, Xk, X7) AN(X7, XK, Xw).
3. Unién débil: Refleja el hecho de que aprender cierta informacion que es irre-

levante (Xy) no puede hacer que otra informacién irrelevante (X;) se vuelva

relevante, es decir,

I(X],XK,XJUX[/V) = I(X],XKUXI/V,XJ).
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4. Contraccién: Si Xy es irrelevante para X; después de conocer alguna infor-
macion irrelevante X ;, entonces Xy debe haber sido irrelevante antes de conocer

X, es decir,

I( X, Xg, X)) N[( X1, Xgr U Xy, Xw) = 1(X7, Xk, XU Xy).

1.2.2 Representaciéon de modelos de dependencias

Dado un modelo de dependencias M, podemos representarlo mediante un grafo de
dependencias Gys en el que cada variable del modelo se corresponda con un nodo
del grafo y tal que la estructura del grafo represente las relaciones entre las variables
del modelo. En los siguientes ejemplos veremos cudles son los tipos de dependencias

capaces de ser representados por un grafo de dependencias.

Ejemplo 1.1 (F.V. Jensen, 1996 [47]). El inspector Smith espera la llegada del Serior
Holmes y el Dr. Watson. Ambos se retrasan y el inspector estd impaciente porque
tiene otra wvisita que atender. Se acerca a la ventana para ver si las calles estdn he-
ladas, porque si es asi, probablemente ambos tendrdn un accidente, pues son pésimos

conductores.

De repente, la secretaria del inspector le dice que Watson ha llamado diciendo que
ha tenido un accidente. Entonces Smith supone que el motivo ha sido el hielo, y que
por lo tanto, muy probablemente Holmes también tendrd un accidente, asi que piensa:

“Bien, puedo atender la otra visita”.

Pero su secretaria le aclara que no hace tanto frio como para que se hielen las
carreteras, ademds de que han puesto sal para evitarlo. Entonces Smith rectifica su

decision y decide esperar diez minutos mds a Holmes.

Obsérvese que antes de tener informacion sobre el estado de las carreteras, el hecho
de que Watson tuviera un accidente incrementa la creencia del inspector sobre que las
carreteras estén heladas, y a su vez, aumenta su creencia sobre el hecho de que Holmes

también tuviera un accidente. Es decir, si no se sabe nada sobre las carreteras, existe
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una dependencia entre los sucesos “Watson tiene un accidente” y “Holmes tiene un
accidente”. Sin embargo, una vez se sabe que las carreteras no estan heladas, el hecho
de que Watson haya tenido un accidente no influye en la creencia acerca de que Holmes

también lo tenga. Es decir, ambos sucesos se vuelven independientes.

El grafo de dependencias que representa el modelo sequido por el inspector puede
verse en la figura 1.1. En concreto, la relacion de independencia reflejada por dicho
grafo serd

I(Holmes,Hielo,Watson).

Figura 1.1: Grafo de dependencias representando el modelo del inspector Smith.

Ejemplo 1.2 (F.V. Jensen, 1996 [47]). Ahora el seiior Holmes vive en Los Angeles.
Una manana cuando sale de casa se da cuenta de que el césped de su jardin estd mojado.

Su creencia sobre que haya llovido o se haya dejado el aspersor encendido aumenta.

Luego se da cuenta de que el césped de su vecino el Dr. Watson también estd hiumedo.
Esta observacion hace que aumente su creencia sobre el hecho de que haya llovido la
noche anterior. El grafo de dependencias asociado a este modelo es el de la figura 1.2,

y las independencias que codifica son

I(Watson,Lluvia,Holmes),
—I(Holmes,Lluvia,Aspersor),

I(Lluvia, (), Aspersor).
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Aspersor

T > =

Figura 1.2: Grafo de dependencias para el modelo del césped mojado.

\
!

Ejemplo 1.3 Durante un viaje, Holmes hace una llamada a su amigo el Dr. Watson.
Holmes no tenia ninguna informacion acerca del estado del tiempo en Londres. FEn-
tonces Watson le dijo que, por la manana, su coche habia sufrido una parada mientras

transitaba por cierta avenida.

Inmediatamente, la creencia de Holmes sobre el hecho de que habia llovido ese dia
aumento, avalada por el hecho de haber sufrido una parada en el coche. Sin embargo,
a continuacion Watson dijo que la calzada se encontraba totalmente inundada, con
lo cual el asunto del coche dejé de informar a Holmes sobre el que lloviera o no (la

inundacion se pudo deber a otras causas).

Este problema se puede modelizar con el grafo de la figura 1.3, y la relacion de

independencia que codifica es

I(Lluvia,Averfa,Charcos).

Figura 1.3: Grafo de dependencias para el modelo de la averia del coche.

La representacién de las relaciones de independencia en un grafo se hace a partir

del concepto de d-separacién [69], que formalizaremos a continuacion.
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Definicién 1.5 (Grafo dirigido aciclico). Un grafo dirigido G = (V, &) se dice aciclico

st no existe una secuencia de nodos X;,, ..., X;, €V tales que X;; = X;, y (Xi]. , Xij+1) €

E para todo j=1,...,r—1.

Definicién 1.6 (Camino bloqueado) Sea G = (V, &) un grafo dirigido aciclico. Sea
Xk CV, Xi,X; € V- Xk yaun camino entre X; y X;. Se dice que el camino

estd bloqueado por X si se cumple alguna de estas dos condiciones:

1. Hay algun vértice X, € Xk del camino « tal que los arcos incidentes en X se

encuentran cola con cola o cabeza con cola.

2. Hay algin vértice X € V del camino « tal que los arcos incidentes en X se
encuentran cabeza con cabeza, y es tal que ni Xy ni ninguno de sus descendientes

estan en Xg.

Definido el concepto de bloqueo, se puede definir la relacién de d-separabilidad, que

representa una relacién de independencia en el caso de grafos.
Definicién 1.7 (d-separacién) Sea G = (V, ) un grafo dirigido aciclico.

1. Sean Xxg CV y X;, X; € V- Xg. Se dice que X; y X; estdn d-separados por Xg
sty solo si cualquier camino entre X; y X; estd bloqueado por Xg. Este hecho

se denota por < X;|Xk|X; >¢.

2. Sean Xk, Xk,, Xk CV y disjuntos. Se dice que Xg, y Xk, estdn d-separados
por Xk, y se denota < Xg,, Xk, Xk, >g st cualquier camino entre X; € Xg, y

X, € Xk, estd bloqueado por Xg.

A la hora de utilizar un grafo de dependencias como representacion de un modelo
de dependencias, lo que en un caso ideal interesa es, por un lado, que cada variable del
modelo se corresponda con un vértice del grafo, y por otro, que cada independencia
del modelo se corresponda univocamente con un bloqueo de caminos en el grafo. Esto

se expresa en la siguiente definicién.
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Definicién 1.8 (Representacion perfecta) Un grafo G es una representacién perfecta

del modelo M si y sélo si
[(X],XK,XJ)M =< X]|XK‘X] >g -
Sin embargo, esta condiciéon no siempre se cumple, por lo que en muchos de los

casos sera necesario limitarse a las siguientes representaciones parciales de un modelo

de dependencias:

Definicién 1.9 (D-map) Un grafo G es un D-map de M si y sdlo si
I(X],XK,XJ)M =< X]|XK‘XJ >g .

Es decir, las independencias del modelo quedan reflejadas en el grafo, pero puede haber

dependencias en el grafo que no estén en el modelo.

Definicién 1.10 (I-map) Un grafo G es un I-map del modelo M si y sélo si
[(X],XK,XJ)M =< X]|XK‘X] >g -

Es decir, las independencias del grafo quedan reflejadas en el modelo, pero puede ocurrir

que independencias en el modelo sean dependencias en el grafo.

Definicién 1.11 Un I-map se dice minimal si al eliminar un arco o arista del grafo,

éste deja de ser I-map.

Hasta ahora, hemos estudiado la parte cualitativa de los modelos de incertidumbre.

Més detalles pueden encontrarse en [69].

1.2.3 El modelo probabilistico de dependencias

El concepto basico en el modelo probabilistico es el de independencia condicional.
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Definicién 1.12 (Independencia condicional) Sea (92, A, P) un espacio probabilistico.
Dados tres sucesos A, B,C € A, con P(B,C) >0, se dice que A y B son condicional-

mente independientes dado C' si se cumple que

P(A|B,C) = P(A|C).

Teniendo en cuanta esto, pueden definirse los modelos probabilisticos de la siguiente

manera:

Definicién 1.13 (Modelo probabilistico) Se dice que un modelo M es un modelo
probabilistico de dependencias, si la relacidn de independencia I(, ;) viene dada por la
erpresion

I(X,Z,Y) & P(X|Z,Y) = P(X|2),

para alguna distribucion de probabilidad P en algun espacio muestral.

La ventaja de este modelo es que se pueden aplicar resultados de la Teoria de la

Probabilidad para expresar propiedades como las siguientes, enunciadas por Pearl [69].

Teorema 1.1 Sean X;, X, X7 y Xw, conjuntos disjuntos de variables. Todo modelo
probabilistico verifica las propiedades de semigrafoide. Ademdas, si la probabilidad P es

estrictamente positiva se cumple:

o Interseccion:

I( X, Xk UXw, X)) AN X, X UX g, Xiw) = I( X7, Xk, Xy U Xy ).

1.2.4 Representaciéon del modelo probabilistico

Dado un modelo probabilistico M sobre un espacio probabilistico (€2, 2, P) es posible
construir I-maps minimales tanto sobre grafos no dirigidos (redes de Markov) como
sobre grafos dirigidos (redes bayesianas). Nos centraremos en el caso de los grafos

dirigidos, siguiendo los ejemplos de las figuras 1.1, 1.2 y 1.3.
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Definicién 1.14 (Red bayesiana o red causal) Sea M un modelo probabilistico sobre
un espacio probabilistico (Q,2%, P). Dada una distribucién de probabilidad P sobre un

conjunto de variables X, una red bayesiana o red causal es un grafo dirigido aciclico

G=(V,E&) en el que:

1. Eziste una correspondencia biyectiva entre las variables de X 1y los vértices de V.
2. G es un I-map minimal del modelo M.

3. Cada variable X; tiene asociada una distribucion de probabilidad condicionada a
las variables Xpqy, P(Xi|Xp@)), donde F(i) denota el conjunto de indices de los
padres de X; en el grafo.

Teniendo en cuenta la codificacion de independencias en una red bayesiana, se puede

demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1 (Regla de la cadena) Dada una red bayesiana sobre un conjunto de
variables X = {Xy,..., Xy}, se cumple que la distribucion conjunta en X es el producto

de las distribuciones condicionadas especificadas en la red, es decir,

P(x) = [] P(XilXw): (1.1)

=1

Esta proposicion muestra una forma compacta de representar la distribucién con-
junta sobre las variables de la red como el producto de una serie de distribuciones
condicionadas. Esto es de especial interés cuando el nimero de variables de la red es
elevado, puesto que el espacio necesario para almacenar la distribucién conjunta de

probabilidad crece exponencialmente con el nimero de variables.



Capitulo 2

Propagacion de Probabilidades en

Grafos de Dependencias

2.1 Introduccion

En este capitulo presentamos un estudio de las técnicas conocidas, tanto exactas como
aproximadas, para la propagacion en grafos de dependencias. Mas concretamente, nos
restringiremos al caso de las redes bayesianas, dejando el estudio de la propagacion de

funciones de creencia para capitulos posteriores.

La idea de la propagacion en redes bayesianas consiste en calcular la distribucion a
posteriori de ciertas variables de interés dado que se conoce el valor que toman algunas

otras variables.

En los ultimos anos se han propuesto numerosos algoritmos para tratar este pro-
blema de manera exacta [21, 45, 58, 69, 77, 78, 79, 84]. En general podemos decir que
estos métodos sacan partido de la independencia condicional entre variables expresada
por la propia estructura del grafo, para realizar la propagacién mediante calculos loca-

les. La mayoria de estos métodos se basan en la construcciéon de un arbol de grupos de
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variables a partir de una triangulacién del grafo moral ! asociado a la red bayesiana.

Aunque proporcionan resultados exactos, el problema en si es NP-duro [18]. Por
ello, si la red es suficientemente complicada, el tiempo de respuesta de estos algoritmos

crece exponencialmente en el nimero de variables.

Este hecho motiva el desarrollo de algoritmos aproximados. La mayoria de ellos
tratan de obtener una buena estimacién de las probabilidades asociadas a la red em-
pleando técnicas de Monte Carlo. En este caso, el problema de la propagacion se enfoca
como la obtencion de una muestra a partir de una distribucién de probabilidad que es
dificil de manejar. Aunque la inferencia aproximada es también un problema NP-duro
[20], la clase de problemas que se pueden abordar es mas amplia que en el caso de los

métodos exactos.

Recientemente, con la intencién de combinar las ventajas de las técnicas exactas y de
las aproximadas, se han desarrollado nuevos métodos que hibridan ambas metodologias.
La idea basica consiste en dividir la red en una serie de grupos y en cada uno de ellos
aplicar una técnica exacta o aproximada, segliin sea conveniente. En la actualidad,
los mejores resultados se han dado al combinar algoritmos exactos con muestreadores
de Gibbs [23], asi como muestreadores por importancia con el algoritmo exacto de

Shafer-Shenoy [84], idea ésta realizada por Hernandez y Moral [38].

Comenzaremos estableciendo alguna notacién y definiciones bésicas en la seccién
2.2, para describir algunas técnicas exactas en la seccion 2.3 y las aproximadas en la

seccién 2.4.

2.2 Notacion y Definiciones Basicas

En el capitulo anterior vimos que una red bayesiana es un grafo dirigido aciclico donde
cada nodo representa a una variable y la topologia del grafo codifica las relaciones de

independencia entre las variables, de acuerdo con el criterio de d-separabilidad [69].

Ver seccién 2.3.2.
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Dadas las independencias representadas en el grafo, la distribucion conjunta de
todas las variables de la red viene determinada especificando una distribucion de pro-

babilidad para cada nodo condicionada a sus padres en el grafo (ver proposicién 1.1).

Definicién 2.1 (Potencial) Dado un conjunto de variables Xy, llamaremos potencial

a cualquier funcién f: U; — IR§.

Obsérvese que una distribucién de probabilidad es un potencial. Dado un potencial
f, denotaremos por s(f) al conjunto de indices de las variables para las que esta defi-
nido. En el caso de la definicién anterior, s(f) = I. Utilizaremos los términos funcion

y potencial de forma indistinta cuando no haya lugar a confusion.

Sea X = {Xj,..., X,,} el conjunto de variables de una red bayesiana. A partir de
ahora denotaremos la distribucién condicionada de X; dados sus padres en la red F(i),

por

filr) = fi(x¥, 27Dy Vie N Vo € Uyy, (2.1)

donde N ={1,...,n},y

> filwix) =1, Va € Upy. (2.2)
x;eU;
Entonces, la distribuciéon conjunta para la variable aleatoria n-dimensional X se

puede expresar como

p(z) = H fi(z¥U)) vx € Uy. (2.3)
ieN
Una observacion es el conocimiento certero acerca del valor de una variable: X; = e;.
El conjunto de observaciones se denota por e y se denomina conjunto evidencia. Por

E se entiende el conjunto de indices de las variables observadas.
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Toda observacion X; = e; tiene asociada una funcién de Dirac definida sobre U,

como sigue:

1 si ¢ =ux,

by () = (2.4)
0 si e #x.

A continuacion definimos una serie de conceptos que usaremos a lo largo de la

memoria.

Definicién 2.2 (Marginalizacién) Dado un potencial f definido sobre un conjunto de
variables X, y dado J C I, se define la marginalizacion de f sobre una variable X,
(0 la eliminacién de las variables con indices en I — J) como un nuevo potencial f+'

definida sobre el conjunto J dado por la expresion

fMay=">" fly), YreU,. (2.5)

yeU;

yH=a
Definicién 2.3 (Combinacién) Dados r potenciales fi,. .., fr, cada uno de ellos de-
finidos sobre los conjuntos I, ..., I., se define su combinaciéon o producto como un

potencial definido sobre el conjunto de variables con indices en I =\J,_, I; y dado por

la expresion

T T

f@)=@Q) fiz") =[] fi(=*), Vo el (2.6)

i=1 i=1

Obsérvese que el producto en la anterior expresion puede realizarse en cualquier

orden. Por lo tanto, la combinacién es conmutativa.

Definicién 2.4 (Restriccién) Sea f un potencial definido para el conjunto de variables

con indices en I, sea un conjunto de variables X;, J C I y un elemento fijo xq € Uj.
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La restriccién de f a los valores xy es un nuevo potencial fFX7=70) definido sobre las

variables con indices en I — .J de acuerdo con la siguiente expresion:

fR(XJ:“’O)(:r) = fly), VYxeU,, (2.7)

tal que y € Uy, es tal que y““] =ze y“ = .

La restriccién puede simplificar el problema cuando hay observaciones sobre las

variables de la red.

2.3 Técnicas Exactas de Propagacion

Una forma de resolver el problema de la propagacién de forma exacta seria simple-
mente marginalizar a partir de la distribucién conjunta de todas las variables de la red.
Sin embargo, dicha distribucién viene dada de forma factorizada (ver ecuacién (1.1)).
Calcular la conjunta a partir de la factorizada plantea problemas tanto de eficiencia
como de almacenamiento; por ejemplo, si todas las variables de la red son binarias (el
caso més sencillo), seria necesario almacenar 2" valores de probabilidad para una red

de n variables. Esto no es viable para redes de tamano considerable.

Una forma mas eficiente de resolver el problema consiste en sacar partido de la
independencia condicional entre las variables expresada implicitamente en la red, ca-
racterizada mediante el concepto de d-separacién. De esta forma se puede obtener la
distribucién a posteriori mediante calculos locales, acelerando el proceso de inferencia

y sin necesidad de trabajar con la distribucién conjunta.

Judea Pearl [67, 69] fue el precursor de los algoritmos de propagacién basados en
calculos locales. Hay que destacar su algoritmo para inferencia en poliarboles, ya que la

metodologia utilizada ha sido la base para el desarrollo de los demas métodos exactos.

Posteriormente surgieron algoritmos capaces de realizar la propagacién en cualquier

tipo de grafo dirigido aciclico (D.A.G.), destacando la técnica de eliminacién de nodos
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[21, 85, 96] y los llamados métodos de agrupamiento [58, 44, 45, 84]. Los métodos de
agrupamiento se basan en la construccion de un arbol de grupos de variables a partir de
la red original, y a partir de él desarrollan un proceso de inferencia mediante calculos
locales basado en el paso de mensajes entre los nodos, similar al usado por Pearl para

poliarboles.

Todas las técnicas exactas pueden estudiarse desde un punto de vista comrtin, basado
en el concepto de arbol de grupos de variables, resultando todas ellas conceptualmente
equivalentes, con la tnica diferencia de la forma de construir dicho arbol [81]. A

continuacion explicamos en detalle algunas de estas técnicas.

2.3.1 Técnica de eliminacion de variables

El objetivo es obtener la distribucién a posteriori P(X; = x;|Xp = eg) para una
variable X; dado un conjunto de variables observadas Xg. La idea basica consiste
en considerar un orden de las variables donde la variable X; sea la ultima. En cada
paso se va eliminando una de las variables, combinando todas las funciones en las que
estd involucrada dicha variable y luego marginalizando sobre ella. Después de cada
eliminacion, las funciones resultantes ya no dependen de esa variable, pero contienen
la informacién que ésta aportaba. Al final del proceso se obtiene un potencial para la
variable objetivo. La probabilidad ‘a posteriori’ que se busca es proporcional a este

potencial.

El algoritmo de propagaciéon puede enunciarse como sigue:

Algoritmo de eliminacién de variables

1. Se parte de una familia de funciones H = {fy,..., f,} formada por las distri-
buciones condicionadas asociadas a la red causal, un conjunto de observaciones

{e1},cp v una variable objetivo Xj.
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2. Para cada funcién f € H, restringir f a los valores {e;},., de acuerdo a la

ecuacion (2.7).
3. Considerar una permutacién o del conjunto {1,...,n} tal que o(n) = j.
4. Para ¢ = 1 hasta n — 1 hacer:

(a) Eliminar la variable X, siguiendo el siguiente procedimiento:
i. Combinar todas las funciones que estdn definidas para la variable X;;,
obteniendo una nueva funcion h;.
ii. Eliminar X,(; marginalizando h; sobre s(h) — {o(i)}. Anadir el resul-
tado al conjunto H.

iii. Eliminar de H todas las funciones que fueron combinadas para obtener
h;.

Al final de este algoritmo, la distribucién P(X; = z;|Xr = eg) para todo z; € U

se obtiene como f(z;) = [[,cpy h(7;).

2.3.2 Métodos de agrupamiento

Estos métodos resuelven el problema de la presencia de ciclos agrupando las variables
en conjuntos y formando un arbol no dirigido con dichos conjuntos para aplicar una

metodologia de paso de mensajes similar a la de Pearl.

En estos arboles los nodos son grupos de variables de la red bayesiana original, y
se exige que las relaciones reflejen el criterio de d-separacién. Nos referiremos a éstos
como drboles de grupos. Todo arbol de grupos procedente de una red bayesiana debe

verificar las siguientes condiciones:

1. Para cada par de nodos del arbol T' y T’ con S = T'NT" # ¢, todos los nodos del
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camino que los une contienen a S. Esta propiedad es conocida por propiedad de

union.
2. Cada familia® de la red se encuentra en al menos un nodo del arbol.

3. Toda distribucién condicionada de la red, fi(z*, 2+7®)) se asigna a un nodo del

drbol que contenga a la familia formada por X; y Xpg(;).

Dado un nodo TI';, su potencial asociado, 1);, sera el producto de las distribuciones
que estén asignadas a dicho nodo. En caso de no tener ninguna, se considerara que el

potencial es constantemente igual a 1.

Respecto al mantenimiento de la d-separacién en el arbol puede enunciarse lo si-
guiente. Dado un arbol de grupos procedente de una red bayesiana, consideremos para
cada par de nodos vecinos un nuevo nodo situado entre ellos dos que sea la interseccién
de los dos nodos anteriores. Estos nuevos grupos se denominan separadores. Notese
que si se anaden todos los separadores al arbol de grupos se sigue teniendo un arbol
de grupos. En estas condiciones, la independencia condicional de la red bayesiana se
puede representar de forma explicita a través de los separadores [81]: “Cualesquiera
dos grupos en un arbol de grupos son condicionalmente independientes dado cualquier
grupo o separador correspondiente a cualquier arco que intervenga en el camino entre

ellos”.

Un &rbol de grupos de especial importancia es el drbol de cliques, que es aquel en
el que ningin grupo es subconjunto de un grupo vecino. Para obtener un arbol de
cliques a partir de un arbol de grupos, basta con incluir los grupos mas pequenos en
los superconjuntos que los contengan [81]. La construccién del drbol de grupos suele
requerir la previa triangulacién de la red causal [8, 34, 49, 56], lo que pasa por un
proceso previo de moralizacion del grafo, que consiste en conectar todos los nodos de
la red que tengan hijos en comin e ignorando el sentido de los arcos. El resultado es un
grafo no dirigido en el que se mantienen dependencias que se perderian si obvidramos

la direccién de los arcos sin més. A éste grafo se le llama grafo moral.

2Por familia se entiende el conjunto que forman un nodo y sus padres en el grafo.
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En cuanto a la determinacion de las distribuciones a posteriori de una variable, la
idea es la siguiente: Una vez construido el arbol de cliques se desarrolla un paso de
mensajes entre los nodos adyacentes, de manera que al finalizar el algoritmo tengamos
en cada nodo la distribucion a posteriori de las variables asociadas a éstos. De este
modo, la distribucién ‘a posteriori’ sobre una variable sera la marginalizacién de aquella

distribucién que esté asociada al clique al que pertenezca la variable.

A continuacién describiremos el algoritmo de agrupamiento més utilizado en la
actualidad. Fue desarrollado por Jensen y otros [44, 45], y es un refinamiento del
método de Lauritzen y Spiegelhalter [58] que se ha implementado en la utilidad para

construir sistemas expertos llamada HUGIN [2].

El algoritmo parte de un arbol de cliques construido a partir del grafo moral asociado
a la red causal original. Cada familia de la red se asigna exactamente a un clique Cj, al
que se le asigna un potencial ¢; igual al producto de las distribuciones de las familias
asociadas al clique®. Este producto se almacena en forma conjunta:

d)Cz‘ (l‘iQ) = H fi(l‘uaxJ/F(i))a (28)

F*(4)CC;
donde F*(i) = {i} U F(4).
La operacién basica del algoritmo de propagacion HUGIN es la absorcion:
Definicién 2.5 (Absorciéon) Dados dos cliques adyacentes C; y C; con separador S,

se dice que C; absorbe de C; si los nuevos potenciales de los cliques involucrados pasan

a ser:

g5(*%) = Y ¢c,(a'Y) Yz e Qy, (2.9)
Ilc‘j—s

. ‘ ‘ ¢* 1S

oo (x¥4) = qﬁci(xwl)-% Vo € Qy, (2.10)

o, (249) = @e, (a¥9) Vo e Q. (2.11)

3Si un clique no contiene a ninguna familia completa, se le asigna potencial constante igual a 1.
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El proceso de propagacion se realiza a través de un paso de mensajes en dos fases:

RECOLECCION y DISTRIBUCION, que se pueden describir como sigue:

e Peticion de recoleccién. Supongamos que un clique C; recibe un mensaje
de recolecciéon de otro clique Cj; entonces C; manda un mensaje de recoleccion
a todos sus vecinos excepto a ;. Cuando un clique termina la operacién de

recoleccion, el clique que la solicité absorbe de éste.

e Peticion de distribucién. Si un clique C; recibe un mensaje distribucién desde
un clique C}, entonces C; absorbe de C; y manda un mensaje de distribucién a

todos sus vecinos excepto Cj.

El algoritmo puede enunciarse asi:

Algoritmo HUGIN

1. Construir un arbol de cliques.
2. Calcular los potenciales asociados a cada clique.

3. Incorporar las evidencias. Cada evidencia se incorpora a todo clique que contenga
a la variable observada multiplicando su potencial por el potencial asociado a la

evidencia (ver ecuacién (2.4)).
4. Seleccionar un clique R como raiz.
5. Enviar un mensaje de recoleccién a partir de R.

6. Enviar un mensaje de distribucién desde R.
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Este algoritmo puede considerarse el mas eficiente entre los métodos exactos, pero
aun asi no es aplicable a redes de gran tamano como las que surgen en problemas de

genética [42].

2.4 Técnicas aproximadas

Los algoritmos aproximados surgieron con el proposito de resolver los casos peores para
los métodos exactos en un tiempo mas razonable, generalmente mediante técnicas de
Monte Carlo, a cambio de la pérdida de la exactitud de los calculos. La inferencia
por métodos de simulacién es también un problema NP-duro cuando se requiere una
precisién determinada [20]; sin embargo, el conjunto de problemas resolubles es mayor
que para los métodos exactos. Podemos distinguir tres clases de algoritmos por Monte
Carlo: los basados en muestreo por importancia, en muestreo estratificado [4, 5, 37|
y en cadenas de Markov. Una exposiciéon del funcionamiento de varios algoritmos
aproximados puede encontrarse en [19]. El problema a resolver es el mismo: cémo

obtener muestras de una distribucién de probabilidad que es dificil de manejar.

En el muestreo por importancia se usa una distribucién modificada a la hora de
obtener las muestras independientes en el proceso de simulacién. Estas muestras son
ponderadas segin algun criterio que refleje el “peso” o validez de la simulaciéon. El
primer algoritmo de esta clase fue el llamado muestreo légico probabilistico, desarrollado
por Henrion [33]. Se basa en realizar una propagacién hacia delante, muestreando
primero en los nodos raiz y continuando en sentido descendente hasta llegar a las
hojas. Como funciones de muestreo utiliza las distribuciones condicionadas de la red,
y los pesos son siempre 1 6 0. Un peso valdra 1 cuando la configuracion obtenida es
coherente con las observaciones y 0 si no lo es. Este algoritmo funciona bien cuando
no hay observaciones; sin embargo, cuanto mayor es el niimero de ellas, peores son los
resultados, al disminuir la probabilidad de obtener una configuracion para las variables

observadas que coincida con los valores observados.

Posteriormente, surgié el algoritmo llamado de ponderacion por verosimilitud, que
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mejora al anterior. Fue propuesto independientemente por Fung y Chang [30] y por
Shachter y Peot [80]. En este caso, las variables observadas no se simulan, sino que
se instancian directamente al valor observado. Luego, se pesa cada configuraciéon con
la probabilidad de obtener dicha configuracién. El comportamiento es radicalmente
mejor que el del algoritmo de Henrion, pero pueden darse casos sencillos en los que
todos los pesos se hacen 0 6 1 [13]; éste seria el caso en el que el valor observado para

una variable tiene probabilidad 0 excepto para una sola configuraciéon de los padres.

De especial interés dentro de este grupo de técnicas es la clase de algoritmos pro-
puesta por Cano, Herndndez y Moral [13]. Ellos refinan el proceso de seleccién de las
funciones de muestreo, utilizando aquellas con menos entropia (las méas informativas,
por tanto) para simular y aquellas con més entropia (las menos informativas) para
pesar la simulacion. En este caso, el problema de que todos los pesos sean 0 6 1 no se

presenta.

En el préximo capitulo estudiaremos en profundidad los algoritmos basados en
muestreo por importancia, limitdndonos en esta seccion solo a los mas sencillos, deno-

minados también métodos de propagacion hacia delante.

Los algoritmos de muestreo estratificado [4, 5, 37] difieren fundamentalmente de los

de muestreo por importancia en la forma de generar las muestras.

La otra clase de algoritmos por Monte Carlo es la conocida como Monte Carlo por
Cadenas de Markov [31]. En este caso las muestras no son independientes, sino que tie-
nen la propiedad de Markov, esto es, cada configuracién obtenida depende solamente
de la configuracién inmediatamente anterior. Un ejemplo clasico de esta técnica es
la simulacién estocéstica de Pearl [68]. Un enfoque generalizado a la simulacién es-
tocastica es el propuesto por Jensen, Kong y Kjaerulff [42]. En este caso la idea radica
en obtener muestras con un mayor grado de independencia, a costa de aumentar el

costo computacional.

Ademas de los métodos de simulacién, se han propuesto otras formas de algoritmos
aproximados de propagacién, que se basan en la idea de simplificar el problema en dos

sentidos:
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1. Kjeerulff [50, 51| propone simplificar la estructura de la red bayesiana original
mediante la eliminacién de arcos que se correspondan con dependencias débiles,
de manera que el arbol de cliques resultante sea mas manejable para los algoritmos

de agrupamiento.

2. La otra idea consiste en simplificar las tablas de probabilidad. En este sentido,
Jensen y Andersen [43] proponen simplificar las tablas de probabilidad eliminando
aquellos valores que sean menores que cierto umbral € considerandolos iguales a
cero, de forma que se puede adoptar una representacion mas compacta de las
tablas de probabilidad. Mucho més sofisticada es la metodologia de Cano y
Moral [9], donde estudian el uso de drboles de probabilidad para representar
las distribuciones, y definen una serie de aproximaciones de esos drboles que
permiten reducir drasticamente el tamano de los potenciales. En el capitulo 5 de
ésta memoria hacemos uso de estas técnicas, pero combinadas con algoritmos de

simulaciéon por importancia.

Veremos ahora en detalle los principales métodos de propagacién hacia delante y

por cadenas de Markov.

2.4.1 Métodos de propagacién hacia delante

La idea de las técnicas de propagacién hacia delante consiste en elegir un orden
ancestral? de las variables de la red y obtener una configuracién para cada variable
en secuencia, muestreando segin la distribucién condicionada de dicha variable dados
sus padres en la red. A cada configuracién de las variables obtenida se le asigna un
peso que, al final del proceso de simulacion, y normalizando, resulta en la probabili-
dad a posteiori de cada variable. El primer método de este tipo es el conocido como
muestreo ldgico probabilistico debido a Henrion [33], y destaca el hecho de que todos

los pesos valen 0 6 1, dependiendo de que la configuracion obtenida sea coherente con

4Un orden de los nodos de un grafo se dice ancestral si cada nodo tiene una posicién en dicho orden

anterior a cualquier descendiente suyo.
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las observaciones o no. El algoritmo es el siguiente, para una red correspondiente a n
variables Xy, ..., X,:

Muestreo Logico

1. Sea ¢ una permutacién del conjunto {1,...,n}, tal que {Xo(),..., Xom)} es un

orden ancestral de las variables de la red.
2. Desde i = 1 hasta n, hacer h,;)(x) = 0 para todo o € U,;.
3. Desde j = 1 hasta m,

(a) Desde i = 1 hasta n,

i. Obtener un valor z,(;y € U,(; simulando de acuerdo a la distribucion
fo(i)-

ii. Si X,(;) es una variable observada y ;) # €4(;), volver al paso 3.
(b) Desde i =1 hasta n,

i ho() (Togiy) = ho()(To@)) + 1.

4. Normalizar los hygy, @ = 1,...,n. Cada hs;) resultante es la distribucién a

posteriori de la variable X ;.

donde m es el tamano de la muestra.

Obsérvese que el problema de este algoritmo es que si la configuracion obtenida
no concuerda con las observaciones, la iteracién no serd vélida (paso 3.(a).ii. del al-
goritmo). Este problema no se presenta si todas las observaciones se dan en nodos

raiz, dado que en ese caso se puede instanciar cada variable al valor observado y no se
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simulan. Entonces, la primera variable a simular seria la primera en el orden o que no
estuviera observada, y su distribucién de probabilidad estaria restringida a los valores
de las variables observadas, luego no se obtendrian configuraciones contradictorias con

las observaciones.

Una propuesta para mejorar este sistema es el llamado método de integracion de
evidencia, desarrollado por Chin y Cooper [15, 16]. La idea consiste en invertir los
arcos de la red que involucren a las variables observadas, de forma que después de
la inversién los nodos observacién queden como nodos raiz. La forma de invertir los
arcos es andloga a la propuesta por Shachter para diagramas de influencia [77, 78]. El

problema de este método es que el proceso de inversion de arcos puede ser muy costoso.

Un método mas sofisticado es el de ponderacion de la evidencia, ideado por Fung y

Chang [30]. Difiere del muestreo 16gico de Henrion en dos aspectos:

1. Solo simula las variables no observadas, es decir, Xy_g. Las variables Xz toman

directamente el valor observado sin simular.

2. En el muestreo l6gico se asignaba a cada configuracion simulada un peso constante
igual a 1 (paso 3.(b).i. del algoritmo). En este caso, el peso w asignado coincide
con la verosimilitud de la evidencia dada la configuracion de las variables ya

simuladas, es decir, si  es la configuracién de las variables ya simuladas,

P(e|i) =[] fie", #70). (2.12)

ieE

A este método se le llama también ponderacion por verosimilitud. En general, podria
decirse que este algoritmo se comporta bien, pero obsérvese que si la probabilidad
expresada en la férmula 2.12 es cero salvo para muy pocas configuraciones del resto de
variables de la red, el algoritmo tiende a ser incapaz de dar ninguna estimacién de las

probabilidades a posteriori, dado que todos los pesos pueden resultar nulos.
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2.4.2 Meétodos de propagacién por cadenas de Markov

En los métodos de propagacion hacia delante, las muestras obtenidas en el proceso de
simulacion son independientes. En los que vamos a ver a continuacion, cada configu-

racién depende de la(s) configuracién(es) simuladas con anterioridad.

El primer método dentro de este grupo es el de simulacion estocdstica o directa
propuesto por Pearl [68]. Las diferencias mas destacadas respecto al algoritmo de

ponderacién por verosimilitud son:

1. En este caso, las variables no han de simularse en ningiin orden en especial.

2. En lugar de simular usando la distribucién condicionada de cada variable, se usa
una distribucion de cada variable condicionada a su envolvente de Markov en la

red®.

El algoritmo detallado queda como sigue, para una red definida sobre las variables
Xy con N ={1,...,n}.

Simulacion estocastica

1. Instanciar todos los nodos de la red a uno de sus posibles valores con probabilidad

mayor que cero.

2. Para cada variable no observada X;, i € {1,...,n}, hacer h;(z;) = 0 para todo

T; € Uz
3. Desde j = 1 hasta m

(a) Para cada variable X;, i € {1,...,n},

5La envolvente de Markov de una variable en una red bayesiana es el conjunto de los padres, hijos

y padres de los hijos de dicha variable.
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i. Calcular P(X;|Wy,), donde Wy, denota la envolvente de Markov de la

variable X;, de la siguiente manera:

P(Xi = xi‘WX,' = wxi) = Oéfz Tiy UF(5) H fl 1‘1,$F(l) Va; € U;,
leH(i
(2.13)

donde « es una constante de normalizacién, H (i) denota el conjunto de
indices de los hijos de la variable X; y wy, es la configuraciéon actual de

la envolvente de Markov de la variable Xj.
. Simular un valor :1: ) € U; para X; segtin la distribucién P(X;|Wyx,).

iii. Actualizar h; segin una de la dos siguientes expresiones:

h(x) = b)) +1,
hi(@?) = h(z?) + P(X; = #:[Wx, = wx,).

4. Normalizar los h;, 2 = 1,...,n. Cada h; resultante es la distribucién a posteriori
de la variable X;.

donde m es el tamano de la muestra.

Este método presenta dos problemas principales. Por un lado, puede ser dificil
encontrar una configuracién inicial para las variables de la red que tenga probabilidad
positiva. Jensen, Kong y Kjeerulff [42] proponen usar inicialmente una técnica de

muestreo hacia delante para encontrar la configuracion inicial.

Por otro lado, cada configuracién depende de la generada inmediatamente antes (ver
férmula 2.13). Por eso, puede darse el caso de que, una vez alcanzada una configuracion,
ésta se repita un gran nimero de veces, debido a que las dependencias entre las variables
sean “casi” funcionales, es decir, las distribuciones generadas en la férmula 2.13 tengan
valores muy proximos a 0 o a 1. La convergencia de este método hacia la distribucién

exacta estd asegurada, cuando todas las probabilidades son estrictamente positivas, por
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resultados de la teoria de los procesos de Markov [7, 27|, pero ésta puede alcanzarse muy
lentamente por la razén dicha anteriormente. En el caso de tener probabilidades nulas,

puede que no se de la convergencia. El siguiente ejemplo puede aclarar la situacién:

Ejemplo 2.1 Sea una red bayesiana con dos variables binarias conectadas de la forma
X; = Xy y tales que P(Xy = 23|Xy = 1) = P(Xy = /Xy = 11) = § ~ 1.
Supongamos que P(X; = x1) = 0.5 y que X1 = x1, entonces P(Xy = x5|Wyx,) =
P(Xy = 29| X7 = x1) = 0. Si en una simulacion obtenemos Xy = x5, en la prézima

simulacion la distribucion usada para simular X, serd
p(Xl = xl‘WXl) = p(X1 = l'1|X2 = 1'2)
= OéP(XQ = l‘Q‘Xl = l‘l)P(Xl = SEl)
= ax05xd=09,
dado que, por la regla de Bayes, § = 1/P(Xy = x9), y
P(XQ = 1‘2) = P(XQ = IEQ|X1 = .’El)P(Xl = 1‘1) + P(XQ = xQ‘Xl = .’fl)P(Xl = i‘l)
= 0x054+(1-0)x0.5=0.5.

Si continuamos asi, obtendremos la configuracion (X = x1, Xo = x9) con probabilidad
muy proxima a 1, y, en el momento en que una de las dos variables cambiara de
valor, la otra también lo haria, repitiéndose entonces muchas veces la configuracion
(X1 = 1, Xy = Ty). Obsérvese, por lo tanto, que la configuracidn que se obtenga en

una simulacion puede depender fuertemente de la obtenida en la simulacion anterior.

Tratando de resolver este problema, surgié el denominado muestreo de Gibbs por
bloques, desarrollado por Jensen, Kong y Kjeerulff [42]. Estos autores se dan cuanta
de que los problemas de la simulacion estocastica se deben a la dependencia entre
las muestras, en el sentido de que en cada momento, s6lo se cambia el valor de una
variable. Esto no ocurre en el muestreo hacia delante, en el que todas las variables

pueden cambiar de valor en cada muestra.

El muestreo de Gibbs por bloques es un sofisticado método que se basa en buscar
un compromiso entre dependencia entre la muestras y coste computacional, partiendo

de los dos casos extremos:
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1. Muestrear una sola variable dada su envolvente de Markov es computacional-

mente simple, pero las muestras pueden ser muy dependientes.

2. Muestrear todas las variables a la vez hace que las muestras sean independientes,

pero el coste computacional puede ser intratable.

El método consiste en dividir las variables de la red en una serie de grupos de
forma que todas las variables en un mismo grupo se simulan a la vez. Cuanto mas
grande sea cada grupo, menor sera la dependencia entre las muestras, pero mayor
sera la complejidad de calcular la distribucion conjunta que ha de usarse para simular

las variables del grupo a la vez.






Capitulo 3

Algoritmos de Muestreo por

Importancia

3.1 Introduccién

En el capitulo anterior hemos estudiado una serie de métodos para propagar proba-
bilidades en redes bayesianas de forma aproximada, examinando los algoritmos mas

destacados basados en propagacion hacia delante y en cadenas de Markov.

En este capitulo proponemos una clase general de algoritmos basados en muestreo
por importancia, presentada en [36, 37]. La idea bdsica consiste en realizar una primera
propagacién aproximada, basada en el concepto de eliminacién de nodos [84, 96], similar
a la propagacién simbélica de D’Ambrosio [21, 79], consistente en ir eliminando las
variables de la red en secuencia y en cada eliminacién, obtener una funcién de muestreo
para la variable eliminada. A continuacion, los resultados de esta propagacién se

mejoran muestreando las funciones obtenidas.

En la seccién 3.2 se establece la notacién a seguir durante el capitulo y se enuncia
el problema general. En la seccién 3.3 se presentan los fundamentos del muestreo por
importancia, y en la seccién 3.4 se revisan los métodos de muestreo por importan-

cia conocidos. Los nuevos algoritmos son estudiados en detalle, considerando diversas
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variaciones sobre el esquema principal, en la secciéon 3.5, mientras que la evaluacion ex-
perimental de los mismos se presenta en la seccion 3.6, finalizando con las conclusiones

en la seccion 3.7.

3.2 Notacion y Formulaciéon del Problema

Supondremos durante este capitulo una red bayesiana definida sobre un conjunto de
variables X = {X;,..., X}, cada una de ellas tomando valores en un conjunto finito
U,i=1,...,ny N={1,...,n}.

El objetivo que nos proponemos es calcular la distribucién ‘a posteriori’ p(z|e)
para todo = € Uy, correspondiente a cada variable X, con & € N. Esta probabilidad
podria obtenerse a partir de la distribucién conjunta (2.3), pero suponemos que ésta
es dificil de manejar. Obsérvese que la probabilidad que queremos calcular es igual
a p(zk,e)/p(e), y, dado que p(e) es constante, ésta es proporcional a p(xy,e). Por lo
tanto, podemos obtener la distribucién ‘a posteriori’ si calculamos para cada x; € Uy

el valor p(zg, e) y normalizamos después. Podemos expresar p(zy, €) como sigue,

zeUy 1EN
P =¢

ath=g,

= 2 (H fz'(x“(f”)) (Héej(fv“)> O (21F)

zeUn \i€EN JEE

= Y fl),

zeUn

(3.1)

donde

flx) = (H fz‘(fﬁ“‘f"))) (H O, (fv“)) 0, (z%%) Yz € Uy

ieN jeE
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si ot =y,

6% (xik) =
0 si a'f # .

Noétese que la féormula (3.1) es también vélida si se sustituye cada potencial f; por su

restriccion a la evidencia e, de forma que se pueda trabajar con funciones més sencillas.

Una forma de estimar la suma en la ecuacién (3.1) es mediante la técnica de mues-

treo por importancia.

3.3 Muestreo por Importancia

El muestreo por importancia surgié como una técnica de reduccién de la varianza en
célculo de integrales por Monte Carlo [72]. En esta seccién veremos la formulacién
general del muestreo por importancia y en la siguiente se estudiara su aplicacion a la

inferencia en redes bayesianas.

Supongamos que estamos interesados en estimar la siguiente integral,

I= /g(m)dm, r e D CIR" (3.2)

La idea basica de esta técnica consiste en concentrar la distribucion de los puntos
de muestreo en aquellas zonas de la regién D que son mdas “importantes”, en lugar de
muestrear aleatoriamente en toda la regién D. La integral (3.2) podemos expresarla

como

donde X es un vector aleatorio con funcién de densidad f*(z) tal que f*(x) > 0 para



46 Capitulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importancia

todo x € D C IR". A la funcién f*(x) se le llama distribucidn del muestreo por

9(X)
(X

importancia. Es inmediato ver que & = j es un estimador insesgado! de I, con

varianza

*(z)

var(€) = B[€") - o

(3.4)

De cara a obtener una estimacion de la integral I, podemos tomar una muestra
{z®}, i € {1,...,m} de valores del vector X a partir de la funcién f*(z). Enton-
ces, podemos estimar la esperanza del estimador &, en definitiva, estimar el valor I,

calculando la media muestral de los valores obtenidos,

i

~ 1 g

i=1

Los siguientes resultados muestran cémo elegir la funcién del muestreo por impor-

tancia de forma que la varianza del estimador sea minima.
Teorema 3.1 [72] La minima varianza del estimador £ es igual a

var(&) = </|g |d:r:> - I? (3.6)

y se obtiene cuando la variable aleatoria X sigue la distribucion

; 9(z)|
fr(z) = Tlo(o)ds (3.7)

Corolario 3.1 [72] Si g(x) > 0, la funcidn dptima para el muestreo por importancia

es f*(z) = g(z)/1, y var(§) = 0.

'Un estimador se dice insesgado si su esperanza coincide con el parametro a estimar
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Aunque este corolario nos dice cudl es la distribucién éptima para el muestreo por
importancia, en la practica no sera posible obtenerla, pues suponemos que queremos
estimar la integral por Monte Carlo porque no es posible hacerlo por métodos exactos
o numéricos, y para obtener la funcién f*(z) necesitamos el valor de I, que es preci-
samente lo que no conocemos. Sin embargo, la varianza se reduce sustancialmente si
tomamos como distribucién de muestreo una funcién que sea tan préxima a g(x) como

podamos, pero mas sencilla de muestrear que ésta.

En la siguiente seccion explicamos como aplicar la técnica de muestreo por impor-

tancia a la estimacion de las probabilidades a posteriori en una red causal.

3.3.1 Muestreo por importancia en redes bayesianas

Haciendo un desarrollo analogo al de la secciéon anterior, obtenemos una forma de
estimar la suma de la ecuacién (3.1). Para ello, consideramos una distribucién de pro-
babilidad f* : Uy — [0, 1], verificando que si f(z) > 0 entonces f*(x) > 0. Entonces,

podemos escribir la férmula (3.1) como sigue:

5=y 40 - p [ 1],

zeUn f f*(X)
donde X es una v.a. con distribucién f*. Entonces,
o )
f+(X)

es un estimador insesgado de S = p(zy,e) con varianza

var(§) = E[¢%] — E[¢]* = ( >

zeUn

f? () 2
f*(x)

Como la media muestral es un estimador insesgado de la esperanza, podemos es-
timar S = p(x,e) a partir de una muestra {2}, i € {1,...,m} de la variable X

como



48 Capitulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importancia

m i

g %Z Jf _ (3.9)

=1

Teorema 3.2 La minima varianza de & es igual a cero, y se obtiene cuando

f@)  _ f@
S eon J)  Pan.©)

f*(ZE) = Vx € UN.

Dem: Sustituyendo f*(x) en la férmula (3.8),

var(§) = (Z f2 xk’ )> —pQ(xk,e)

zeUn

= «Tk, <Zf ) xk:e)

zeUpn

= pQ(xkae)_pQ(l‘kae)
= 0.

Al igual que en el caso de integrales, no sera posible, en general, utilizar una distri-
bucién de muestreo proporcional a f(z). Lo mejor que podremos hacer es elegir una

tan proxima a f(z) como sea posible, con objeto de reducir la varianza de los pesos.

El inconveniente del método desarrollado aqui es que hay que aplicarlo a cada valor
de cada una de las variables de la red. Es decir, para cada valor de cada variable de la
red, hay que calcular una distribucién de muestreo y obtener una muestra para estimar
su valor de probabilidad. Esta es la solucién adoptada en [12, 13]. Esto puede ser muy

costoso si el tamafo de la red es suficientemente grande.

En este capitulo proponemos un método que se basa en una variacién del desarrollo
anterior, y que permite estimar de forma mas rapida la probabilidad de cada uno de

los valores de todas las variables de la red.

La idea consiste en realizar una simulacién como si fuéramos a estimar p(e). En

este caso,
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ple) = Z Hfi(xw(fi))

€Uy IEN

ztP=e

= 2 (H fi<x¢s<fi>>> (H %(ff“'))

zeUn \iEN JEE

(3.10)

flz) = (H fi(a:“(fi))) (H Oe, (:&J’)) Ve € Uy.

Podemos construir un estimador ¢ de la probabilidad p(e) de la misma forma que

lo hicimos antes. La varianza del estimador, en este caso, sera

var(€) = (Z ;E;) — (o). (3.11)

Utilizando la distribucién f*, se genera una muestra 'Y € Uy, i = 1,..., m. Esta
unica muestra se usa para estimar todas las probabilidades de la siguiente forma. Para
cada valor z;, de cada variable X, con k € N, se toman todas las configuraciones z7),

Jj€JCH{l,...,m} tales que 2 = z), y se estima la probabilidad p(xy, e) como

20)
plag.€) = %z; J{*((x(j))) = %ij. (3.12)

Es decir, se estima la probabilidad de cada valor z; como la media de los pesos de

las configuraciones que forman la muestra, siendo el peso de una configuracion x\9),
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f(x(j)) (HzeNfz( (i)t )) (HleE 61( u)) o
w =4 FE) Fr(z0) SIS 5

0 sijé¢J

Obsérvese que lo que en realidad se hace es usar un estimador insesgado de p(xy, e),

¢ =) (3.14)

con X una v.a. con f.m.p. f*, pero en este caso, la funcién de muestreo f* esta cons-
truida para estimar p(e) en lugar de p(xy, e). Por lo tanto, no podemos esperar que la
varianza, aun en el caso de elegir f* proporcional a f, llegue a alcanzar el valor cero.

Veamos:

200152 (25%)p(e
var(¢) = Z fA( )5?(( )p(e) —pQ(xk,e)

zeUn x)

= p(e) Y f(@)8s, () = pP(ax,€)

= ple)p(wg,e) — pg(%, e)
= plzx. e)(p(e) — p(zk, €)),

donde se ha utilizado que 62, (z*%) = 6,, (2*%).

De aqui y de (3.12) se sigue que

var(p(xg,e)) = <%Zw1)

= —= var ’LUJ
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_ #mp(xk,exp(e)—p(xk,e))

Pl €)(ple) = plais )

Sin embargo, no siempre es posible elegir una distribucién de muestreo proporcional
a f en una red bayesiana, pues suponemos que ésta es dificil de manejar, e incluso puede
darse el caso de que no sea posible almacenar tal distribucién en un ordenador porque
su tamano sea demasiado grande. Por lo tanto, lo mejor que podemos hacer es elegir

f* lo mas préxima posible a p(-|e).

Una vez hemos elegido f*, podemos estimar p(xy,e), para toda modalidad x; de

toda variable Xy, k € N, como sigue (ver [13, 80] para més detalles):

Muestreo por importancia

1. Desde 7 = 1 hasta m

(a) Generar una configuracién ¥ a partir de f*.

(b) Calcular

(Ten £ - (T e b, (29))

) (3.15)

w; =
2. Para cada x, € Uy, k= {1,...,n},
(a) Estimar p(zy,e) usando la férmula (3.12).

3. Normalizar los valores p(zy, e) para obtener p(zy|e).

donde m es el tamano de la muestra.
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3.4 Algoritmos Conocidos de Muestreo por Impor-

tancia

En esta seccién describiremos los principales algoritmos de muestreo por importancia

en redes bayesianas, debidos a Shachter y Peot [80] y Cano, Hernédndez y Moral [12, 13].

3.4.1 Algoritmo de muestreo por importancia de Shachter y

Peot

Shachter y Peot fueron los primeros en relacionar el muestreo por importancia y la
propagacién en redes bayesianas [80]. Propusieron un algoritmo similar al enunciado
en la seccién anterior, y vieron como los métodos de muestreo légico y ponderacién
de la evidencia, eran casos particulares del muestreo por importancia. Sin embargo, el
algoritmo de Shachter y Peot sigue siendo de propagacion hacia delante, dado que las

distribuciones de muestreo, en la mayoria de los casos siguen siendo las condicionadas.

3.4.2 Algoritmo de muestreo por importancia de Cano, Her-

nandez y Moral

Estos autores [12, 13, 35] proponen un método de propagacién usando muestreo por
importancia mas sofisticado que el de Shachter y Peot, en el sentido de que las funciones
de muestreo se seleccionan de una forma mas elaborada, no simplemente tomando las
condicionadas. Ademas, en cada paso de simulacién se muestrea en mas de una variable

a la vez.

El proceso general es el siguiente. Partimos de una red representando a un conjunto
de variables {X;|i € N}. Se considera el conjunto de funciones H = {h;|j =1,..., k},
que se obtiene a partir de las distribuciones condicionadas de las variables de la red,

fi. © € N, y las deltas de las observaciones, ¢, ¢, € U, | € E. Luego se elige un
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orden de las funciones h y se van simulando valores para las variables para las que
estan definidas dichas funciones. Cada vez que se obtienen valores para unas variables
a partir de una funcién, el resto de las funciones en H se restringen a dichos valores.
El algoritmo detallado para obtener una estimacién de la probabilidad p(x;, e) donde I
es el conjunto de indices de las variables de interés y e € Ug es el valor de las variables

observadas, es el siguiente.

Muestreo por importancia de Cano et al.

1. Definir el conjunto H = {h;|j =1,...,k} a partir de las distribuciones f; y d,.
2. Hacer £ = 0.0.

3. Fijar los valores x; para los cuales se quiere estimar p(xy,e).

4. Restringir todas las funciones h; al valor x;.

5. Desde 7 = 1 hasta m,

(a) Hacer & = 1.0.
(b) Mientras haya variables sin simular,
i. Elegir una funcién h; de H.
ii. Hacer H = H — {h;}.
iii. Hacer & =& - q(h;).

iv. Simular un valor x;, segun la distribucién

D s(hy)—1; hy(xtsha)) i (x+7i)

q(hy) —q(hy)

§i
i)

vi. Restringir todas las funciones h € H al valor z+%.

v. Hacer & =
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(c) Desde [ = 1 hasta n, hacer & = & - f(z*U1),
(d) Hacer £ =&+ &;.

6. Devolver £/m como la estimacién de p(z;, e).

donde m es el tamano de la muestra, g(h;) es la suma en todo el dominio de la funcién
h

'K

g(hy) = Y hi(x)

IEUs(hj)
y
fi= i=1,....n.
S, si i€E

La eficiencia de este algoritmo depende de la forma en que se obtengan las funciones
de seleccién h;. Cano, Hernandez y Moral [12, 13], proponen elegir primero aquellas

que tengan menos entropia.

3.5 Muestreo por Importancia basado en Precom-

putacion Aproximada

La decisién mas importante a la hora de disenar un algoritmo de muestreo por im-
portancia es la eleccion de la distribucién de muestreo: ésta deberia ser tan similar a
la distribucion original como sea posible. En el caso particular de una red causal, la
distribucién original viene dada como el producto de una serie de distribuciones con-
dicionadas y un conjunto de observaciones. Los algoritmos conocidos de muestreo por
importancia [13, 30, 80] usan las funciones originales (distribuciones condicionadas u

observaciones) para aproximar la distribucién producto.
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Aqui proponemos un nuevo enfoque para obtener las distribuciones de muestreo.
La idea es usar no so6lo las condicionadas y las observaciones originales, sino toda la
informacion concerniente a cada variable. Esto es, a la hora de simular valores para
una variable, usar todas las funciones de las que disponemos. Este es el caso ideal, pero
si la red es suficientemente complicada, este proceso puede ser inviable; en concreto, la
complejidad de este procedimiento seria la misma que la de la propagacién exacta, y
eso es precisamente lo que queremos evitar. En resumen, el problema es que el coste de
la combinacion de todas las funciones definidas para una variable puede ser demasiado

alto.

La solucién que proponemos es hacer calculo aproximado cuando el exacto sea
demasiado dificil. Dado que no usamos la distribucién original (p(x|e)) sino una apro-
ximacién (f*), utilizamos la técnica de muestreo por importancia y obtenemos un peso
para cada configuracion de las variables. El punto clave aqui es cudndo y cémo hacer
calculos aproximados de tal forma que los cédlculos sean rapidos y la distribucion de

muestreo f* sea proxima a p(zx|e).

El algoritmo que proponemos comienza con una familia de funciones formada por
las distribuciones condicionadas dadas en la red mas las observaciones, que vienen

codificadas por funciones delta de Dirac,

H: {fla---afn}U{éel}leE- (316)

La verdadera p(-|e) es proporcional al producto de todas las funciones en H (ver

ecuacion (3.1)).

A continuacion, consideramos un orden de las variables de la red, dado por una
permutacién o sobre el conjunto {1,...,n}. El siguiente paso es eliminar las variables
en secuencia, siguiendo el orden impuesto por o. A saber, hay dos formas de realizar

la eliminacidn de una variable X,(;): exacta y aproximada.
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Exacta

1. Combinar todas las funciones que estdn definidas para la variable X,;, obte-

niendo como resultado una funcién h;.

2. Eliminar X, ;) de la combinacién, h;, marginalizando el resultado a s(h;) —{o (i)},
es decir, calcular h* = his(hi)*{a(i)}.

3. Anadir el resultado de la marginalizacion, h*, a H.

4. Eliminar de H todas las funciones que se combinaron para obtener h;.

Si es posible repetir este proceso para todas las variables, en cada paso se obtiene
una distribucién de muestreo proporcional a p(z,e). En realidad, el proceso es como

un algoritmo de propagacién exacta [84], y se verifica el siguiente teorema:

Teorema 3.3 Supongamos que hemos realizado una eliminacion exacta; entonces

— 81 hy es la funcidon obtenida al eliminar X, entonces, para todo x € Uy,

hn(x) es proporcional a p(x|e).

~ Si h; es la funcion obtenida al eliminar Xy (i <n), X(i) = {o(i+1),...,0(n)},
y 2o € Us@yns(ny), entonces, la restriccion de h; a xo, hj (ver ecuacion (2.7)) es

proporcional a la probabilidad p(.|e, zo): Vo € Uypy, hi(x) o< p(x]e, x0).

Dem: En primer lugar vamos a demostrar que si H es el conjunto de las funciones

obtenidas antes de eliminar X, (¢ = 1,...,n), entonces
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Vo € Upyanusi =[] r(a (3.17)

heH

Esto es trivialmente cierto para ¢ = 1.

A partir de (3.1) obtenemos

VxEU{l,...,n}a p(LE,@) = Hfz bl fz Hée] J/]

JEE
= H h(x )

heH

Ahora, si H es el conjunto de funciones obtenidas antes de eliminar X,y y H' es
el mismo conjunto después de la eliminacién, vamos a demostrar que si (3.17) es cierta

para i = k y H, entonces es también cierta parai =%k + 1y H'.

Si (3.17) es cierta para i = k entonces

Va € Uy user =[] r(a*®

heH

Siy € Ugs(r+1)yus(k+1) = Us), entonces

plye)= > plze)= > [Hh bt ]

215 =y 215k =y LheH

Sea H(k) = {h € H|o(k) € s(h)}, entonces

= 3 | TL e | TT )

k) =y \heH (k heH-H(k)

Ahora, si h € H — H(k), x+*") = ylsh) v p(g¥s(h)y = p(y+(M) sin depender este

valor de x, para un y fijo. Entonces
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p.e)=| JI »@*™)|-| Y. ] rla"®

he H—H(k) 245k =y he H (k)

Teniendo en cuenta que H' = [H — H (k)] U {htz(k)} y que

9w = 3 | T Aet®) ).

212k =y \ heH(k)

entonces,

pye)=| [ he*®)| 07O ).

he H—H (k)

Asi, obtenemos el resultado deseado:

Vy € Uio(k+1)}us(k+1) H h(y +s(h
heH'’

Ahora, podemos utilizar la férmula (3.17) para demostrar el teorema para i =

1,...,n. Tenemos que,

Vo € Usiyusiy, ple.e) = H h(z+ ™)

heH

- H ROy T h La(h
heH (i he H—H (i

= hi(xis( i)) H h Is(h

he H—H (i

Sea x = (y, %o, 2), donde y € Uiy}, 2 € Us(i)y—s(hi)s o € Us(i)ns(h), To constante.

Entonces,

p(:c,e) - p(y;l‘o:Z; 6) = hi((yax[))lS(hi)) H h xU; is )

he H—H(i)

Tomando la suma en z € Us(;)—ss,). tenemos que
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p(yal‘an) = Z p(yal‘OVZa 6)

2€Us(i)-s(h;)

SLUCEDMCON D DI I | B IENORD
)

ZeUE(i)fs(hl-) heH—H (i

Para x, constante, el segundo factor es constante y por lo tanto,

p(yaxﬂa 6) =k- hz((yaxU)J/S(hl)) =k- h;(y)a

y a partir de esta expresion obtenemos el resultado buscado:

p(:vlz, e) hiy) = k' - hi(y) oc hi(y).

vy € Ua(i)a p(y|l‘0,€) =

Las dos propiedades del teorema anterior nos permiten simular un valor x € Uy
con probabilidad igual a p(zle). Lo que tenemos que hacer es simular valores para
las variables en el orden X,(,),...,X,1). Para obtener un valor para una variable
Xo(i), muestreamos a partir de la funcion h;, realizando primero la restriccion de esta
funcién a los valores zy obtenidos para las variables simuladas previamente (Xx;) y

normalizando después.

En algunos casos, el tamafio? de h; puede ser tan grande que su cdlculo sea inviable.
En este caso, la eliminacién de las variables habra de hacerse de forma aproximada.
Pueden definirse numerosos criterios de aproximacién, pero siempre dentro del siguiente

esquema:

2Se define el tamano de una funcién h como el producto del nimero de casos de todas las variables

para las cuales h estd definida.
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Aproximado

1. Sea H(i) = {h € H | 0(i) € s(h)}, el conjunto de funciones definidas para la
variable X,(;). Eliminar H (i) de H.

2. Transformar H (i) mediante combinacién. Para ello, repetir el siguiente proceso:

(a) Tomar R C H (7).

(b) Combinar todas las funciones contenidas en R, es decir, calcular f =[], h-
(c) Anadir el resultado de la combinacién, f, a H (7).
)

(d) Eliminar R de H(i).

3. Calcular H*(i) a partir de H (i) eliminando X, en todas las funciones pertene-

cientes a H (7).

4. Anadir H*(i) a H.

Este procedimiento coincide con el exacto si en el segundo paso se combinan todas
las funciones contenidas en H (7). La idea del procedimiento aproximado es combinar
funciones mientras no se sobrepase cierto umbral de tamano. Es decir, la forma de
elegir los R C H(i) dependerd del tamafo del resultado de combinar las funciones que
lo formen. Una propiedad importante de esta aproximacion de cara a su validez para
obtener funciones del muestreo por importancia es que no se anaden nuevos ceros, es
decir, si z € Uy es tal que h(z*") # 0 para todo h € H, antes de eliminar X, ;, esta

propiedad se verifica también después de eliminar la variable:
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Lema 3.1 Sean H(i) y H* (i) como en el algoritmo aprozimado. Sea x € Uy. Se

verifica que

W@ ™M) >0 Vh € H(i) = h(z*") >0 Yhe H*(i).

Dem: Si h € H" (i), quiere decir que es el resultado de combinar algunas funciones de

H (i) y eliminar después la variable X, ), es decir,

h(zH ™)) = Z Fa* Dy vz e Uy,

2E€U(4)

con
f(xr) = th(xw(hj)) Vz € Uy,
jed
donde h; € H(i) para todo j € J. Por lo tanto, si suponemos que h;(z+*")) > 0
para todo h; € H(i), trivialmente h(z**(")) > 0 por ser suma y producto de cantidades

estrictamente positivas. O

El objetivo del algoritmo es obtener configuraciones de las variables Xy. El proceso
para simular un valor para una variable X;;) segun el algoritmo aproximado es el

siguiente: si zg es la configuracién obtenida para las variables Xy;), entonces

Simula(Xa(Z-) ,H(Z))

1. Sea H(i) el conjunto calculado en el paso 2 del procedimiento de eliminacién

aproximada.

2. Restringir cada funcién en H(i) a z,. Combinar todas las funciones en H (i),

obteniendo una nueva funcién h; definida sobre U, ;.

3. Si N(h}) es la normalizacién de h}, obtener un valor z; para X,; siguiendo la
distribucién de probabilidad N (h}).
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4. Devolver el valor z;.

Ahora estamos en condiciones de formular un algoritmo general de muestreo por

importancia para la propagacién de probabilidades:

Algoritmo Principal (ALG MI)

1. Sea H={f; |i=1,...,n}.
2. Elegir un orden o para las variables en G.
3. Incorporar las observaciones:

(a) Restringir todas las funciones en H a las evidencias {e, },cg de acuerdo con
la ecuacién (2.7).
(b) Para cada variable observada X;, | € E hacer H = H U {4, }.

4. Desde 7 = 1 hasta n, eliminar X,; mediante el procedimiento aproximado?® y

guardar el conjunto de potenciales H (i).
5. Desde j = 1 hasta m,

(a) w; = 1.0.
(b) Desde i = n hasta 1,

i. 2V=Simula(X,u),H (7))

30bsérvese que el célculo exacto es un caso particular de este paso, de manera que también es

posible aqui realizar eliminacién exacta.



3.5. Muestreo por Importancia basado en Precomputacion Aprozimada 63

ii. Sea N(h}) como en el procedimiento Simula. Calcular
Wy

N ()

U}j:

(c) Calcular

w; = w; (H ﬁ(ﬂﬂ“‘“)) - (H 6e,<x<f>“>) .

leE

6. Para cada xp € Uy, k= {1,...,n},
(a) Estimar p(zy,e) usando la férmula (3.12).

7. Normalizar los valores p(xy, e) para obtener p(zx|e).

Al final del ciclo 5.(b), el peso w, toma el valor
w; = 1/f(a9),

donde f* es la distribucién de muestreo utilizada, que viene dada por:

) = [T M), 319

Obsérvese que después del paso 5.(c) el peso resultante es el correcto para el muestreo

por importancia, segin la ecuacién (3.15).

Notese que la eficiencia del algoritmo depende del orden de las variables elegido
en el paso 2, ya que seglin el orden pueden resultar funciones mdas o menos grandes.
El problema de encontrar un orden de eliminaciéon éptimo es similar al de encontrar
una triangulacion 6ptima del grafo moral asociado a una red bayesiana. Este no es
un problema trivial, y ha sido estudiado desde distintos enfoques por diversos autores

destacando el uso de técnicas heuristicas por Cano y Moral [8], simulated annealing por
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Kjeerulff [49], algoritmos genéticos por Larranaga y otros [56] y programas evolutivos

por Herndndez y Bolanos [34, 35].

A continuacién veremos un ejemplo de como funciona el algoritmo de propagacion
por muestreo por importancia, comparando los resultados de la eliminacion exacta y

aproximada.

Figura 3.1: Una red causal.

Ejemplo 3.1 Considérese la red de la figura 3.1, en la cual todas las variables toman

los valores 0 ¢ 1. Supongamos que tenemos las siguientes tablas de probabilidad:

1. Probabilidad a priori para X;.

fl(l‘l) = P(X1 = 1‘1).

f1(0) =103, fi(1)=0.7.
2. Probabilidad condicionada de Xo dado X;.

f2($2,$1) = P(XQ = $2\X1 = 1‘1)-
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f2(0:0) :02) f2(1:0) :08;

f2(0,1) = 0.6, fo(1,1) =0.4.
3. Probabilidad condicionada de X3 dado X;.
f3(x3, 1) = P(X3 = 23| Xy = 11).
f3(0,0) = 0.1, f3(1,0) =0.9,
f3(0,1) =0.2, f3(1,1) =0.8.
4. Probabilidad condicionada de X4 dado X5, X3.
fa(zy, 29, 23) = P(Xy = 24| X9 = 29, X3 = 23).
f4(0,0,0) = 0.3, f4(1,0,0) =0.7, f4(0,1,0) =0.2, f4(1,1,0) =0.8,

f4(070: 1) = 05) f4(170: 1) = 05) f4(0: 17 1) = 04) f4(1: 17 1) =0.6.

Supongamos también que se ha observado que X4 = 1, lo que representamos con el

potencial

Tenemos que H = { f1, fa, f3, f1, 04}
Entonces, la eliminacion exacta aplicada a H se realiza como sigue.

1. Eliminacién de X,. Calcular hy(xs, x3,14) = f1(x4, T2, x3) - 04(24).

he(0,0,0) =0,  hg(1,0,0) =0, £hs(0,1,0)=0, hy(1,1,0)=0,

hi(0,0,1) = 0.7, hy(1,0,1) = 0.8, hs(0,1,1)=0.5, hy(1,1,1)=0.6.

Ahora, borramos fy y 04 de H y le aniadimos hi(xy, x3) = hy(z9, 23, 24) 1?3},



66

Capitulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importancia

hi(0,0) = 0.7, hi(0,1) = 0.5,

hi(1,0) = 0.8, hi(1,1)=0.6.

Después de este paso, H = { f1, fa, f3, hi}.

. Eliminacién de X;. Calcular h3(z1, 9, x3) = f3(x3,21) - b} (29, 23).

h3(0,0,0) = 0.07, hs(1,0,0) = 0.14, h3(0,1,0) = 0.08, hs(1,1,0) = 0.16,

hs(0,0,1) = 0.45, h3(1,0,1) = 0.4,  h3(0,1,1) = 0.54, hs(1,1,1) = 0.48.

Eliminamos ahora fs, b} de H y le anadimos hi(z1, 79) = hs(zy, x, z3)HH2 ) donde

h3(0,0) = 0.52, h%(0,1) = 0.62,

hi(1,0) = 0.54, h4(1,1) = 0.64.

Después de este paso, H = {f1, fa, h3}.

. Eliminacién de X;. Calcular hy(z1,x9) = foxe, 1) - Wi (21, 29).

hs(0,0) = 0.104, hy(0,1) = 0.496,

ha(1,0) = 0.324, hy(1,1) = 0.256.
Eliminar fo, b3 de H y anadir hi(z,) = ho(zy, 22)H, donde
h5(0) = 0.6, h3(1) = 0.58.
Después de este paso, H = { f1, h3}.

Eliminacién de X;. Calcular hy(z1) = fi(z1) - hi(zq).
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Borrar fi,hi de H y anadir hi(x,) = hy(z1)¥ = 0.586. Obtenemos, H = {h*}.

Segun el teorema 3.3, tenemos que

Por lo tanto, si muestreamos un valor para X, con una distribucion de probabilidad

Pg, proporcional a hy, estamos muestreando con P(X, = x;|e) de forma ezacta.

0.18 0.406
Ple(Xlz()):m:Og]_, Ple(Xlz].):m:O(ig

Para un valor dado X, = 29,

hh(x;) = ho(2Y, 2;) o P(Xy = zile, X1 = 29),

luego una distribucion de muestreo ezacta para Xo dado que X; = 2% es

PS(X, = 0|X; =0) =0.17, Pg(X, =1/X; =0) = 0.83,

P;(XQ = 0|X1 = 1) = 056, P;(XQ = ]_‘Xl = ].) = 044

Para dos valores X; = 29, Xy = 29,

hy(z;) = he(2%, 25, 2;) o< P(X3 = x3le, X; = 29, X5 = 29).

Ast, una distribucidn de muestreo exacta para X3 dado que X = 29, Xy = 23 es

P§(X3=0|X; =0,X,=0)=0.1346, P§(X3=1/X; =0,X,=0) = 0.8654,
P;(Xg = 0|X1 = O,XQ = 1) = 01290, P;(Xg = ]_‘Xl = O,XQ = 1) = 08710,
P§(X3=0|X; =1,X,=0) = 0.2593, P§(X3;=1/X;=1,X,=0) = 0.7407,

P;(Xg = 0|X1 = 1,X2 = 1) = 02500, P;(Xg = ]_‘Xl = ]_,XQ = 1) = 07500
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Finalmente, para tres valores X; = 2%, Xy = 23, X3 = 9,

Rl (x;) = hy(xy, 23, 2;) o< P(Xy = zle, X; = 29, Xy = 25, X3 = 29)

= P(X4 = xi\e,XQ = l‘g,Xg, = l‘g),

y podemos calcular una distribucion de muestreo exacta para X4, y ésta es igual a
P{(Xy=0|X; =20, Xy =2, X3 = 23) = P{(Xy = 0| Xy = 20, X3 = 23) = 0,
PHXy=1|X; =2 Xy =2, X3 =23) = P{(Xy = 1| Xy = 29, X3 = 23) = 1.

Imaginemos ahora que no todos los pasos de eliminacion se han realizado de forma

exacta. Por ejemplo, supongamos que la eliminacion de X4 es igual que antes, pero

que X3, X9 y X1 se eliminan ahora de la siguiente forma,

2'. Eliminacién de X3 (Aprozimada; marginalizamos sin haber combinado antes).
Calcular f; = f3¢{1}, hy* = hj“Q}. Borrar fs y hy de H y anadir f3, hy*. Nos queda
H ={f1, fa, f5, h5*}, donde

f300)=1, f3(1) =1,

R (0) = 1.2, Ri*(1) = 1.1.

3'. Eliminacién de X, (Fzacta). Calcular hy*(x1,z5) = fo(xa, 1) - hi*(22).
h5*(0,0) = 0.24, h3*(1,0) = 0.72,
hs*(0,1) = 0.88, hz*(1,1) = 0.44.
Borrar fy, hy* de H y anadir hy™ = h;*i{l}, obteniéndose H = { fi, f5, h5**}, donde

by (0) = 1.12, h3™(1) = 1.16.



3.5. Muestreo por Importancia basado en Precomputacion Aprozimada 69

4'. Eliminacién de X, (Fzacta). Calcular hi*(x1) = fi(z1) - fi(x1) - hi*(z1).

h(0) = 0.336,  hi*(1) = 0.812.
Calcular h** = bW = 1.148. Al final, H = {h*}.

Ahora, las distribuciones de muestreo aprorimadas pueden calcularse como sigue:

P (X = ;) o< hi*(x;), es decir,

P(X, =0)=0.2927, PYX;=1)=0.7073.

Py (Xy = 4| Xy = 2Y) oc h3* (29, z;). Calculando,

P&(Xy =0/X; =0) =0.2143, P¢(X, = 1|X, = 0) = 0.7857,

P(X, =0|X; =1) =0.6207, P3(X,=1|X, =1) = 0.3793.

Pi(X3 = 2] X, = 2%, Xy = 29) o fa(wy, 29) - h(x5,2;). Puede verificarse que

Pg = Ps.

e De forma andloga, P} = Py.

Este ejemplo muestra como es posible obtener distribuciones de muestreo aprorimadas
(P#) muy prozimas a las exactas (Pf), aplicando un algoritmo de eliminacion aproxi-
mado (y mds rapido). Las distribuciones de muestreo tanto exactas como aprorimadas

para todas las configuraciones de las variables de la red se muestran en la tabla 3.1.

3.5.1 Casos particulares del algoritmo principal

En esta seccion estudiaremos distintas variaciones sobre el algoritmo principal. Los

algoritmos particulares vendran determinados por la forma en que se obtenga H™(i);
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X, Xo | X3 | X4 Exacta Aproximada
0 0 0 0 0.0 0.0

0 0 0 1 0.007093 0.008443
0 0 1 0 0.0 0.0

0 0 1 1 0.04561 0.054283
0 1 0 0 0.0 0.0

0 1 0 1 0.033192 0.029667
0 1 1 0 0.0 0.0

0 1 1 1 0.224108 0.200308
1 0 0 0 0.0 0.0

1 0 0 1 0.100194 0.113838
1 0 1 0 0.0 0.0

1 0 1 1 0.286206 0.325183
1 1 0 0 0.0 0.0

1 1 0 1 0.0759 0.06707
1 1 1 0 0.0 0.0

1 1 1 1 0.2277 0.201209

Tabla 3.1: Funciones de muestreo para el ejemplo.

es decir, debemos definir criterios para seleccionar los subconjuntos R de H(i) de las

funciones que serdn combinadas antes de marginalizar cuando una variable Xy;) va a

ser eliminada.

El primer criterio en el que se podria pensar es tomar R = H (7). Esto coincide con

el algoritmo exacto de eliminacion. Por lo tanto no tendremos en cuenta este criterio,

dado que si hemos sido capaces de eliminar todas las variables de forma exacta, en

una cantidad similar de tiempo podriamos calcular las probabilidades a posteriori sin

necesidad de simular.

Una propiedad importante del algoritmo general que proponemos es que se puede
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detectar cuando es posible realizar propagacién exacta, que seria precisamente cuando
hemos eliminado todas las variables sin necesidad de aproximar. En este caso, el tiempo
invertido no se pierde, y por el mismo proceso podriamos obtener la distribucién a

posteriori de todas las variables.

Como criterio opuesto al anterior, podriamos decidir no combinar ninguna funcion,
es decir, H(i) no se modifica en el paso 2 del esquema aproximado. Este es el pro-
cedimiento mas rapido que podemos considerar a la hora de obtener las funciones de
muestreo, ya que no se invierte ningin tiempo en la combinacién. sin embargo, el
tiempo de simulacion pude ser mas alto si hay muchas funciones asociadas a cada
variable. En este caso, a la hora de simular una variable, hay que evaluar todas las
funciones que tiene asociadas para la configuracion de las variables previamente simu-
ladas. Ademas, las estimaciones obtenidas con este esquema deberian ser las peores,
dado que se pierde informacién en cada eliminacién (recuérdese que la forma correcta

es primero combinar y luego marginalizar).

Estudiaremos ahora dos grupos de métodos para combinar las funciones.

3.5.1.1 Criterios de tamano

En esta seccién definimos tres criterios atendiendo al tamano de las funciones que

resultan de las combinaciones.

La primera idea consiste en combinar todas las funciones definidas para una variable
dada si el tamano de la combinacién resultante no excede un cierto limite. Es decir, si
no se sobrepasa cierto umbral de tamano, fijado de antemano, se elimina la variable de
forma exacta; en caso contrario, no se combina ninguna funcién. El umbral de tamano

puede fijarse teniendo en cuenta la cantidad de memoria disponible en el sistema.

Este método puede mejorarse si nos damos cuenta de que quizas no podamos combi-
nar todas las funciones, pero si algunas de ellas, de forma que la pérdida de informacion
sea menor que si no se combina ninguna. El proceso seria seleccionar R en la elimi-

nacion aproximada incluyendo funciones mientras la combinacion resultante no exceda
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el limite establecido. Notese que, en este caso, el orden en que se seleccionan las

funciones es importante. Hemos considerado dos enfoques diferentes:

e combinar funciones en un orden arbitrario mientras no se supere el tamano

maximo (criterio 1), o

e combinar primero aquellas que maximizan el tamano de las variables en comin
(criterio 2). De lo que se trata es de que el tamafio de la combinacién en relacién
con los tamanos de las funciones que se combinan sea tan pequeno como sea
posible. Nétese que aquellas funciones definidas sobre una sola variable pueden
siempre ser combinadas sin aumentar el tamano de la combinaciéon, dado que
no anaden ninguna variable nueva. Por lo tanto, las funciones de una variable

deberian ser combinadas siempre en primer lugar.

Ejemplo 3.2 Supongamos que vamos a eliminar la variable X1, que tiene asociada las

siguientes funciones:

fl(X17X27X3)7 f2(X17X4)7 fS(XI;XE)):

f4(X17X27X5)7 f5(X1)7 fG(XI;X2aX4;X6)J

donde cada variable tiene tres posibles valores, y el limite de tamanio para las funcio-
nes se establece en 81 valores. Siguiendo el criterio 1, las funciones se examinan en
secuencia y se combinan si es posible. Comenzamos con f1 y fo. Fl tamarno del pro-
ducto de ambas es 81, que queda por debajo del limite, y, por lo tanto, ambas funciones
pueden ser combinadas. Ahora buscamos otra funcién que pueda ser combinada con el
resultado del ultimo producto. Esa funcion deberia ser tal que el tamano del resultado
no tuviera mas de 81 valores. f5 es la unica que cumple esta condicion. Ahora conti-
nuamos con f3 y fq. Ambas se pueden combinar, dado que el tamano del resultado es
27. Sin embargo, f¢ no puede ser combinada sin exceder el limite de 81 valores. Por

lo tanto, después de el proceso de combinacion obtenemos tres funciones:

hi=fi-fo-fs, he=fs-fa, ha=Js
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Siguiendo el criterio 2, comenzamos con fi1 y la combinamos con f5, dado que
ésta ultima es una funcion de una variable y no anade ninguna complejidad. Ahora
buscamos aquellas funciones susceptibles de ser combinadas y que tengan mayor tamano
en comun. FEstas funciones son el resultado de fi - fs5 y fi. Por esa misma razon, f3
puede ser combinada con el resultado de la ultima operacion. Las restantes funciones,
fa y fe pueden combinarse también. Por lo tanto, después de aplicar el criterio 2, las

funciones resultantes son

hi=fi-fs-fa-fss ha=fa [

Se ha comprobado experimentalmente que el criterio 2 es el mejor de este grupo

(ver seccién 3.6).

3.5.1.2 Criterios de entropia

Ahora estamos interesados en mejorar los resultados dados por el criterio 2. La solucion
podria ser hacer un mayor esfuerzo en el proceso de combinaciéon. El enfoque que
proponemos es el siguiente: supongamos que después de aplicar el criterio 2, no se han
combinado todas las funciones. Una forma de refinar el proceso podria ser seleccionar,
de entre la que no se han combinado, la funcién mas “apropiada” y combinarla con
aquella con la que tenga un mayor tamano en comin (como en el criterio 2). Sin
embargo, notese que en este caso estamos permitiendo que se sobrepase el umbral de
tamano predefinido, pero esto ocurre como mucho una vez para cada variable. En

muchos casos, podremos asumir el incremento de costo computacional.

El punto clave aqui es definir qué entendemos por la funcién més “apropiada”. Una
posibilidad es considerar la calidad de las funciones no combinadas. A saber, la funcion
que proporcione la mayor cantidad de informacion deberia ser la mas susceptible de ser
combinada. La cantidad de informacién que proporciona una funcién puede medirse

mediante la entropia de Shannon, que se define como sigue:
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Definicién 3.1 Dada una funcion masa de probabilidad f, definida sobre un conjunto

finito €2, se define su entropia como:

E(f)==)_ f(z)log f(z). (3.19)

zeN

Cuanto mayor es la entropia de una distribucién f, menos informativa es ésta [52].
El maximo (log |©2]) se alcanza cuando f es la distribucién uniforme sobre €2, mientras
que el minimo (0) se alcanza para cualquier distribucién degenerada en un punto de
Q. Asi, el criterio que podemos considerar es combinar aquella funcién con menor
entropia, con aquella que resulte en un mayor tamano de las variables en comin. Nos

referiremos a éste como criterio 3. El algoritmo detallado es el siguiente:

1. Sea X,(; la variable a eliminar.

2. Sea H (i) el conjunto de funciones resultantes del proceso de combinacién segiin

el criterio 2.

3. Seleccionar h € H (i) tal que E(h) = fm}il?) E(f).
€H(2

4. Eliminar h de H (7).

5. Elegir h* € H(i) tal que ||s(h) N s(h")|| = fmgg);) |s(h) N's(f)]|, donde [|I|| es el
€H(

producto del nimero de casos de las variables cuyos indices estan en I.
6. Eliminar h* de H(i).

7. H(i)=H(i) U {h-h*}.
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3.5.2 Tratamiento de las observaciones

Otra cuestién importante que establecer sobre el algoritmo principal es el tratamiento
de las variables observadas. En este trabajo, hemos decidido incorporarlas antes de
calcular las funciones de muestreo. De esta manera, las funciones quedan restringidas
a los valores observados. Por lo tanto, se reducird el tamano de algunas funciones.
Ademas, no hay necesidad de distinguir entre variables observadas o no observadas a
la hora de simular. Este hecho reduce la posibilidad de obtener pesos nulos. Notese
que si las funciones se reducen a los valores observados, cualquier configuracién que se
obtenga en el proceso de simulacion serd consistente con las evidencias, a menos que
alguna funcién de muestreo se anule debido a los errores en las aproximaciones. Una de
las causas para la aparicién de pesos nulos en los algoritmos de simulacién existentes es
la discrepancia entre los valores simulados y las observaciones. Por contra, la desventaja
de incorporarlas al principio es que la inclusiéon dindmica de nuevas evidencias obligaria

a calcular de nuevo las distribuciones de muestreo.

La otra opcion es no restringir las funciones a las evidencias. En este caso, las
variables observadas no se simulan, sino que directamente toman el valor observado.
Entonces, la probabilidad de la evidencia se usa para ponderar la simulacion. Asi es
como funciona el algoritmo de ponderacidn por verosimilitud [30]. La ventaja es que la
inclusién de nuevas evidencias es sencilla, pero, por contra, se obtienen peores aproxi-

maciones.

3.5.3 Eleccion del orden de eliminacion de las variables

El orden de eliminacion de las variables, a la hora de calcular las funciones de muestreo,
determina la eficiencia del algoritmo de propagacién. Este problema es similar al
de la construccién de arboles de cliques 6ptimos en los algoritmos de propagacion
exactos [45, 46, 58]. Estos algoritmos requieren una triangulacién previa del grafo
moral asociado a la red causal. La triangulacién se realiza eliminando las variables de

la red en secuencia y conectando entre si todos los nodos adyacentes al nodo eliminado.



76 Capitulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importancia

Una adecuada eleccién del orden de eliminacion lleva a la obtencion de cliques de menor

tamano.

En el caso del algoritmo de muestreo por importancia, un adecuado orden de eli-
minacion debe resultar en funciones con tamano minimo, y, por lo tanto, cabria la

posibilidad de realizar mas calculos exactos sin exceder el limite de tamano.

Pensamos que los 6rdenes utilizados en los procesos de triangulacién deben producir
también buenos resultados en nuestros algoritmos. También, se puede considerar eli-
minar, en cada paso, la variable que produzca la funcion mas pequena como resultado
de la combinacion. En la experimentacion explicada en este capitulo, hemos empleado
un orden de eliminacién de hijos a padres, empezando desde las hojas del grafo. Por lo
tanto, las variables son simuladas de padres a hijos, comenzando por las raices. Esto se
ha hecho asi para poder comparar los algoritmos propuestos con el de ponderacion por
verosimilitud en igualdad de condiciones. La siguiente proposicién establece cuando

son equivalentes los nuevos algoritmos y el clasico de ponderacién por verosimilitud.

Proposicién 3.1 Sea X = {X;,..., X,,} el conjunto de variables de una red causal,
y H={f1,..., fa} el conjunto de distribuciones condicionadas asociadas a cada va-
riable. Supongamos que no hay ninguna variable observada. FEntonces, si o es un
orden ancestral de los vértices de la red, y la secuencia de eliminacion es de o(n) a
o(1), el algoritmo de muestreo por importancia es equivalente al de ponderacion por

verosimailitud.

Dem: Basta con demostrar que para cada variable X;, 1 < ¢ < n, su distribucién
de muestreo es f;, es decir, la distribucién condicionada de X; dados sus padres en el
grafo. Es claro que ninguna variable X, ;) aparece nunca en funciones f,(;), j < ¢, dado

que ¢ es un orden ancestral.

Ademas, las primeras variables en ser eliminadas son aquellas que se corresponden
con hojas del grafo. Ahora, supongamos que X; es una hoja. Su tinica funcién asociada

es fi(x¥, D), Vo € Uy,). Después de eliminar X;, la funcién resultante es
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Z fi(zi,z), Vo € Upy,

x;€U;

y, seglin la ecuacion (2.2), es igual a 1.

Ahora, supongamos que hemos eliminado todas las hojas. En este punto, las préxi-
mas variables a eliminar son aquellas cuyos unicos descendientes eran hojas. Por lo
tanto, ahora éstas son hojas también, y sus distribuciones asociadas son simplemente
las condicionadas combinadas con las resultantes de la eliminacion de las antiguas ho-
jas, que hemos visto que valen 1. Por lo tanto, la funcién de muestreo para cualquier
variable de la red, bajo estas condiciones, es simplemente su distribucion condicionada

original. 0

3.6 Evaluacién Experimental de los Algoritmos

En esta seccion presentamos los resultados del andlisis empirico que hemos realizado
para comprobar el funcionamiento de los nuevos algoritmos. Para las pruebas hemos
utilizado un grafo con 50 variables con zonas densas y no densas. Cada variable tiene
entre 2 y 4 valores posibles. Partiendo de esta red hemos disenado tres experimentos
diferentes. En el primero de ellos, las distribuciones de probabilidad de la red se han
generado siguiendo una distribucién uniforme #(0, 1), y no se ha considerado eviden-
cia alguna. En el sequndo, la tinica diferencia es que 7 variables han sido observadas,
tomando todas ellas su primer valor. En el tercero, las mismas 7 variables han sido ob-
servadas, y ademads se han modificado las distribuciones de probabilidad de la siguiente
forma: la probabilidad de obtener el valor observado se ha establecido a 0 excepto para
una configuracion de los padres, para la cual esa probabilidad vale 1. Hemos procedido

asi para reproducir las situaciones donde el método de ponderacién por verosimilitud
falla (ver [36]).

Hemos probado los siguientes algoritmos:
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PV :  Ponderacion por Verosimilitud.
MI2 :  Muestreo por Importancia, criterio 2.

MI3 :  Muestreo por Importancia, criterio 3.

El limite de tamano para la combinacién de funciones se ha establecido en 512 valores,
es decir, se permite realizar combinaciones mientras la funcién resultante no tenga mas
de 512 valores. El orden de eliminacién elegido es de hijos a padres, comenzando en
las hojas; por lo tanto, las variables se simulan desde las raices hasta las hojas. Cada
algoritmo se ha ejecutado 100 veces, y se ha calculado el tiempo y el error medio.
El nimero de simulaciones para cada ejecucién de los algoritmos oscila entre 1.000 y

10.000, con saltos de un millar.

Para una variable X;, la bondad de la estimacién se mide como [28]:

G(X) = Z alal (ZL[TZ)); (3.20)

donde p(|E) es la verdadera distribucién a posteriori, p'(a;|E) es el valor estimado y

|U,| es el nimero de casos de la variable X;. Para un conjunto de variables (X;);cr, la

G((Xi)ier) /ZG (3.21)

Los experimentos se han llevado a cabo en un ordenador Intel Pentium a 75 MHz,

bondad de la estimacidén es:

con 16MB de memoria RAM y bajo sistema operativo Linux 1.2.13. El lenguaje de
programacion elegido ha sido el C++.

Las tablas 3.2,3.3 y 3.4 y las figuras 3.2, 3.3 y 3.4 muestran los resultados de la ex-
perimentaciéon. Cada tabla muestra los tiempos medios de ejecucién de cada algoritmo

y el error en las estimaciones. Cada figura presenta el error de las estimaciones frente
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a el numero de iteraciones de simulaciéon. Hay una grafica para cada experimento,
donde se muestran simultdneamente las curvas correspondientes a los tres algoritmos

comprobados.

Atendiendo a los resultados obtenidos, podemos decir lo siguiente:

e No hay diferencias significativas entre los tres algoritmos probados cuando no
hay evidencias en la red (experimento 1). En este caso, el de ponderacién por
verosimilitud (P.V.) se muestra més rdapido, pues no requiere ningin proceso
previo a la propagacién, a diferencia de los nuevos algoritmos que proponemos,
que han de ordenar las variables, calcular las distribuciones de muestreo y ademas

utilizan estructuras de datos mas complicadas que las necesarias para el P.V.

e En el experimento 2, los algoritmos que proponemos se comportan claramente
mejor, debido a la presencia de variables observadas. La razén entre tiempo de
ejecucion y precisién de los resultados es ampliamente favorable a los algoritmos
de muestreo por importancia. Los dos criterios considerados para el M.I. no
ofrecen diferencias apreciables en este caso, ni en cuanto a tiempo de ejecucion
ni en cuanto a precisiéon. La explicacion a esto podemos encontrarla en el hecho
de que las distribuciones condicionadas se han generado siguiendo una uniforme,
por lo que no es de esperar encontrar distribuciones con valores de entropia muy

diferentes.

e El caso extremo es el experimento 3, donde se han modificado las distribucio-
nes para que la probabilidad de la evidencia sea muy baja. En esta situacién,
el P.V. es incapaz de dar ninguna estimacion de las probabilidades de la red.
Sin embargo, los algoritmos de M.I. muestran una mayor robustez al seguir ofre-
ciendo estimaciones tan buenas como en los casos anteriores. Puede observarse
que aqui si aparecen ciertas diferencias en favor del criterio 3 (entropia), dado
que los valores de entropia de las funciones si son ahora mas variados, al ha-
ber introducido distribuciones para las variables observadas con muchos valores

nulos.
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3.7 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado una nueva clase de algoritmos para la propagacién
de probabilidades en redes bayesianas. Los nuevos algoritmos se muestran més robustos
que el de ponderacién por verosimilitud en el caso general (cuando hay observaciones).
Cuando no hay observaciones, todos tienen un comportamiento similar, de hecho, en
este caso los algoritmos son equivalente para el orden de eliminacién seleccionado (ver

proposicién 3.1).

Una ventaja importante de nuestros procedimientos es que se detecta cuando se
puede realizar la propagacién exacta (cuando todas las variables han podido ser eli-
minadas utilizando el procedimiento exacto). En este caso podriamos dar resultados

exactos, sin llevar a cabo la simulacion.

Muchos aspectos de estos algoritmos deben ser estudiados en futuros trabajos. Por

ejemplo, nuevos criterios para seleccionar las funciones que van a ser combinadas.

El orden inicial de las variables es otro punto a estudiar. Por ejemplo, podriamos
considerar érdenes resultantes del proceso de triangulacién de la red [8, 49, 34, 35, 56]

que utilizan los métodos exactos a la hora de construir el drbol de cliques [45, 46, 58].

Ademas, otras técnicas de simulacién se pueden relacionar con las utilizadas en este
capitulo [29, 31, 72].

En el siguiente capitulo presentaremos una serie de nuevos algoritmos que resultan
de aplicar la técnica del muestreo estratificado [4, 5, 72] a los muestreadores que hemos

desarrollado.
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PV MI2 MI3
Iterac. (miles) Tiempo Error Tiempo Error Tiempo Error
1 2.21 0.224383 3 0.223273 3 0.222592
2 4.54 0.158836 5.94 0.157194 5.76 0.158537
3 6.96 0.127586 8.65 0.129869 8.6 0.126903
4 8.77 0.110999 11.38 0.110834 11.35 0.110898
5 11.02 0.099033 14.23 0.099848 14.15 0.100548
6 13.26 0.091193 17.07 0.091004 16.93 0.090534
7 15.45 0.084254 19.92 0.084289 19.74 0.084069
8 17.48 0.078250 22.66 0.078793 22.59 0.078858
9 20.01 0.074152 25.02 0.074511 25.79 0.074105
10 22 0.070350 27.77 0.070593 28.2 0.071061
Tabla 3.2: Resultados del experimento 1
PV MI2 MI3
Iterac. (miles) Tiempo Error Tiempo Error Tiempo Error
1 2.28 0.369696 2.66 0.142527 2.8 0.144746
2 4.55 0.262667 5.31 0.118531 5.51 0.116398
3 7.09 0.214533 8.04 0.101944 8.31 0.103525
4 9.46 0.184992 10.6 0.091004 11.04 0.092368
5 11.36 0.167224 13.29 0.081832 13.78 0.082110
6 13.44 0.154013 15.96 0.077728 16.46 0.076983
7 16.04 0.139159 18.56 0.073540 19.27 0.073808
8 18.85 0.133997 21.23 0.067369 22.09 0.068852
9 20.54 0.125444 23.84 0.064750 26 0.065158
10 24.95 0.119467 26.56 0.061767 27.56 0.062544

Tabla 3.3: Resultados del experimento 2
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PV MI2 MI3
Iterac. (miles) || Tiempo | Error || Tiempo Error Tiempo Error
1 - - 2.65 0.190807 2.78 0.203285
2 - - 5.54 0.135611 5.52 0.126449
3 - - 7.94 0.119573 8.27 0.098778
4 - - 10.59 0.097704 11.27 0.096473
5 - - 13.25 0.084700 13.63 0.088657
6 - - 15.84 0.062339 16.36 0.077345
7 - - 18.47 0.090446 19.21 0.064577
8 - - 21.42 0.054518 21.72 0.065522
9 - - 23.84 0.067379 24.56 0.055519
10 - - 26.58 0.060067 27.04 0.052993

Tabla 3.4: Resultados del experimento 3

0.24 T T T T T T T T

'MI2_error’ ——
0.22 'MI3_error’ -<---
'PV_error’  +

0.2 r

0.18 |

0.16 |

Error

0.14

0.12 |

0.08 |

0.06 ! ! ! ! ! ! ! !

Iteraciones (miles)

Figura 3.2: Experimento 1, Gréficas de errores.
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Figura 3.4: Experimento 3, Gréficas de errores.






Capitulo 4

Algoritmos de Muestreo
Estratificado

4.1 Introducciéon

La simulacion estratificada es una técnica muy conocida en estadistica que conduce
el proceso de simulacion de forma que se eviten las muestras raras o desequilibradas.
La idea basica consiste en dividir el espacio muestral en diversas regiones o estratos y
elegir en cada uno de ellos un nimero 6ptimo de muestras. Esto produce una mejor
representacion del espacio muestral que la que resulta de las muestras aleatorias, y se
pueden obtener mejores estimaciones para un tamano determinado de la muestra o

bien reducir el tamano de la muestra para obtener la precisién requerida.

En este capitulo revisamos los trabajos donde se aplica esta técnica al problema de
la propagacién de probabilidades en redes bayesianas [4, 5], para incorporarlo después

a nuestro sistema de simulaciéon con precomputacién.

La organizacién del capitulo por secciones es la siguiente. En la seccion 4.2 co-
menzamos examinando los fundamentos tedricos del muestreo estratificado [72], que
al igual que el muestreo por importancia, surge como una técnica de reduccién de la

varianza en el calculo de integrales por Monte Carlo. La aplicacion de esta técnica a los
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algoritmos presentados en el capitulo anterior se expone en la seccién 4.3. Esta técnica
presenta problemas de precisién cuando las redes son de tamano grande, debido a los
errores de redondeo producidos al trabajar con niimeros muy préximos a cero. Para
resolverlo, en la seccién 4.4 proponemos un método recursivo equivalente al estratifi-
cado que elimina los problemas de redondeo dividiendo el proceso de propagacién en
etapas y trabajando con nimeros mas alejados del cero. A continuacién (seccién 4.5)
se detallan los experimentos realizados con los algoritmos propuestos, para finalizar el

capitulo con las conclusiones en la seccién 4.6.

4.2 Muestreo estratificado

El objetivo es calcular la siguiente suma:

=3t =3 ff(jj) @)=Y o) £,

zeUn zeUn f zeUn

donde f*(z) es una f.m.p. auxiliar que se usard para muestrear (al igual que en el

muestreo por importancia) y g(z) = f(x)/f*(x). Ahora podemos dividir la regién
sobre la que se suma (Uy) en m estratos U;, i = 1,...,m, con Uy = J-,U; y

UiNU, = ¢sij#k,y expresar la suma como:
-3 [T o] -3
i=1 Lzel; i=1
Denotamos por P; la probabilidad del estrato ::

=Y f(x)

zeU;

Se cumple que
m
Sr-t
i=1

Ahora denotamos por g¢; la restriccion de ¢ al estrato i:

g(x) si x €U,
gi(x) =
0 si x ¢ U,.
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Entonces podemos expresar la suma de cada estrato como:

I = Z Pzgz(ﬁ)fT(:r) = P;E[gi(z)].
zeU;
La esperanza F[g;(x)] podemos aproximarla por la media muestral, obteniendo un
estimador para [;:

L
Ty = Nz Zg(l‘ji)a

ji=
donde N; es el niimero de muestras que se toman en el estrato 7, siendo el niimero total

de muestras N = Y_" | N;. Por lo tanto, un estimador de la suma I sera:

m m N;
SR 1L el |
i=1 i=1 tji=1
La eleccién més sencilla para P; y N; es tomar P, = 1/m y N; = NP;, en cuyo caso:
m 1 N/m
T= Z N Z g(‘rji)
i=1 ji=1

En general, en este método, el problema es elegir de forma 6ptima

e El nimero de muestras en cada estrato (V).

e La probabilidad de cada estrato, P;, o lo que es lo mismo, la funcién de muestreo

f*(x).

Un estudio detallado de esta técnica puede encontrarse en [72].

4.3 Aplicacién del Muestreo Estratificado a los Nue-

vos Algoritmos

En esta seccién, estudiamos cémo aplicar la técnica de muestreo estratificado [4, 5, 72]

a los nuevos algoritmos estudiados en el capitulo anterior [36, 37].
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4.3.1 Muestreo estratificado en redes bayesianas

Los primeros algoritmos de propagacion basados en muestreo estratificado fueron desa-
rrollados por Bouckaert [4] y Bouckaert, Castillo y Gutiérrez [5]. La idea es considerar
el espacio de todas las posibles configuraciones de las variables de la red, y asignar a
cada una de ellas un subintervalo de [0, 1], de tal forma que las configuraciones més
probables tengan asignado un subintervalo mas amplio. Entonces, se selecciona un

grupo de configuraciones muestreando sobre el intervalo [0, 1]. El procedimiento es el

siguiente:
Sea un conjunto de variables X = {Xj,..., X}, donde cada variable X; toma
valores en U; = {0,1,...,7; —1}. Sean f;(z¥ 2*F®) i = 1,... n las distribuciones

condicionadas para cada variable dados sus padres en la red. En estas condiciones,
podemos calcular todas las posibles configuraciones de las variables y calcular su pro-
babilidad de ocurrencia. Podemos considerar un orden de las configuraciones de la

siguiente manera [5]:

Definicién 4.1 Sean © = (z1,29,...,2,) ey = (Y1,Y2,- -, yn) dos configuraciones de

X. Se dice que x precede ay (x < y) si:

r<y <= Fktq Vj<k z;=y; vz < Y. (4.1)

OaOnn©

Figura 4.1: Una red bayesiana.

En base al orden definido en (4.1), se construye una tabla que representa el espacio
muestral. Esta tabla se usa para obtener las configuraciones en el proceso de muestreo.

Por ejemplo, sea X = { X, X5, X3} un conjunto de variables, cada una con dos posibles
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fZ(O,U) = P(Xz = O‘Xl = 0) =0.2

f2(0:1> = P(X2 = O‘Xl = 1) =0.5

f2(1,0) = P(Xz = I‘Xl = 0) = 0.8

f2(1:1> = P(X2 = 1‘X1 = 1) =0.5

f3(0,0) = P(X3 = 0| X2 =0) = 0.2

f3(0,1) = P(X3 =0/ X2 = 1) = 0.3

f3(1,0) = P(X3 = 1] X2 =0) = 0.8

f3(1,1) = P(X3 =1/ X2 = 1) = 0.7

Tabla 4.1: Valores de probabilidad para la red anterior.

Configuracién | Probabilidad | Prob. acumulada | Intervalo asociado
(0,0,0) 0.024 0.024 (0.000,0.024)
(0,0,1) 0.096 0.120 (0.024,0.120)
(0,1,0) 0.144 0.264 (0.120,0.264)
(0,1,1) 0.336 0.600 (0.264,0.600)
(1,0,0) 0.040 0.640 (0.600,0.640)
(1,0,1) 0.160 0.800 (0.640,0.800)
(1,1,0) 0.060 0.860 (0.800,0.860)
(1,1,1) 0.140 1.000 (0.860,1.000)

Tabla 4.2: Probabilidades e intervalos para las configuraciones ordenadas.
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X, Xo X3
1
111
11 0.860
1 110
0.8
101
10 0.640
100 06
01 011
0
0.2614
010
- o 0.12
0 0.024
0

Figura 4.2: Configuraciones y sus probabilidades acumuladas.

valores. La figura 4.1 muestra la red asociada a X y la tabla 4.1 las probabilidades a
priori para las variables de X. En la tabla 4.2 pueden verse las configuraciones orde-
nadas y su probabilidad de ocurrencia, probabilidad acumulada e intervalo asociado.
Cada configuracién z° tiene asociado un intervalo I; = [I(4), h(i)) C [0,1] cuyos limi-

tes se calculan a partir de las probabilidades acumuladas de acuerdo a las siguientes

expresiones:
. a % ilr
16y = Y T[fHE".
j<i r=1 . (42)
; ; s (T
hi) = 16+ ] £,
r=1
donde 27 es la j-ésima configuracién de la variable n-dimensional X y f*. r =1,...,n,

son las distribuciones de muestreo. La figura 4.2 muestra la divisién del intervalo [0, 1]

para la red de la figura 4.1.

Para obtener una muestra de tamano m, se generan m numeros en el intervalo
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[0,1], y se comprueba qué configuracién se corresponde con cada nimero generado,
de acuerdo a la particién de la regién (figura 4.2). A continuacién, se pondera cada
configuracién de acuerdo con la distribucién usada para calcular los intervalos (f) y la
distribucién original. Los m nimeros no son aleatorios, sino que se calculan de forma

determinista [5] de la siguiente manera,

0.5
hy = Ci=1,2,....m.
m

El hecho de que estos niimeros se generen de forma determinista motiva que este

método se denomine también de muestreo sistemdtico [14].

El siguiente ejemplo explica cémo obtener una muestra a partir de una secuencia

de numeros dada.

Ejemplo 4.1 Considérese la red mostrada en la figura 4.1. Generando cuatro nimeros

k;=(i—0.5)/4,i=1,...,4, obtenemos la secuencia

(0.125,0.375,0.625, 0.875).

Ahora, para cada nimero, buscamos en el diagrama representado en la figura 4.2

las configuraciones correspondientes. Estas son:

Nimero | Configuracion (xz1,z2,x3)
0.125 (0,1,0)
0.375 (0,1,1)
0.625 (1,0,0)
0.875 (1,1,1)

Se puede apreciar que cuando m aumenta, la frecuencia relativa de cada configu-
racion converge a su valor de probabilidad. El hecho de que no se utilicen nimeros

aleatorios hace que este algoritmo tenga un caracter mas numérico que de simulacién.
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Notese que las funciones de muestreo pueden ser cualesquiera, mientras verifiquen las
condiciones de las distribuciones de muestreo por importancia [72], luego dependiendo
de las que se usen, se obtendran distintos resultados. Bouckaert, Castillo y Gutiérrez
[5] usan las mismas funciones que en el algoritmo de ponderacién por verosimilitud.
Aqui estudiaremos el uso de las funciones de muestreo tal y como las calculamos en el

capitulo anterior, es decir, mediante un proceso de precomputacién aproximada [37].

4.3.2 El algoritmo de muestreo estratificado

En esta seccién formalizaremos el método explicado en la seccion anterior. La cuestion a
resolver es como obtener la configuracién correspondiente a un nimero dado k; € [0, 1].
Un procedimiento podria ser calcular las probabilidades para todas las configuraciones
en secuencia, hasta que se alcance el valor k; (es decir, aplicar la técnica de biisqueda
en tablas para la generacién de variables aleatorias discretas [72] a la variable n-
dimensional). Sin embargo, la complejidad de este proceso es la misma que la de
la obtencién de las probabilidades exactas de la red, y suponemos que no hemos sido

capaces de obtenerlas.

El método propuesto por Bouckaert et al. [5] comienza con una configuracién de las
variables, y, para un k; dado, determina qué variables deben cambiar su valor para que
la probabilidad acumulada de la configuracién de todas las variables alcance a k;. Para
ello, asociado a cada variable habrd un intervalo [I(i), h(i)) representando las “zonas”
de la regi6n en las cuales la variable X; cambia su valor (ver figura 4.2). Entonces,
se busca la primera variable X; tal que k; € [I(j),h(j)), comenzando con j = n.
Cuando se encuentra ese j, los intervalos correspondientes a las variables X4, ..., X,

se actualizan para que contengan a k;.

Una ventaja importante del muestreo estratificado aplicado de esta manera es que
es posible saber cuadntos numeros de la secuencia k; se corresponden con la misma
configuracién, con el consiguiente ahorro de célculos. Para un cierto k € [0, 1], esa

cantidad serd [5],
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A= |(h(n)—k) -m|+1, (4.3)

donde |x] es la parte entera de x para todo = € IR.

El algoritmo general es el siguiente:

Algoritmo de Muestreo Estratificado (ALG ME)

1. Establecer un orden o del conjunto de indices N = {1,...,n}.

2. Calcular las distribuciones de muestreo f;*, [ € N de acuerdo con la secuencia de

eliminacién impuesta por o (como en el muestreo por importancia).
3. Inicializacién.
4. Desde j = 1 hasta m (tamano de la muestra),

(a) Generar_configuracién(z1)).

(b) Calcular
A= [(h(n) —kj)-m] + 1.

(c) Calcular

_ (HiEN fi(ff(j>¢5(fi))) : (HreE Je, (x(j)“))
wi= A + () b(7) :
HlEN fix 1))

(d) j=7+A.
5. Para cada x, € Uy, k= {1,...,n},
(a) Estimar p(zy, e) usando la férmula (3.12).

6. Normalizar los valores p(zy, e) para obtener p(zy|e).
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Este algoritmo es bastante similar al de muestreo por importancia. Las diferen-
cias radican en los procedimientos Inicializacién y Generar_configuracion. Estos

procedimientos son como sigue [5]:

Inicializacién

1. 1(0) = 0.0; h(0) = 1.0.
2. Desde 1 = 1 hasta n,
(a) I(z) = 0.0.
(b) Si X, € Xg hacer
o val(o(i)) = eq)-
e h(i)=nh(i—1).

En otro caso,

Este procedimiento calcula la primera configuraciéon y su probabilidad. La confi-
guracién de las variables se almacena en el vector val(). Ademads, se inicializan los

intervalos [[(7), h(i)) segin la probabilidad del primer valor de cada variable Xj.

El procedimiento para generar configuraciones es el siguiente:
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Generar_configuracién(z(¥)

1 k= z—0.5.
m

2. Sil(n) < k; < h(n) hacer j = n.
En otro caso, seleccionar j < n tal que h(j — 1) > k; > h(j).

3. Mientras j < n,
Si X4(;) € Xg, entonces

o I(j)=1(j — 1).
o h(j)=h(j—1).
En otro caso,
o t=0.
o I(j)=1(j — 1).
o h(j) =10)+ (h(j = 1) =1 = 1)) - f5;(1).
e Mientras k; > h(j) hacer
—t=t+1.
= 1(j) = h(j).
= h(g) =1(5) + (h(G = 1) = 1(G = 1)) - fa(®).
o val(c(j)) = t.
j=j+1,

4. Devolver la configuracién 2 en el vector val().
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En el algoritmo, k; es el punto del intervalo [0, 1] para el cual queremos saber la
configuracién de las variables que le corresponde. En el paso (2), se calcula la posicién
a partir de la cual debe actualizarse la configuracién de las variables. Esta posicién
coincide con la de la primera variable para la cual su intervalo asociado [l, h) contiene
a k;. En el paso (3) se obtiene la configuracién y se actualizan los intervalos. Notese

que las variables observadas no intervienen en la construccién de los intervalos.

4.3.3 Problemas del muestreo estratificado

Aunque el algoritmo de muestreo estratificado es muy eficiente, en la préactica, surge un
importante problema cuando se trata de propagar sobre redes grandes. El problema se
debe a la limitada precision de la representacion los niimeros reales en los ordenadores.

Obsérvese que cuando se calculan los intervalos [/, h), se usa la siguiente expresién,

h(7) = 1) + (h(5 = 1) = 1(G = 1)) - f55(1),

en la cual realizamos dos sumas y un producto con nimeros a menudo muy préximos
a cero. En general, cuanto més grande es la red, mas pequenos serdn estos nimeros.
El resultado es que si se usan nimeros en punto flotante para representar los limites
de los intervalos, al final todos se redondean a cero, debido a la pérdida de digitos

significativos, lo que hace que el algoritmo no funcione.

Una solucién podria ser incrementar el nimero de bits usados para representar los
nimeros en punto flotante, pero siempre podremos encontrar una red suficientemente

grande como para que todos los intervalos se conviertan en cero.

Por otro lado, conforme aumenta el tamano de la red disminuye el de los intervalos,
con lo cual es menos probable que caiga més de un niimero dentro de cada intervalo.
Esto provoca que una de las principales razones de la velocidad de este método no sea

efectiva, dado que los nimeros tenderan a caer cada uno en un intervalo distinto.

En la siguiente seccion proponemos un método alternativo para realizar el muestreo



4.4. Muestreo Estratificado Recursivo 97

estratificado que evita los problemas de precisién [37].

4.4 Muestreo Estratificado Recursivo

Que el muestreo estratificado funcione o no, depende fuertemente del tamano de la
red. Seria interesante encontrar una forma de poder aplicar este método a una red
de tamano arbitrario. En esta secciéon proponemos un esquema de propagacion donde
el muestreo estratificado se aplica a cada variable por separado, con lo que su validez
es independiente del niumero de variables. En cada paso, los intervalos se escalan al
[0, 1], con lo que no aparecen errores de redondeo tan pronunciados. Empezaremos con
una primera aproximacion al algoritmo, explicando con un ejemplo su funcionamiento
para después formalizar el algoritmo detallado, que puede ser implementado de forma
recursiva, y su equivalencia con el muestreo estratificado clasico. Un primer enfoque

es el siguiente:

1. Elegir un orden {Xj,..., X, } de las variables de la red y calcular las distribucio-

nes de muestreo.

2. Tomar m nimeros k; € [0, 1] de la misma manera que en el muestreo estratificado

original.
3. Desde t =1 hasta n — 1,

(a) Considerar X;. (Inicialmente ¢t = 1).
(b) Para cada posible valor de X,

i. Sea r la cantidad de nimeros k; que caen dentro del intervalo corres-

pondiente al valor actual de X; (ver férmula (4.3)).

ii. Generar r configuraciones de la variable X, .

Cuando este procedimiento recursivo termina, cada variable ha sido simulada m

veces. El siguiente ejemplo puede aclarar la idea.
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X1 X2|X1=0 X3[X2=1,X1=0
1 1 1
1 0.7813
| 0628 // 1
0.6
1
0.375
0 02083 | 02604 0.3
] o |02 0
0.125
0 0 0

Figura 4.3: Muestreo estratificado recursivo.

Ejemplo 4.2 Consideremos la red mostrada en la figura 4.1, y la secuencia de numeros
k; = 0.125,0.375,0.625,0.875. Cuando generamos los cuatro numeros k;, podemos
saber cudntos de ellos caen dentro del intervalo asociado al primer caso de la variable
Xi. Las probabilidades utilizadas para calcular los intervalos son las de la tabla 4.1.
En este caso, en el intervalo [0,0.6) hay dos nimeros: ki = 0.125 y ky = 0.375. As,

sabemos que en la muestra final habrd dos configuraciones (1, 9, x3) con x; = 0.

Si usamos el muestreo estratificado de Bouckaert, hemos de trabajar entonces en el
intervalo [0,0.6) de cara a obtener las configuraciones de Xo para los valores ki y k.
FEs decir, hemos de aplicar (4.2). Pero, recordemos, queremos solventar el problema
del redondeo. Para ello, llevamos el intervalo [0,0.6) al intervalo [0,1), de forma que

los valores ki y ky se transforman en ky = 0.2083 y kb = 0.625 (ver figura 4.3).

A continuacidn, repetimos el proceso para X, para la cual tenemos que generar
dos valores, pero ahora trabajando en el intervalo [0,1], que dividimos en subintervalos
de acuerdo a P(X3|X; = 0). En este caso, en el nuevo subintervalo [0,0.2) no hay
ningun ki correspondiéndose con la primera configuracion de Xo, y para la sequnda
configuracion de Xo, y en el nuevo subintervalo [0.2,1), hay dos k.. Por lo tanto,

obtenemos dos configuraciones (1, o, x3) con xo =1, que son aquellas asociadas a k}
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Ahora repetimos el mismo proceso para la variable X5. Fsto es, transformamos el
intervalo [0.2,1) en el [0,1), y los valores k} y kb, pasan a ser kY = 0.2604 y k% = 0.7813.
El siguiente paso es identificar los valores de X3 que se corresponden con los valores
de ki y kY (ver figura 4.3). Estos valores son X3 = 0 para kY = 0.2604 y X3 =1 para
k% = 0.7813. Por lo tanto, obtenemos dos configuraciones (xq, 9, x3), una con x3 =0

y otra con x3 = 1.

Dado que no hay mds variables, volvemos hasta la primera variable para reconstruir
las configuraciones completas. De esta forma podemos concluir diciendo que las dos

primeras configuraciones de la muestra final son (0,1,0) y (0,1, 1).

En definitiva, se obtiene el mismo resultado que con el muestreo estratificado habi-
tual, pero eliminando los errores de redondeo al no reducirse el tamano de los intervalos

conforme se avanza en la simulacion.

Una version detallada del algoritmo, expresada como un procedimiento recursivo,

es la siguiente.

Algoritmo Estratificado Recursivo (ALG MER)

1. Seleccionar un orden o del conjunto de indices N = {1,...,n}.

2. Calcular las distribuciones de muestreo f;*, [ € N de acuerdo con la secuencia de

eliminacién impuesta por o (como en el muestreo por importancia).

3. Sea m el tamano de la muestra.

) 1
4. Incremento: inc = —.
m

0.5
5. Primer nimero: k = —.
m

6. Limites del intervalo: [ = 0.0, h = 1.0.
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7. Variable a simular: ¢ =1 (la primera).
8. SIMULA (i,l,h,k,inc,m).
9. Para cada x, € Uy, k= {1,...,n},
(a) Estimar p(zy,e) usando la férmula (3.12).

10. Normalizar los valores p(xy, ) para obtener p(zle).

donde SIMULA es un procedimiento que funciona como el muestreo estratificado
clasico pero sélo para una variable en cada momento, y que vuelve a llamarse a él

mismo para simular el resto de las variables.

SIMULA (i,l,h,k0~Y jine,A)

1. Si 7 > n entonces,
e Asignar un peso a la configuracion almacenada en el vector val como en el
paso 4.(c) del algoritmo ALG ME.

e Terminar.
2. Si X,(;) € Xg entonces,

a) vallo(i)] = eq).

(a)

(b) kO = (-1,

(¢) SIMULA (i + 1,1,h,k® inc,A).
)

(d) Terminar.
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6. Mientras k) < 1.0 hacer
(a) I =h.
(b) h=h+ fr;().
(c) Mientras h < k@ hacer
e v=uv+1.
e [=h.
e h=h+ f;‘(i)(v).
(d) vallo(i)] = v.

(e) A= VZ? ka + 1.

mc

(f) SIMULA (i + 1,1,h,k® inc,A).
(g) kD =Kk 4 A -inc.

(h) v=v+1

A continuacion explicamos el funcionamiento del procedimiento SIMULA. Cuando se
llama a este procedimiento, se comprueba si todas las variables han sido ya simuladas.
Si la respuesta es afirmativa, entonces ya tenemos una configuraciéon completa, cuyo

peso puede calcularse como en el paso 4.(c) del algoritmo ALG ME.

En otro caso, se comprueba si la variable de entrada X, ;) esta observada o no. En

el primer caso no se simula: el algoritmo toma directamente el valor observado y los
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parametros de entrada no cambian y se pasa a simular la siguiente variable. Esta tarea

se realiza en el paso 2.

Pero si la variable de entrada no esta observada, hay que elegir un valor v para
ella. El paso 3 escala los valores de k) e inc al intervalo [0, 1]. Es decir, se dividen los
valores por la amplitud del intervalo correspondiente a la variable anterior. Recuérdese
que k@ es el nimero que determinara qué valor de la variable se va a seleccionar, de
acuerdo con la probabilidad acumulada de los casos de la variable, y que inc es el

incremento para alcanzar el préximo valor de &),

Los limites del intervalo han de ser escalados al [0, 1] también, lo que viene deter-
minado implicitamente por la condicién k) < 1 en el paso 6. En este paso, se toma el
menor k) y se elige un valor v para la variable Xo(;); mds tarde se toma el siguiente
k) y se repite el proceso, y asi sucesivamente hasta que se hayan tomado todos los

valores k() para el intervalo [0, 1] asociado a la variable X, ;).

De cara a seleccionar un valor v para la variable, debemos fijar los intervalos

1= fiww),h=1+ fry)]

u<v

que contienen los valores k. Por lo tanto, dado k), debemos establecer cudl es
su intervalo asociado [[, h] para obtener un valor v. Este es el objetivo de los pasos
6.(a)-6.(d).

Una vez se ha fijado el intervalo, en el paso 6.(e) se calcula el nimero de configu-
raciones, A, que se corresponden con el actual valor v de la variable X, ;). Entonces,
en el paso 6.(g), se toma el siguiente valor k" y se repite el proceso. Ademds, para el
valor actual de la variable, deben simularse las demas variables también. En concreto,

sabemos que habra A configuraciones para el valor v. Para ello se llama recursivamente
al procedimiento SIMULA en el paso 6.(f).

Obsérvese que todas las variables se simulan en el intervalo [0, 1] completo, inde-
pendientemente del tamano de la red, lo que hace que este algoritmo sea vélido para

redes de tamano arbitrario.
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Otra ventaja de este procedimiento respecto al muestreo estratificado clasico es
que se evita buscar la configuracién actual, en concreto, el paso 2 del procedimiento

Generar_configuracion del algoritmo ALG ME (seccién 4.3.2), no es necesario.

Los siguientes resultados muestran que el algoritmo ALG MER es equivalente al
ALG ME a nivel tedrico, es decir, suponiendo que no esta limitado el nimero de cifras

decimales en la representacién interna de los niimeros reales.

Lema 4.1 Sea X = {X,(1),..., X, } el conjunto de variables de la red, cada variable

Xo(i) tomando valores en un conjunto Uyuy. Sea N = {1,...,n}, y 2y € Uy una
configuracion de las variables en X. Si f;‘(j), j =1,...,n son las distribuciones de
muestreo para cada variable, entonces, para todo 1 = 1,...,n se cumple que

S II1Hw) = T]# @) o EBaw |+ Y TIAHwY), (a4

. . . roaeT!
y<mé1 JeI jeI y<méa(l) y<z$l JeI

yeUr yeUs(s) yeUp

donde I ={o(1),...,0(i)} y I'=1—{o(i)}.
Dem: Si definimos los siguientes sucesos:

. I
= ‘“una configuracién y € Uy es menor que xé 7,

= ‘“una configuracién y € U;_(,(;) es igual a i e @

Y

“una configuracién y € Uy, es menor que xéa(i)n,

S QO & =
I

= ‘“una configuracion y € Ur_(,(;)} es menor que xéf—{a(i)}n

Y

entonces se verifica que A = (BAC)V Dy, dado que A = (BAC) y D son sucesos
disjuntos, y P*(B A C') = P*(B) - P*(C|B),

P*(A) = P*(B) - P*(C|B) + P*(D),
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donde P* es la distribucion de muestreo. Esta igualdad es trivialmente cierta y equi-

valente a la ecuacién (4.4). O

Proposicién 4.1 Supongamos que k € [0,1]. Sea k) el valor transformado de k
cuando se simula la variable X,y en el algoritmo ALG MER. Sean I = {o(1),...,0(i)},
I'=1—{o(i)}, y sea xy € Uy una configuracion de todas las variables de la red. En-
tonces,

b= Y T+ k0 T

y<zé1l Jjer jer

yeUp

Dem: Noétese que las variables observadas no se simulan, y por lo tanto éstas no

cambian los limites del intervalo, [ y h.
Haremos la demostracion por induccion.

Inicialmente, en la primera ejecucion del procedimiento SIMULA, [ = 0.0y h =
1.0, luego kM) = h—_l =k, y, por el paso 3 en la siguiente llamada al procedimiento
SIMULA, con parametros (2,1, h, k"), inc, A),

AREDY y<ay® f;(l)(yig(l))
k(l) - l yEUG(l)
_ - * o(1
h l fa(l) (‘/L‘é ( ))

lo que se sigue del hecho de que, para cualquier variable X;;), los valores de [ 'y h son
aquellos calculados antes de llamar al procedimiento SIMULA cuando se simula la

variable anterior:

I = Z [N (e

lo(i—1)
y<z,

YeU,(i-1)
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h = Z f;(iq)(ywu*l))-

ysxéa(ifl)
YeU,(i-1)

Por lo tanto,

k= Z Fay (D) + £ f;(n(xég(l))-

Lo (1)
y<z,

yeU, (1)
Luego la proposicion se cumple para i =1¢ ¢ = 2.

Ahora demostraremos que si la proposicion se cumple para cualquier 7, entonces también

se cumple para i + 1:

b= Y TLa0+ k9 T 56

y<zé1l jer jer

yeUp
Del procedimiento SIMULA (i + 1,1, h, kY inc, A), paso 3, se sigue que
KO- e Tl

L(i+1) — yEUa(il -
oy (@)

luego,

Eo= > J1A@D+ | Y fro@E O+ > fio O | TT )

S U i sl
y<x$1 Jjel y<xé°(l) JeI

yEU]/ yer(i)
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S | PR ER AR | FAC IR | B I D e (A

;o . R )
y<x$1 jer Jjel jer y<xéﬂ(l)
yEUII yEUa'(i)

y segtn el lema 4.1,

b= S0 L5 W9) + K LA ).

y<x$1 Jjel JeI
yeUs
O
Teorema 4.1 Sea k;, j € {1,...,m} una secuencia de numeros pertenecientes al
intervalo [0,1]. Sea {z(),... 2™} el conjunto de configuraciones obtenidas por el

algoritmo ALG ME para la secuencia anterior, y {y™, ..., 4™} las obtenidas por el
algoritmo ALG MER. Entonces,

Vie{l,...,m}, z® =q4y®,

Dem: Sean [ y I' iguales que en la proposicién 4.1. Para un k € [0, 1] dado, la confi-

guracion obtenida por el algoritmo ALG ME es aquella configuracién xy verificando

o1l <k< > T[1HWY),

y<méf JeI ygzél jeI
yeUr yeU;

mientras que el algoritmo ALG MER devuelve aquella configuracién verificando que,

para todo i € {1,...,n},

Z Faiy(y) < EW < Z foiy (9)-

y<at® y<ato®

yeUs (i) YeU, ()
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Por lo tanto, para demostrar que el teorema se cumple, es suficiente probar la

siguiente equivalencia:

o Bow <k < > fawme > TIHw) <k< > []HE).

y<atr® y<ate® y<at! jer y<ai! jeI
Y€UH (i) YEUL (i) yeUr yeUr

Por la proposicion 4.1, esta ultima desigualdad es cierta si y sélo si

> 1nw)< X 1A+ e < > 11569,

. PR i )
y<x$1 jel y<zé,1 g€l JerI yﬁl’él jel

yeUy yeUp yeUr

y por el lema 4.1, esto es equivalente a

Yo Baw) <k < > ).

y<at?® yrg
Y€Us (i) yeUs (i)

Este teorema da validez al algoritmo de muestreo estratificado recursivo, y asegura
que, en todos los casos en que el algoritmo clasico sea aplicable, el algoritmo recursivo
proporciona los mismos resultados. En los casos en que el algoritmo clasico no sea
aplicable debido a los errores de redondeo, el algoritmo recursivo proporciona los re-
sultados que el clasico, en teoria, deberia ofrecer. Esto quiere decir que los resultados
sobre convergencia que pudieran aplicarse al método de Bouckaert, Castillo y Gutiérrez

[5], son también aplicables a nuestro método.
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4.5 Evaluacién Experimental de los Algoritmos

En esta seccién presentamos los resultados de la evaluacion experimental de los algo-
ritmos propuestos en este capitulo. Se han realizado tres experimentos, todos ellos
iguales a los del capitulo anterior, salvo que en este caso, dado el caracter determinista
de estos algoritmos, cada prueba sélo se ejecuta una vez para cada valor fijado del

numero de iteraciones de simulacion.

También hemos comparado experimentalmente el comportamiento de los algoritmos

de muestreo estratificado frente a los de muestreo por importancia.

Las pruebas se han realizado con los siguientes algoritmos:

PV :  Ponderacién por Verosimilitud.
MI2 :  Muestreo por importancia, criterio 2.
MI3 :  Muestreo por importancia, criterio 3.

PVE : Muestreo estratificado clasico (PV Estratificado).
ME2 : Muestreo estratificado recursivo, criterio 2.

ME3 : Muestreo estratificado recursivo, criterio 3.

Los resultados de la experimentacién se muestran en las tablas 4.3, 4.4, 4.5, y en las
figuras 4.4 a 4.14. Cada una de las tres tablas muestra los tiempos y errores en las
estimaciones para cada algoritmo en cada uno de los experimentos. Los errores en las
estimaciones son también presentados en una grafica para cada experimento. Ademas,
se han incluido una graficas adicionales en las que se compara cada algoritmo con su

versién estratificada. Atendiendo a los resultados obtenidos, podemos decir lo siguiente:

e No hay diferencias importantes entre los algoritmos de muestreo estratificado

cuando no se presentan evidencias (experimento 1). Se puede apreciar que, en
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general, se obtienen mejores resultados en cada algoritmo estratificado que en su

equivalente por importancia.

e En el experimento 2, se observa que los nuevos algoritmos de muestreo estrati-
ficado mejoran claramente al clasico, al igual que ocurria para el muestreo por

importancia.

e En el experimento 3, ni el PV ni el PVE son capaces de dar una estimacion de
las probabilidades, mientras que los nuevos algoritmos mantienen un comporta-

miento similar al de los dos experimentos anteriores.

e En los experimentos 2 y 3, se observa que el comportamiento de los algoritmos de
muestreo por importancia es menos oscilante respecto al nimero de iteraciones
de simulacién que los estratificados. Esto se debe al hecho de que cada algoritmo
por importancia se ha ejecutado 100 veces, promediando los resultados, mientras

que los estratificados solo se ejecutan una vez dado su caracter determinista.

e Al igual que ocurria en la experimentacion del capitulo anterior, no se aprecian
diferencias importantes entre los criterios 2 y 3 para obtener las funciones de
muestreo. Las razones son las mismas que en el caso de los algoritmos de muestreo

por importancia.

4.6 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado una nueva clase de algoritmos de muestreo estra-
tificado, que difieren de los existentes en las funciones de muestreo que utilizan para
calcular los intervalos en los que se buscan las configuraciones. Puede decirse que
el avance es similar al de los algoritmos de muestreo por importancia respecto al de
ponderacion por verosimilitud, es decir, los nuevos métodos se muestran mucho me-
nos sensibles a la aparicion de probabilidades muy pequenas. Sin embargo, hemos de
recordar que el problema que estamos abordando es NP-duro. Por lo tanto, siempre

podremos encontrar ejemplos en los que nuestros algoritmos, que son polinomiales,
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no funcionen. De cualquier manera, pensamos que la metodologia aqui presentada

permitira resolver una amplia clase de problemas.

En cuanto al muestreo estratificado recursivo, hemos visto que es capaz de trabajar
con redes de tamano arbitrario, lo cual es un avance importante. Ademas, hemos
demostrado su equivalencia tedrica con el muestreo estratificado clasico; por lo tanto,
verificara los mismos resultados tedricos de convergencia estudiados por Bouckaert,

Castillo y Gutiérrez [5].
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PVE ME2 ME3
Iterac. (miles) Tiempo Error Tiempo Error Tiempo Error
1 4 0.216340 3 0.190459 3 0.217222
2 8 0.143627 6 0.155694 6 0.137056
3 12 0.103606 9 0.108142 8 0.115696
4 16 0.090895 12 0.079989 11 0.088431
5 20 0.096965 14 0.075941 14 0.084204
6 24 0.083591 17 0.080147 17 0.072361
7 29 0.086390 20 0.085973 20 0.081358
8 33 0.079168 23 0.076603 23 0.073819
9 36 0.067176 26 0.058812 25 0.056180
10 40 0.063141 28 0.059815 29 0.068373
Tabla 4.3: Resultados del experimento 1.
PVE ME2 ME3
Iterac. (miles) Tiempo Error Tiempo Error Tiempo Error
1 4 0.308384 3 0.156283 3 0.134790
2 4 0.245075 6 0.128473 6 0.148865
3 11 0.167003 8 0.105013 9 0.089845
4 15 0.161373 11 0.080167 11 0.084454
5 19 0.172051 14 0.073035 14 0.076830
6 22 0.141424 16 0.072736 16 0.083851
7 26 0.117056 19 0.067206 19 0.062817
8 29 0.130670 21 0.062601 21 0.064927
9 32 0.116119 25 0.050559 24 0.049558
10 37 0.134387 27 0.051647 26 0.059121

Tabla 4.4: Resultados del experimento 2.
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PVE ME2 ME3
Iterac. (miles) || Tiempo | Error || Tiempo Error Tiempo Error
1 - - 2 0.162481 3 0.163088
2 - - 5 0.102723 5 0.110056
3 - - 8 0.102858 8 0.095401
4 - - 10 0.067462 10 0.064753
5 - - 13 0.064567 13 0.065017
6 - - 15 0.070015 15 0.055274
7 - - 17 0.056331 17 0.055452
8 - - 20 0.070842 19 0.076249
9 - - 23 0.056379 22 0.053025
10 - - 25 0.042342 25 0.038829

Tabla 4.5: Resultados del experimento 3.
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Capitulo 5

Algoritmos de Simulacién usando
Arboles de Probabilidad

5.1 Introduccion

En los dos capitulos anteriores, se ha puesto de manifiesto la importancia que tiene
el tamano de los potenciales a la hora de calcular las distribuciones de muestreo. En
lo visto hasta ahora, la representacion que se ha utilizado para los potenciales es la
de matrices de niumeros reales, es decir, la representacion clasica de las tablas de

probabilidad. Una explicacién clara de las tablas de probabilidad puede verse en [47].

El principal problema de las tablas es que no permiten reflejar algunas de las posi-
bles regularidades presentes en los potenciales: en la mayoria de los casos, no permiten
sacar partido de la aparicion de valores repetidos. Esto sugiere el estudio de representa-
ciones dispersas que permitan, de alguna forma, representar mas informacién en menos
espacio. Hasta el momento se han utilizado principalmente dos tipos de representacio-
nes dispersas con este fin: bases de reglas [70, 71] y drboles de probabilidad [6, 9]. En
general se pretende utilizar las posibles regularidades presentes en las distribuciones
condicionadas de la red (independencias basadas en el contexto [6]) para simplificar la

red de cara a facilitar los algoritmos de inferencia (ver las referencias anteriores y [96]).
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Cano y Moral [9], aprovechan las cualidades de los drboles para aproximar los po-
tenciales por otros de menor tamano. En este capitulo propondremos una metodologia
similar, profundizando en algunos aspectos de los arboles que permiten mejorar signi-

ficativamente la bondad de las funciones de muestreo en los algoritmos de simulacion.

Comenzaremos revisando los conceptos relativos a arboles de probabilidad en la
seccion 5.2, estudiando la construccion de los drboles y la realizacion de las operaciones
necesarias para la propagacion haciendo uso de ellos. En la seccién 5.3 estudiamos la
definicién de algoritmos de muestreo por importancia usando arboles en lugar de tablas,
viendo qué ventajas puede aportar la nueva representacién. La seccion 5.4 se dedica
a describir los experimentos realizados con los nuevos algoritmos y a presentar los

resultados de los mismos, finalizando el capitulo con las conclusiones en la seccién 5.5.

5.2 Arboles de Probabilidad

Un drbol de probabilidad es un arbol dirigido etiquetado en el que cada nodo interior
representa una variable, y cada nodo hoja un valor de probabilidad. Cada nodo interior
tendra tantos arcos salientes como casos tenga la variable que representa. Los arbo-
les de probabilidad se han mostrado como herramientas adecuadas para representar

independencias basadas en el conterto (Boutilier et al. [6]):

Definicién 5.1 (Independencia basada en el contexto) Sean X,Y y C tres conjuntos
disjuntos de variables. Se dice que X e Y son independientes dado el contexto ¢ € Ug
si P(X|Y =y1,C =c¢) = P(X|Y = y,,C = ¢) para todo y1,ys € Uy verificando que
PY =y,C=¢)>0y P(Y =y,C =¢)>0.

Ejemplo 5.1 FEn la figura 5.1 se muestra una red para las variables X1, Xo y X3, cada
una de ellas con dos posibles valores, X; =1 0 X; = 2,1 =1,2,3. La tabla representa la
distribucion condicionada P(X| X5, X3). Puede observarse que las variables X1 y X3

son independientes dado el contexto Xo = 2. FEsta independencia es aprovechada por
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el drbol de la figura, pues representa la misma informacion que la tabla pero utilizando

cinco valores en lugar de ocho.

CNOET
111 0.2 / \
112 0.5 X, X,
121 0.7
e 122 0.7 / \ r/ \
211 0.8 X; 05 07 03
212 0.5 / \
2 08

221 0.3
222 0.3

Figura 5.1: Tabla de probabilidad y su arbol asociado

Obsérvese que los arboles de probabilidad pueden utilizarse para representar cual-
quier potencial, y no solamente distribuciones condicionadas. Por lo tanto, podremos
emplearlos para representar los potenciales que surgen en los pasos intermedios de los
algoritmos de simulacién, que no siempre son distribuciones de probabilidad (no estan

normalizados).

Definicién 5.2 (Arbol asociado a un potencial) Sea f : Uy — IR un potencial sobre
un conjunto de variables X;. Un drbol dirigido T; se dice que es un drbol asociado a

f si verifica las siguientes propiedades:

1. Cada nodo interior estd etiquetado con una variable X; € Xj.

2. Cada nodo interior tiene tantos hijos como casos tiene la variable a la que repre-
senta, de forma que en el subdrbol correspondiente al i-ésimo arco de una variable

X, representa las situaciones en que X; toma su i-ésimo valor.

3. Cada nodo hoja estd etiquetado con un nimero r € IR tal que f(x;) = r para

todo x; € Uy tal que las coordenadas de x; correspondientes a las variables que
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aparecen en el camino entre la raiz del arbol y el nodo r coinciden con los valores

de dichas variables indicados por los arcos del camino.

El arbol de la figura 5.1 es un arbol asociado al potencial f(xq,xq,23) = P(X; =
21| Xy = 9, X3 = x3). Por ejemplo, el valor 0.2 se corresponde con f(1,1,1) = P(X; =
1/Xy =1, X3 = 1), mientras que el valor 0.7 se corresponde con f(1,2,1)y f(1,2,2).

5.2.1 Construccién de arboles de probabilidad

Los arboles de probabilidad pueden ser de gran ayuda a la hora de la asignacién de
probabilidades. En general, ante un modelo en el que aparezcan variables con un alto
nimero de padres en la red, no parece natural que el usuario tenga que establecer un
valor de probabilidad para cada configuracion de los padres a la hora de especificar
la distribucion condicionada de cierta variable. Es muy posible que muchos valores
coincidan y, por lo tanto, el usuario deberia tener la posibilidad de expresar solamente
los valores distintos. Esto no es posible hacerlo con tablas de probabilidad, pero si con

arboles.

Por otro lado, puede ser que dispongamos de un potencial en forma de tabla y que-
ramos representarlo mediante un arbol, o bien necesitemos representar un nuevo arbol
que sea el resultado de marginalizar o combinar otros. Este es el caso en que nos cen-
tramos en esta memoria. Para abordarlo, utilizaremos la metodologia de construccién
y célculo con drboles desarrollada por Cano y Moral [9]. Estos autores proponen una
forma de aproximar potenciales cuando el tamano es limitado. Esto sera de gran utili-
dad para los algoritmos de simulacién, donde, recuérdese, el tamano de los potenciales

estaba limitado.

Dado un potencial f : Uy — IR definido sobre un conjunto de variables X7, el
objetivo es obtener un drbol 7; asociado al potencial f. En el caso en que el tamano
del arbol sea mayor que el limite que tengamos fijado en el sistema, interesard obtener el
arbol 7 que mads se aproxime al potencial f. Si denotamos por pr y py las distribuciones

de probabilidad proporcionales a 7 y f respectivamente, el grado de aproximacion del
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arbol 7 al potencial f se mide como la entropia de Kullback-Leibler [55] de pr a p;:

ps(r)

pr(zr)

D(f.T) = D(ps.pr) =— > pslwr)log (5.1)

xreUy

Definicién 5.3 (Estructura) Dos drboles T y T2 se dice que tienen la misma estruc-
tura 7" si contienen los mismos nodos interiores y difieren a lo mds en los nimeros

situados en las hojas.

Definicién 5.4 (Restricciéon) Dado un drbol T y un conjunto de variables X;, se
denota por TEX1=21) ¢ |q restriccién del drbol T a los valores x5 de las variables en
Xy, es decir, al drbol que se obtiene sustituyendo en T todos los nodos correspondientes

a variables Xy, k € J por los subdrboles Ty hijos de X correspondientes a Xy = xﬁk.

Nétese que si X; contiene todas las variables entre la raiz y una hoja, 7 #(Xs=27)

representa el valor almacenado en dicha hoja.

Proposicion 5.1 Sea f : Uy — IR un potencial sobre un conjunto de variables X7.

Sea J C 1. Si T es un drbol que contiene el valor Y 11__ f(x;)/|Ui—;| en cada hoja
7 —+*J

TERXs=21) entonces T minimiza la distancia de Kullback-Leibler entre todos los drboles

con la misma estructura que T y el potencial f.

Obsérvese que dada cualquier estructura 7, segtin la proposicién anterior, el arbol
T con dicha estructura que mejor aproxima al potencial f sera aquel que en cada hoja
contiene la media de los valores de f para las configuraciones de las variables que llevan

a dicha hoja.

El proceso de construccién de un arbol consiste en ir eligiendo, dado un arbol 7 con
estructura 7*, qué rama se va a expandir y con qué variable. Esta eleccién habra de
hacerse de forma que, en cada momento, se minimice la distancia al potencial que se

quiere representar. Si un nodo hoja de 7* esta definido por los valores X; = x,
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denotamos por T*(X; = x5, X}) a la estructura que se obtiene de 7* al aumentar
la hoja definida por X; = z; con la variable Xy, y por T*(X; = x;, X}) al arbol
correspondiente. En cada momento, elegiremos tanto la rama a expandir como la

variable que minimicen la distancia a f, es decir,

D(T(XJ =xy, Xk), f) = min {D(T(XJI =T, Xkl), f)}, (52)

donde Xy =z es una hojade 7*y k' e I —.J'.

La siguiente proposicién [9] indica una forma sencilla de calcular este minimo.

Proposicién 5.2 FEl par (X; = x5, Xx) que minimiza la expresion (5.2) es aquél que

mazimiza la medida de informacion
(X =, Xi|f) = Sx,=a, - (log|Us| —log Sx, =0, — E[Xk| Xy = 2,]), (5.3)
donde

SXJZQJJ = Z f(xl)a
1J

J
EXe[Xy=2)) = = ) [H@xlXs =) log (2] X; = 2),

T €Uy

fik(l'k|XJ = $J) = Z f(l‘l)-

I}J:I‘]

etF =z

La medida de informacién I(X; = z;, X¢|f) mide la diferencia entre la distancia
del arbol 7 al potencial f antes y después de expandir la rama X; = xz; con la
variable Xj. La interpretacién de la proposicion anterior es que en cada momento
deben elegirse hojas de las que cuelgue una suma de probabilidades alta y variables con
entropia pequena. La razén es que al expandir de esta manera se obtendran hojas con
valores de probabilidad bien diferenciados, y recordemos que el objetivo es representar
las probabilidades distintas, ya que las que sean muy parecidas podran aproximarse

simplemente por un promedio.
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Con esto, el algoritmo para construir un arbol de forma exacta consistiria en
elegir los nodos uno a uno segin maximicen la medida /. La construccién terminaria
cuando para cada rama X; = x; los valores del potencial f fueran uniformes, es decir,
f(xr) = f(«}) para todo z, z; € Uy tales que 23" = 2/*” = x;. Bs decir, va anadiendo

nodos hasta que la inclusién de mas nodos no aporte nueva informacién.

Para la construccién de un drbol aproximado, Cano y Moral [9] proponen distin-
tas opciones. Supondremos que tenemos un nimero de nodos por arbol limitado. Una
de las opciones consiste en ir anadiendo nodos y terminar el proceso de construccién
cuando el limite prefijado se alcance. La segunda opcién consiste en construir el arbol
completo y después podarlo. Si T es el arbol en cuestion, una poda consiste en selec-
cionar un nodo tal que todos sus hijos sean hojas y sustituirlo por el promedio de sus

hijos, que también son eliminados del arbol. Tenemos dos formas de realizar la poda:

1. Si consideramos un nimero maximo de nodos, se van eliminando nodos mientras
dicho limite se exceda. En cada caso, la seleccién del nodo a podar vendrd de-
terminada por la eleccién del par (X; = x5, Xj) que minimice la medida I(X; =
zy, Xi|f), es decir, el par que minimice el incremento de la distancia respecto al

potencial f.

2. En otro caso, se eliminan todos los nodos determinados por (X; = z;, X¢|f)
tales que

donde § es cierto umbral para el incremento de distancia. El proceso de poda

terminarfa cuando ningin nodo cumpliera la condicién (5.4).

5.2.2 Operaciones con arboles de probabilidad

Tres son las operaciones sobre potenciales que requieren los algoritmos de propagacion:
restriccion, combinacion y marginalizacion. Los primeros autores en estudiar cémo rea-
lizar estas operaciones con drboles fueron Cano y Moral [9], proponiendo los algoritmos

que describiremos en esta seccion.
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La operacion mas sencilla es la restriccion, que ya hemos descrito en la definicion

5.4. Pasamos pues a estudiar la combinacion y marginalizacion.

Dado un arbol 7 asociado a un potencial f : U; — IR sobre un conjunto de variables

X, denotamos por Var(7) al conjunto de variables que etiquetan los nodos interiores
de 7. Se debe cumplir que Var(7) C X;.

Dados dos arboles T; y 7> asociados a los potenciales f; y fy respectivamente, el

siguiente algoritmo calcula el arbol asociado al potencial f = f; - fs.

COMBINA(T;,T5)

1. Crear un nodo 7 de arbol inicialmente sin etiqueta.
2. Seleccionar una variable X; € Var(7;) U Var(73).

3. Anadir a la lista £, el nodo {{71, T2}, T, X;}.

4. Mientras L. no esté vacia,

(a) Borrar un nodo {{7;, 7;}, 7, Xi} de L.
(b) Poner X como etiqueta de 7.
(c) Para cada x; € Uy,
i. Crear un nodo 7, de arbol inicialmente sin etiqueta, haciendo que sea
hijo del nodo 7,.
ii. Sean L; y L; las etiquetas de los nodos raiz(7;" ="} y raiz(ﬂR(X":x")).
iii. Si L; y L; son nimeros, sea L = L; - L;. Poner L como etiqueta de Tj,.
iv. En caso contrario,
A. Seleccionar una variable X; € Var(T;"*=)) 4 Var(ﬂR(Xk:x’“)).

B. Anadir a £, el nodo {{7;R(X’“:x’“), 7;R(X’“:Ik)}, Tn, X1}
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5. Devolver T.

Dado un arbol 7 asociado a un potencial f : Uy — IR definido sobre un conjunto de
variables X7, el siguiente algoritmo calcula el drbol asociado al potencial f+/=) con

1 € I. Es decir, elimina la variable X;.

MARGINALIZA(T,X;)

1. Sea L la etiqueta del nodo raiz(T).
2. Si L es un numero,
(a) Crear un nodo 7, de arbol con etiqueta igual al valor L - |U;].

3. En caso contrario, sea X, = L.

(a) Si Xj, = X;, entonces 7, =SUMA _HIJOS(T,X,).
(b) En caso contrario,

i. Crear un nodo 7, de arbol con etiqueta igual al valor L.
ii. Para cada x; € Uy,

A. Poner el drbol 7, =MARGINALIZA (7T*X=2+) X;) como hijo

nimero k de 7,.

4. Devolver 7,.
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Este algoritmo hace uso de la funcion SUMA _HIJOS(7,X;), que sustituye el nodo
X, que debe ser raiz del arbol 7, por la suma de los subarboles hijos de X;. La funcién

es como sigue:

SUMA _HIJOS(T,X;)

1. Crear un nodo 7, de arbol inicialmente sin etiqueta.

2. Sean Ly, ..., L; las etiquetas de los nodos raiz de 7 RXe=2k) TR(X"::CW, con
j = Ukl

3. Si Ly,...,L; son todas niimeros, poner el valor L = L; 4 -+ + L; como etiqueta
de 7,.

4. En caso contrario

(a) Seleccionar una variable X; € Var(7TRXe=2i)) U ... U Var(T =21y
b) Afiadir a la lista £, el nodo {{TEXk=ex) ... gRE=2501 o x 1

(

(c) Mientras L,, no esté vacia,

i. Borrar un nodo {{71,...,Tn}, Ts, X;} de L,,.
ii. Poner X, como etiqueta de 7.
iii. Para cada z; € U,

A. Crear un nodo 7; de arbol inicialmente sin etiqueta y ponerlo como

hijo de 7.

B. Sean Li,..., L, las etiquetas de los nodos raiz de ’TlR(X’:I’), o
ER(XFI[)'

C. Si Ly, ..., L, son todas niimeros, poner como etiqueta de 7; el valor

L=Li++1L

D. En caso contrario
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e Elegir una variable X,, € Var(7,7 =) U ... U Var(ﬁlR(Xl:m).
e Anadir a £,, el nodo {{7'1R(Xl:x’), e ﬁlR(Xl:xl)}, Ti, X}

5. Devolver 7,.

En los algoritmos anteriores se ha hecho uso de dos listas, £. para la combinacion
y L,, para la suma de drboles en la marginalizacién. En el caso de L., cada nodo
{{Ti, T2}, T, X;} representa dos subarboles que deben ser combinados almacenando el
resultado en 7 y poniendo como etiqueta del nodo raiz del resultado la variable X;.
De forma andloga, cada nodo {{7i,...,7;},7T,X;} de L,, contiene j subarboles que
han de sumarse almacenando el resultado en el arbol 7 y etiquetando el nodo raiz del

resultado con la variable X;.

Las operaciones de combinacién y marginalizacién descritas anteriormente, son ope-
raciones exactas, es decir, no limitan el tamano del drbol resultante. Cano y Moral [9]
proponen también métodos para efectuar dichas operaciones de forma aproximada. La
idea fundamental consiste en ir colocando en los niveles superiores del arbol resultado
las variables mas informativas. En cada paso, se expande el arbol por las ramas que
mas decrementen el error, es decir, la distancia al potencial resultado. La forma de re-
alizar esto en los algoritmos se refleja en la variable que se inserta en las listas L.y L,,:
ésta sera aquella que aporte mas informacién de entre las variables raices de los darboles
a operar. Kl hecho de elegir s6lo entre las raices se debe a que si los arboles estan
bien construidos, las raices seran las variables mas informativas. El problema esta en
calcular el valor de informacién de una cierta variable X; en una rama X; = z,, ya
que esto implicaria conocer el potencial resultado, que precisamente es lo que estamos
calculando. Estos autores hacen una estimacién de dicha informacién de la siguiente

forma:

1. Combinacién. Sean f; y f> los potenciales a combinar. Se mide la informacion
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de una variable X}, en la rama X; = z; como:

=z )Yk —p )bk
]’(XJ:xfan|f1'f2):[(XJ:xJ;Xk‘flR(XJ 7 )](XJ:.I],Xk|f2R(XJ 7) )

(5.5)

2. Marginalizacién. Sea f : Uy — IR el potencial a marginalizar sobre I — {i}. Se

mide la informacién de una variable X en la rama X; = x5 como:

I'(Xy =z, Xl ) = 1(X; = «TJ,Xk\fR(XF“)M)-

(5.6)
Las opciones para construir, de acuerdo con lo dicho, resultados aproximados, son

dos:

e Limitar el nimero de nodos, de forma que, una vez alcanzado el umbral, las
ramas que queden por expandir (que vienen dadas por los elementos de las listas

L. o L,,) se aproximan por la media de los valores correspondientes a esa rama.

e Generar el arbol completo y podarlo posteriormente. En este caso, la poda se
realiza como se explicé para la construccion del arbol. Esta es la opcién adoptada

en este capitulo.

5.3 Muestreo por Importancia usando Arboles

Una vez definidas las operaciones con los arboles, estamos en condiciones de formular
los algoritmos de los capitulos anteriores con esta nueva representacion. Los arboles
son una representacion de los potenciales bastante sofisticada y complicada en su fun-
cionamiento en comparacion con las tablas de probabilidad. Este incremento de la
complejidad puede verse suficientemente justificado si la red es suficientemente grande
y, por lo tanto, se hace necesario el aproximar los potenciales resultantes de las opera-
ciones de combinacion y marginalizacion por otros mas pequenos que los exactos. Por
lo tanto, en lo que queda de este capitulo supondremos que el objetivo es propagar

sobre redes de tamano considerable. Esto mismo motiva el hecho de que nos centremos
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en el estudio de los algoritmos de muestreo por importancia, dejando los de muestreo
estratificado. Como se vio en el capitulo anterior, estos tltimos son menos estables
que los de muestreo por importancia salvo para redes pequenas, ademas de que al ser
los intervalos muy pequenos, la probabilidad de que una misma configuracién se co-
rresponda con varios numeros generados es muy pequena, lo que hace que la ventaja
en tiempo de los algoritmos estratificados desaparezca. En cualquier caso, la forma
de utilizar arboles en estos algoritmos es totalmente analoga al caso del muestreo por

importancia.

Las diferencias entre usar arboles o tablas se reflejan en los algoritmos en la fase
de calculo de las distribuciones de muestreo. En concreto, cambiaria la forma del
proceso de eliminacion aproximada de variables descrito en el capitulo 3 seccion 3.5.
Aqui surgen diferentes alternativas entre las que elegir. Una primera podria ser la
siguiente. A la hora de eliminar una variable, combinar todos los potenciales definidos
para esa variable, limitando siempre el resultado de la combinacién al limite de tamano
que se haya establecido. Formalmente, el algoritmo de eliminacién de una variable X, ;

seria:
1. Sea H(i) = {h € H | o(i) € s(h)}, el conjunto de potenciales definidos para la
variable X,(;). Eliminar H (i) de H.
2. Mientras haya mas de un potencial en H (),

(a) Tomar hy, hy € H(i).
(b) Calcular h = hy - hy limitando su tamano al umbral establecido.

(c) Reemplazar en H (i), hy y he por h.

3. Calcular H* (i) a partir de H (i) eliminando X,(; en el tinico potencial pertene-
ciente a H (i).

4. Anadir H* (i) a H.

Sin embargo, después de comprobar el funcionamiento de este método en diferentes
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redes, se puso de manifiesto que las estimaciones obtenidas eran sensiblemente peores

que en el caso de las tablas de probabilidad.

Por ejemplo, la tabla 5.1 compara los resultados obtenidos en el experimento 2 del
capitulo 2 con los que se obtienen aplicando el algoritmo de eliminacién que acabamos
de describir (referenciado en la tabla como MI_arb). El tamano tanto de las tablas

como de los arboles estaba limitado también a 512 valores.

Sélo para redes muy grandes y aumentando considerablemente el tamano de los
potenciales se consigui6 un nivel de exactitud similar con tablas y drboles. La tabla 5.2
muestra los errores obtenidos por el algoritmo MI_arb frente al muestreo por impor-
tancia usando tablas para una red de 441 variables con 166 observaciones (la misma
que se usara en la seccién 5.4). En este caso, se fijé un tamano maximo por potencial
de 10.000 valores, consiguiéndose mejorar los resultados, a costa de un mayor coste
computacional. Sin embargo, los resultados tampoco llegan a ser tan destacados como

para justificar un método con céalculos tan elaborados.

Esto parece ir en contra de la intuicién, pero un anadlisis detallado del funciona-

miento de los algoritmos nos da la respuesta.

El punto clave a la hora de calcular las distribuciones de muestreo radica en
la aproximacion del producto de los potenciales asociados a la variable a eliminar.
Supongamos que queremos eliminar la variable X; y que ésta tiene asociados los
potenciales hy,....h,. La forma exacta de realizar la eliminacién seria calculando
h= (h®:--®h,)Hs(h1)L-Us(ha))={i} " Gj e] tamaiio es demasiado grande, lo que los méto-
dos del capitulo 3 hacen es aproximar el potencial h como h{s(hl)f{i} R ® his(h")f{i},
mientras que usando arboles lo que hariamos es quedarnos con una version reducida
del drbol correspondiente a (hy ®- -+ @ hy, JHs(h)U-Us(hn))={i} - Ohsérvese que esta tiltima
aproximacién puede ser peor que la anterior si la diferencia entre el tamano del arbol
exacto y el aproximado es muy grande. Ahora aproximamos con un solo potencial,
mientras que antes aproximabamos con un producto de n potenciales. Los experimen-

tos demuestran que la capacidad de aproximar de los arboles no siempre compensa la

capacidad de aproximar por un producto de potenciales.
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Iterac. (miles) PV MI2 MI3 MI_arb
1 0.369696 | 0.142527 | 0.144746 | 0.344398
2 0.262667 | 0.118531 | 0.116398 | 0.282703
3 0.214533 | 0.101944 | 0.103525 | 0.248798
4 0.184992 | 0.091004 | 0.092368 | 0.230496
5 0.167224 | 0.081832 | 0.082110 | 0.212632
6 0.154013 | 0.077728 | 0.076983 | 0.190480
7 0.139159 | 0.073540 | 0.073808 | 0.181474
8 0.133997 | 0.067369 | 0.068852 | 0.178238
9 0.125444 | 0.064750 | 0.065158 | 0.163637
10 0.119467 | 0.061767 | 0.062544 | 0.158363

Tabla 5.1: Un solo arbol (MI_arb) frente a producto de tablas (i).

Tabla 5.2: Un solo drbol (MI_arb) frente a producto de tablas (ii).

Iterac. (miles) MI2 MI_arb
1 0.472952 | 0.522174
2 0.323111 | 0.357822
3 0.283678 | 0.273013
4 0.255418 | 0.259047
5 0.218868 | 0.216198
6 0.199451 | 0.192787
7 0.187956 | 0.181863
8 0.180048 | 0.168992
9 0.170438 | 0.165658
10 0.148126 | 0.159673
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Por lo tanto, para que el uso de arboles en lugar de tablas proporcione beneficios,
es necesaria una aplicacién mas cuidadosa de éstos. Dado que los métodos para tablas
ofrecen buenos resultados, el camino a seguir deberia ser funcionar de forma parecida
a los algoritmos para tablas, y en el momento adecuado, sacar partido de las ventajas

de los arboles.

En concreto los puntos a tener en cuenta son los siguientes:

e Dada la importancia de reducir todo lo posible el tamano de los potenciales, cada
vez que se cree uno nuevo se podard segun la férmula (5.4) para cierto 6. Esto
permite eliminar hojas muy parecidas cambiandolas por su media, de forma que
quedara mas espacio libre para almacenar valores de probabilidad extremos. La
ventaja de cara a los algoritmos de simulacién es que ésta aproximaciéon produ-

cird pesos mas uniformes.

e A la hora de calcular la distribucién de muestreo para cierta variable, en lugar de
combinar los arboles de forma aproximada, se usan los arboles sin combinar como
se hacia en el caso de las tablas. Sin embargo, a la hora de eliminar la variable lo
que hacemos es combinarlos todos, marginalizar y luego podarlos para que estén

dentro del limite de tamano.

La forma de calcular el umbral ¢ de informacién por debajo del cual se eliminara una
variable, es el mismo utilizado en [9]. Dado cierto parametro ¢, se calcula 6 como la
entropia de la distribucién (0.5 —¢€,0.5+¢), es decir, aquella que se obtiene “moviéndo-
nos” en una cantidad € de la uniforme para una variable binaria, con 0 < € < 0.5. Es
decir,

6 =—((0.5—¢) -10g(0.5 —€) + (0.5 +¢€) - log(0.5 + ¢€)). (5.7)

Supongamos ahora que T es un conjunto de arboles asociados a ciertos potenciales.
En estas condiciones, el algoritmo de eliminacién de una variable puede enunciarse

como sigue.
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ELIMINA(T,X;,0)

1. Sea T'(i) = {T € T | X; € Var(T)}, el conjunto de arboles definidos para la
variable X;. Eliminar T'(7) de T. Sea T (i) = T(i).

2. Mientras haya dos arboles 7; y 75 en T'(i) que puedan ser combinados sin sobre-

pasar el limite de tamano,

(a) Calcular T =COMBINA(7,,73).
(b) Podar T de acuerdo al valor de informacién 6.

(c) Reemplazar en T'(i), 71 y T3 por T.
3. Mientras haya mds de un arbol en T (1),

(a) Tomar Ty, T € T+ (7).
(b) Calcular T =COMBINA(T;,753).

(c) Reemplazar en T (i), Ty y T2 por T.
4. Sea T el tnico arbol perteneciente a T (7).
5. Calcular 7" =MARGINALIZA(T,X;).

6. Podar 7' hasta que se encuentre dentro del limite de tamafo, eliminando, en cada
momento, la rama que produzca un menor aumento de la distancia al potencial

representado.

7. Anadir T%(i) a T
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Una vez establecida la forma de eliminacién de las variables, podemos formular el
algoritmo general de muestreo por importancia como sigue. Partimos de una red G

formada por las variables Xy,..., X,, y un conjunto de observaciones F.

Algoritmo MI_A

1. Sea H={f; |i=1,...,n} el conjunto de potenciales formado por las distribu-
ciones condicionadas de la red G. Sea T' = {Ti,...,T,} el conjunto de arboles

asociados a los potenciales de H.
2. Elegir un orden o para las variables de la red.
3. Incorporar las observaciones:

(a) Restringir todos los arboles en T a las evidencias {e },cg, es decir, T; =

TR(XE:eE)

; ,1=1,...,n.

(b) Para cada variable observada Xj, I € E hacer T'=T U {T7j, }, donde T, es
el arbol asociado al potencial d, .
4. Desde i = 1 hasta n,
(a) ELIMINA (T, X,(,0).
5. Desde j = 1 hasta m (tamafo de la muestra),

(a) wy; = 1.0.
(b) Desde i = n hasta 1,

i. Obtener un valor para Xy, :rlw, de acuerdo con N(h}), donde N(h})
es el potencial normalizado asociado al arbol 7, definido sobre la va-
riable X, ;) y obtenido como 7} = @{TF*=0=)|T € T(i)}, donde
Y(i) ={o(i+1),...,0(n)} vy xy es la configuracién de las variables ya

simuladas (Xx)).



5.4. Ewvaluacién Ezperimental 137

ii. Calcular

(c) Calcular

w; = w; (H ﬁ(ﬂﬂ“‘“)) - (H 6e,<x<f>“>) .

leE

6. Para cada xp € Uy, k= {1,...,n},
(a) Estimar p(zy,e) usando la férmula (3.12).

7. Normalizar los valores p(xy, €) para obtener p(zy|e).

5.4 Evaluacion Experimental

Para comprobar el funcionamiento de los algoritmos se ha realizado una experimen-
tacion similar a la de los capitulos anteriores, pero en este caso sobre una red de tamano
mucho mayor. La red en cuestion representa un pedigree, y ha sido cedida por Claus S.
Jensen (Universidad de Aalborg, Dinamarca). Esta consta de 441 variables, de las cua-
les 166 han sido observadas. La red se utiliza para estimar la probabilidad de que cierto
individuo de entre una poblacién de cerdos tenga cierta enfermedad PSE hereditaria.

Las caracteristicas generales del modelo son:

Maximo de 13 generaciones.

Sélo influyen dos alelos: N y n, produciendo 3 genotipos: NN, Nn y nn.

Se da la enfermedad si el genotipo es nn.

Se sigue el modelo genético mendeliano (probabilidad 0.5 de heredar cada uno de

los genes).
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La red estd formada por una serie de “familias” como la mostrada en la figura
5.2. Cada variable puede tomar tres posibles valores, NN, Nn y nn. En la red
distinguiremos dos tipos de variables, las que son raices y las que no lo son. Las
probabilidades asociadas a cada uno de estos tipos de variables vienen dadas en las
tablas 5.3 y 5.4. Cada variable llega a tener hasta un maximo de 43 hijos, lo que hace

que el calculo exacto de las distribuciones de muestreo sea muy costoso.

Para la experimentacion se ha fijado un tamafno maximo de 512 valores por potencial
y un valor ¢ = 0.01, lo que resulta en un valor de informacién para la poda de § =
0.000289. El experimento consiste en propagar realizando 1.000 simulaciones en la
primera prueba, 2.000 en la segunda y asi sucesivamente hasta 10.000 en la décima.
Cada prueba se ha repetido 100 veces para promediar los resultados. En cada una de
ellas, se ha medido el tiempo, el error y el nimero de simulaciones validas. El error se
ha medido usando las férmulas (3.20) y (3.21). En promedio, el nimero de simulaciones
véalidas para el algoritmo MI_A ha sido del 99.95%, mientras que para el MI2 ha sido
del 80.84%. Los tiempos que aparecen en las tablas son tiempos de simulacién. El
tiempo de compilacién, es decir, el dedicado a calcular las distribuciones de muestreo,

ha sido de 16 segundos en el caso del MI_A y de 3 segundos para el MI2.

Las pruebas se han realizado sobre una estacién de trabajo Pentium 166 MHz, con
32MB de RAM y sistema operativo Solaris 2.5. Los resultados pueden verse en la tabla
5.5 y en la figura 5.3.

Atendiendo a los resultados experimentales, podemos concluir que la aplicacién
de arboles para representar potenciales representa un importante avance a la hora de
aplicar los algoritmos de muestreo por importancia a redes de tamano considerable.
De hecho, como puede apreciarse en las tablas, para un niimero bajo de simulaciones
el error en las estimaciones del método MI2 llega a ser inadmisible. Sin embargo, el
MI_A muestra un comportamiento estable y es mas rapido que el anterior, a pesar de

que requiera mas tiempo para calcular las distribuciones de muestreo.
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5.5 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado un método de propagacién aproximada capaz de
tratar con redes de gran tamano. Se comprueba que la aplicacién de arboles es ven-
tajosa frente al uso de las tablas, dado que los arboles permiten representar mejor las
partes mas “importantes” de una distribucion, lo que a la postre beneficia al muestreo

por importancia.

Existian métodos capaces de tratar con redes muy grandes, por ejemplo el muestreo
de Gibbs por bloques, debido a Jensen, Kong y Kjeerulff [42]. Sin embargo, este método

puede llegar a ser demasiado lento en comparacion con los de muestreo por importancia.

Una cualidad importante de los arboles es su flexibilidad, lo que hace al método
presentado en este capitulo susceptible de ser mejorado, por ejemplo, utilizando crite-
rios de entropia para seleccionar las funciones que han de ser combinadas. El hecho
de que podamos aproximar las zonas mas “uniformes” de una distribucién por un pro-
medio para dejar mas espacio para los valores mas informativos, abre un abanico de

posibilidades que no existia con el uso de tablas.
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@

Figura 5.2: Una familia dentro de la red de pedigree.

P(F) = P(M)
NN Nn nn
P 20 ¢

025 05 0.25

Tabla 5.3: Tabla de probabilidad para una variable raiz.



5.5. Conclusiones

141

P(H|P, M)
H
P M | NN Nn nn
NN NN | 1 0 0
NN Nn | 05 0.5 0
NN nn 0 1 0
Nn NN | 05 0.5 0
Nn Nn | 025 0.5 0.25
Nn  nn 0 0.5 0.5
nn NN | 0 1 0
nn  Nn 0 0.5 0.5
nn - nn 0 0 1

Tabla 5.4: Tabla de probabilidad para una variable no raiz.
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ALG. MI_A ALG MI2

Tterac. It. Vélidas | Tiempo Error It. Vélidas | Tiempo Error

1000 999.59 28.43 0.480905 809.13 31.88 0.937425
2000 1998.96 59.35 0.381114 1615.74 61.15 0.629130
3000 2998.34 85.73 0.300662 2425.97 93.10 0.532136
4000 3998.10 108.36 0.252949 3231.20 125.38 0.394313
5000 4997.44 141.42 0.227796 4044.82 161.65 0.402624
6000 5996.66 172.76 0.213779 4853.02 181.44 0.361692
7000 6996.19 200.12 | 0.195051 5662.95 214.21 | 0.317355
8000 7995.31 219.12 | 0.171044 6464.62 257.68 | 0.313865
9000 8995.06 252.62 0.167659 7270.55 274.72 0.296336
10000 9994.42 285.13 | 0.160442 8082.92 317.00 | 0.279514

Tabla 5.5: Resultados experimentales.

1 T T T T T T T T

'MI2_error’ ——
0.9 'MI_T_error’ -+ A

0.7 r

Error

05 ¢

03 r

0.2

Iteraciones (miles)

Figura 5.3: MI_A vs. MI2.



Capitulo 6

Esquema HUGIN para Propagacion

de Funciones de Creencia

6.1 Introducciéon

En los capitulos anteriores hemos estudiado la propagacion de informacion proba-
bilistica en grafos de dependencias. Sin embargo, la probabilidad no es el tnico for-
malismo utilizado para representar la incertidumbre sobre un modelo. La Teoria de
la Evidencia de Dempster-Shafer [25, 82] ofrece un marco de trabajo ampliamente
utilizado en la actualidad, y puede ser interpretada como una forma mas general de
asignar probabilidades, haciendo estas asignaciones a conjuntos en lugar de a dtomos

del espacio muestral [93].

La propagacion de funciones de creencia en grafos de dependencias ha sido amplia-
mente estudiada en la literatura, habiéndose definido axiomaticas que determinan la
aptitud de cada formalismo para valerse de las técnicas de propagacién local. Destacan
los trabajos de Shafer y Shenoy [78, 87] y de Cano, Delgado y Moral [11]. Mejorando
los esquemas citados, Jensen et al. [45] desarrollaron el esquema implementado en la
herramienta de desarrollo de sistemas expertos HUGIN [2], inicialmente pensada para

probabilidades. Sin embargo, no se habia desarrollado una axiomatica para este es-
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quema que permitiera que se usase para Teoria de la Evidencia. Lauritzen y Jensen
[60] demostraron que la arquitectura HUGIN es vélida para las funciones de creencia

de Dempster-Shafer.

En este capitulo entramos en detalle en el desarrollo de una arquitectura tipo HU-
GIN para funciones de creencia, en la que cabe destacar la posibilidad de realizar la
propagacién completa, incluyendo divisiones, sin necesidad de transformar las masas

en comunalidades, con las consiguientes ventajas a nivel de eficiencia [74].

La estructura subyacente en los calculos es la de representacion por semi reticulo

(RSR), muy similar a los drboles jerdrquicos [26, 75].

El capitulo comienza con un repaso a los conceptos bésicos de funciones de creencia
multivariantes y con el planteamiento del problema a resolver en la seccién 6.2. Algunos
métodos conocidos de propagacién de funciones de creencia se describen en la seccién
6.3, pasando a estudiar en detalle la arquitectura HUGIN con funciones masa en la
seccion 6.4. Los aspectos concernientes a la representacién de funciones de creencia
se tratan en la seccion 6.5, estudiando en detalle una estructura basada en los arboles
jerarquicos de Sandri [26, 75], y la forma de realizar las operaciones sobre esa estructura.
El céalculo con funciones de creencia representadas por RSR se describe en la seccién

6.6, finalizando el capitulo con las conclusiones en la seccién 6.7.

6.2 Funciones de Creencia Multivariantes

En esta seccion repasamos en concepto de funcidn de creencia multivariante, fijamos

la notacién y describimos el problema a resolver en este capitulo.

Dada una variable X; denotamos por U; su espacio de estados, es decir, el conjunto
de todos los posibles valores de X;. A los elementos de un espacio de estados U; se les
llama configuraciones de la variable X;. En todo este capitulo consideraremos espacios
de estados finitos. Dado un conjunto de variables X;, Uy denota el producto cartesiano
Us.

de los espacios de estados de todas las variables con indice en I: Ur = [[,.;
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Supongamos que X; y X; son conjuntos de variables, con I C .J, y z; es una
configuracion de las variables de X ;. Entonces, xﬁl es la proyeccion de xjy a I, i.e. la
configuracion de Uy obtenida a partir de x; eliminando las coordenadas que no estén
en I. Si A C Uy, la proyeccién de A a I se define como AY = {z* |z € A}. Dado

B C U;. La extension de B a .J se define como su conjunto cilindro: B = B x Uj_;.
Una exposicién detallada de la Teorfa de Dempster-Shafer se encuentra en [25, 82].

El concepto bésico es el de funcion masa o asignacion bdsica de probabilidad.

Definicién 6.1 (Funcién masa) Sea X; un conjunto de variables. Una funcién masa

sobre X1 es una aplicacién m : 2V1 — [0,1] que verifica

m(0) = 0, (6.1)
> m(4) = 1. (6.2)

ACU;
El conjunto T C 27 tal que m(A) # 0 para todo A € T se denomina soporte de la
funcion de creencia representada por m. A cada elemento de I' se le llama elemento

focal.

A partir de la funciéon masa se pueden definir las medidas de credibilidad y plausi-

bilidad asociadas.

Definicién 6.2 (Funcién de credibilidad) Sea X; un conjunto de variables. Una

funcién de credibilidad es una aplicacion Bel : 2V — [0, 1] definida como

Bel(A)= > m(B) VACU;. (6.3)

B:BCA

Definicién 6.3 (Funcién de plausibilidad) Sea X; un conjunto de variables. Una

funcién de plausibilidad es una aplicacion Pl : 291 — [0,1] definida como

Pi(A)= Y  m(B) VACUL. (6.4)
B:BNA#(
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Definicién 6.4 (Funcién de comunalidad) Sea X; un conjunto de variables. Una

funcién de comunalidad es una aplicacién @Q : 21 — [0, 1] definida como

QA)= ) m(B) VACU;. (6.5)

Cualquiera de las representaciones anteriores son equivalentes, pudiéndose, a partir

de cualquiera de ellas, obtener el resto de las funciones [90]:

Bel(A) = 1-PI(U;— A), VYACU, (6.6)
m(4) = Y (-1 Q(B), (6.7)
m(4) = Y (-1)*PBel(B). (6.8)

Desde ahora hablaremos de funciones de creencia en un sentido general, que pue-
den venir representadas por medio de una funcién de comunalidad, una funcién masa,
una funcién de credibilidad o una funcion de plausibilidad. Cualquiera de estas repre-
sentaciones contiene la misma informacion, y es una cuestiéon de conveniencia cual de
ellas se emplea. Sin embargo, la representacion mediante funciones masa puede ser la
m4s compacta. El caso extremo es cuando Q(A) = 1 para todo A € T' = 2V, que
puede representarse mediante una funcién masa con un solo elemento focal, a saber,
© = U er A = Uy, para el cual m(©) = 1.

Sean dos funciones de creencia m; y msy definidas sobre un mismo conjunto de
variables X; y con soporte I'y y I's respectivamente. La informacién aportada por
ambas funciones puede combinarse mediante la regla de combinacion de Dempster como

sigue:

mia(A) = (my @ my)(A) = K'Y my(Ay)ma(Ay) para § # A 2", (6.9)

A1€l'1,A2€Tls
AiNAy=A
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donde K5 es una constante de normalizacion,

Klg = Z ml(Al)mg(Ag). (610)
A1€l,A2€ls
AlﬂAQ#@

Si las masas a combinar no estan definidas sobre el mismo conjunto de variables,
antes de aplicar la formula anterior hay que extenderlas un mismo conjunto de variables.
Por ejemplo, si m; esta definida sobre X;,, y my sobre Xj,, habria que extender ambas
masas al conjunto de variables Xy, con I = I U ;. La extension de una funcién masa
m sobre un conjunto de variables X; a un conjunto X; con I C .J, se define como

sigue:

m(B) si A=DB"Y, B2l
m!7(A) = VA € 2%, (6.11)

0 en otro caso

Si ignoramos la constante de normalizacién, y denotamos por @, la funcion de
comunalidad correspondiente a la funciéon masa m, la regla de combinacién de Dempster

puede escribirse en términos de las comunalidades como sigue [60]:

(Qmy ® Qmy)(A) = Qmy (A) - Qi (A) para A # 0. (6.12)
Supongamos ahora que tenemos un conjunto de funciones de creencia mq,...,m,
definidas, respectivamente, sobre los conjuntos de variables Xy,,..., X} , y que estos

conjuntos estdn organizados en un arbol de grupos (ver seccién 2.3.2 del capitulo 2).

La funcion de creencia universal, m, definida sobre el conjunto X; con I = IU- - -UI,
es la combinacién de las funciones de creencia anteriores, es decir, m = m; ® - - - ® my,.
Nuestro objetivo es obtener la marginalizacion de esta funcion de creencia universal en

cada uno de los grupos del arbol de grupos, es decir, m*'i, i = 1,...,n, donde
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m*(A)= > m(B) paratodo AC U, (6.13)

BCU;
Bi=A

Al proceso de obtener las marginales de la funcién de creencia universal se le llama

{X1,Xs} {X2,X6,X7}
{XQ,X5,X6}
{Xo,X5} {X2,X3,X5}

Figura 6.1: Arbol de unién para el conjunto de variables X;, I = {1,2,...,9}.

Propagacion.

H

3

X5,X6,Xs}

-
.
[

H

6.3 Métodos de Propagacién Estandar

En toda esta seccion trabajaremos con un arbol de grupos 7T representando a un
conjunto de variables X; con I = I U---U I,, y donde cada Xj, lleva asociada una
funcién de creencia m;. Un ejemplo de arbol de grupos puede verse en la figura 6.1.

La funcién de creencia universal sobre X; se denotard por m =m; ® - - - ® m,,.

La tarea de calcular de forma directa la marginal de m en cada I; presenta el pro-
blema de que el conjunto U; puede ser muy grande, con lo que dicho calculo puede ser

dificil o practicamente imposible, mientras que los calculos con las funciones definidas
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sobre los conjuntos X;, pueden ser mucho mas asequibles. Este tltimo caso es cono-
cido como cdlculo local. En esta seccién describimos dos arquitecturas diferentes pero
relacionadas, que permiten calcular las marginales de la funciéon universal mediante
calculos locales. La primera de ellas es conocida como arquitectura de Shafer-Shenoy,
que ha sido estudiada en un contexto muy amplio [87], y la otra es la arquitectura
HUGIN, introducida inicialmente para propagacién de probabilidades [45] en el sis-
tema HUGIN [2], y que recientemente ha sido extendida a formalismos mds generales
por Lauritzen y Jensen [60]. Ambos esquemas conllevan la realizacién de sucesivas
operaciones entre los nodos del arbol de unién, proceso que es conocido como paso de
mensajes. Las diferencias entre ambas radican en la forma de los mensajes y también

en la planificacion de los mismos.

6.3.1 La arquitectura Shafer-Shenoy

En este esquema, se sitian dos buzones en cada arco del arbol de unién. Dado un
arco entre los nodos X7, y X7, uno de los buzones es para los mensajes que salen de
X7, y se dirigen a Xj,, y el otro es para los mensajes que van en direccion contraria.
Los mensajes alojados en ambos buzones seran funciones de creencia definidas sobre
Xr.n1;- Inicialmente, todos los buzones estan vacios, y una vez que se ha introducido

un mensaje en uno de ellos, se dird que éste esta lleno.

Un nodo Xy, del drbol de grupos podrd mandar un mensaje a otro nodo vecino Xy,
si y sélo si todos los buzones correspondientes a mensajes entrantes a X, estan llenos
excepto aquél correspondiente al mensaje de X;; a X7,. Por lo tanto, inicialmente sélo

los nodos hoja pueden enviar mensajes. El mensaje de Xy, a X7, se calcula como

L
Oxp =X, = M @ 0% Pxy, X1, ; (6.14)

XIk E’Ue(XIi )—X]J,

donde m; es la funcién de creencia inicial de X7, ¢x, —x, son los mensajes en los
1

buzones salientes de X, y entrantes en Xy, y ve(Xy,) son los nodos vecinos de X7,.
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Noétese que un mensaje contiene la informacion procedente de un lado del arbol y es
enviada al otro lado del drbol. Puede probarse [87] que siempre existe al menos un
nodo que puede enviar un mensaje hasta que todos los buzones se encuentren llenos, y

que cuando finaliza el paso de mensajes, para cada nodo X;, € 7 se cumple que

mt

= m; X ® quIk_*XIi . (615)

Xi, €ve(Xr;)

6.3.2 La arquitectura HUGIN

Este esquema ya ha sido descrito para el caso de probabilidades en la seccion 2.3.2 del

capitulo 2, por lo que nos limitaremos a trasladarla al caso de funciones de creencia.

En este método, en lugar de colocar buzones en los arcos del arbol de union, entre
cada par de nodos vecinos X, y X7, se inserta un nuevo nodo. Tal nodo es de la
forma S;; = X7, N X;, y se denomina separador. El conjunto de todos los separadores
en el arbol 7 se denota por S. En estas condiciones, en cualquier momento la funcion

universal sobre X; se factoriza como

m = ®;L:1 my;

- 6.16
Res s’ (6.16)

donde mg representa la funcién de creencia definida sobre el separador S. Inicialmente,
las funciones de creencia asignadas a los separadores son la identidad, es decir, aquella
funcion de creencia cuya masa es 1 para Uy y 0 en otro caso, o, lo que es lo mismo,
aquella cuya comunalidad es constantemente igual a 1. La masa correspondiente a
esta identidad la denotaremos por 1;. Por tanto, en este caso la expresién (6.16) es

claramente la funcién de creencia universal en X7.

En el esquema HUGIN, el paso de mensajes se realiza en dos etapas. En primer
lugar, un nodo ha de ser seleccionado como raiz del arbol, y a continuacion, los mensajes

comienzan a enviarse empezando por las hojas y en direccién a la raiz. Cuando un
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nodo recibe mensajes de todos sus vecinos excepto de aquel en direccion a la raiz, éste
puede mandar a su vez un mensaje hacia arriba. El proceso contintia hasta que el nodo

raiz recibe mensajes de todos sus hijos. A esta fase se la llama de RECOLECCION.

Después de esto, el nodo raiz envia un mensaje a cada uno de sus hijos. Luego,
cada nodo que recibe un mensaje envia otro a cada uno de sus vecinos excepto a aquél
del que recibié el mensaje, continuando este proceso hasta que se alcanzan los nodos

hoja. A esta fase se la llama de DISTRIBUCION.

A diferencia de la arquitectura de Shafer-Shenoy, en el caso de HUGIN sélo hay
un tipo de mensaje, que se define como sigue. Siempre que un mensaje es enviado
desde X7, a X7, con separador S, las funciones de creencia de los nodos involucrados

cambian de la siguiente forma:

m:( = my, mg.. =M ) m; = m] ® (mgl] ® mg;)TIj’ (6]‘7)

donde mg,l,
ij

es el inverso de mg,; respecto a la operacién de combinacién.
Siguiendo las mismas demostraciones que en [45], puede probarse que después de
las fases de RECOLECCION y DISTRIBUCION, cada nodo y cada separador contiene la

marginal, en las variables que lo forman, de la funcién de creencia universal sobre Xj.

6.4 Propagaciéon HUGIN con Funciones Masa

Obsérvese que en la expresion (6.17), a diferencia del esquema Shafer-Shenoy, hay que
realizar una divisién; més concretamente, se combina una masa con el inverso de otra
masa. Sin embargo, la operacién inverso para las funciones masa no la hemos definido

aun. Esta seccién se dedica a buscar una expresion adecuada para tal inverso.

Una opcién que podriamos elegir para definir el inverso es usar las funciones de
comunalidad. La expresién (6.12) puede tomarse como base para tal definicién, pro-

porcionando, a su vez, una forma sencilla de calcularlo.
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Definicién 6.5 Dado un conjunto de variables X; y ) una funcion de comunalidad

sobre Xy, se define el inverso de la funcion () como

Q7'(A) = VA CU;. (6.18)

0 en otro caso

Lauritzen y Jensen [60], aclaran que los inversos calculados de acuerdo a la expresién
anterior pueden dar como resultado funciones que no sean funciones de creencia en el
sentido de que pueden producir masas negativas. Sin embargo, las marginalizaciones
siempre se realizan sobre funciones de creencia validas, y se cumple que, después de
una propagacién completa, y usando el inverso definido en (6.18), las funciones que
quedan tanto en los grupos como en los separadores de 7 son funciones de creencia
validas, y, ademas, éstas son las marginales de la funcién de creencia universal m. Esto

asegura la validez de la propagacion tipo HUGIN con funciones de creencia.

De cualquier forma, como dijimos anteriormente, las funciones masa son general-
mente representaciones mas compactas que las comunalidades, y por lo tanto, prefe-
ribles de cara a la representacion en un ordenador. Definiremos ahora una expresién
para el inverso de una funcion masa. A continuacién, demostraremos que ambas defi-
niciones, la realizada a partir de la comunalidad y la realizada a partir de la masa, son

equivalentes.

Definicién 6.6 (Clausura por intersecciones) Dado un conjunto T', se define su clau-

sura por intersecciones, I', como

F={BB=[]A HCT} (6.19)

Definicién 6.7 (Inverso) Sea m una funcidn masa sobre un conjunto de variables X,

y con soporte T C 2V, Sea T la clausura para intersecciones de I'. Definimos el inverso
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de m como una funcién m=' : 2Y7 — IR con elementos focales en I con la siguiente

erpresion,

( 1 5
=~ Y. m(B), siAdeT,
> m(B) p
Bel 522
m(A) = { B2A (6.20)
L 0, Si A ¢ f

Notese que si A es maximal en T, m~"(A) = 1/m(A).

Los siguientes resultados demuestran que esta definicion es equivalente a la anterior;
es decir, (6.20) calcula realmente la masa asociada a Q' definida por (6.18). Antes,
hemos de fijar alguna notacion. Por @,,,.m, denotamos la funcién de comunalidad

correspondiente a la combinacién de dos masas m; ® ma, i.e., el producto Qp,, + Qm,-

Proposicion 6.1 Sea m una funcion masa sobre un conjunto de variables Xy, con

soporte ', y T' la clausura para intersecciones de T', y sea m ™!

(6.20). Entonces,

como en la expresion

Qm*l(A) = Qm(A) VACUr.

Dem: Distinguiremos tres casos.

e Si AcT esmaximal:

Qm-1(4) = Y m™(B)
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donde B € T.

e Si AT noes maximal:

Qm-1(4) = > m™(B)

BDA

= m7'(A)+ > m ' (B),

B2A

donde B € T. Sustituyendo el valor de m~'(A4) de acuerdo con la ecuacién (6.20),

la expresién anterior puede escribirse como sigue,

Qui(A) = ————— 3 ' B+ 3 m(B)

e Si A¢ T, hemos de tener en cuenta dos casos:

1. Supongamos que 4 B € T tal que A C B. Entonces,

Qm-1(4) = Y m™(B)

BDA
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= ) m(B)

BDA
B¢T’
= 0,

de lo que se sigue, usando la férmula (6.18), que @,.'(A) = 0. Por lo tanto, se
cumple que 0 = @Q,,-1 (A) = Q' (A).

2. Supongamos que 3C' € T tal que A C C. Sea B = min{C € T'|A C C}.
Tal B siempre existe, porque de otra forma podriamos encontrar dos conjuntos
minimales By, By € [ conteniendo ambos a A y verificando que By € By y
By € By, lo que es equivalente a decir que A estd contenido en By N Bsy, y esto
es una contradiccién con el hecho de que B; y By son minimales y ' es cerrado

para la intersecciéon. Entonces,

Qm-1(A) = Z m H(C)

Cerl
= Qm— (B)
= lel(B):

lo que es cierto dado que m™'(A) = 0y B € T. Ahora, como m(A) = 0, se
cumple que
Qu(A) =Y m(C) = m(C) = Qu(B),
oA OB
lo que implica que Q,'(A) = Q.'(B), por lo tanto, Q,,-1(A) = Q;'(B) =

Q. (A).

m

1

El siguiente teorema demuestra que m~" es realmente un inverso para la combi-

nacién por la regla de Dempster.
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Teorema 6.1 Sean las condiciones de la proposicion 6.1. Entonces,
(me@m ) (A) =1;(A4), VA2,

donde 17 es la funcion de creencia identidad sobre el conjunto de variables X7.

Dem: De acuerdo con la proposicién 6.1, para todo A € T se cumple que

Qmm-1 (A) = Qm(A) *Qm—1 (A)

1
- g
-1
le( )7

de lo que se sigue que
(m@m™")(A) =1;(4) VA2

O

De este modo hemos definido el inverso de una funcién masa, que no siempre
serd una funcion masa valida. Sin embargo, como aclaramos con anterioridad, después
de una propagacion completa, los resultados si son masas vélidas. El avance de este en-
foque es que no se necesita convertir las funciones masa en comunalidades para realizar

la propagacion, con el consiguiente ahorro de espacio.

6.5 Representacion de Funciones de Creencia

El siguiente paso a la hora de disenar un sistema para la propagacion de funciones de
creencia es la eleccién de una representacion apropiada para las mismas. El punto clave
es como representar los conjuntos focales y cémo organizarlos para que las operaciones
se realicen de forma eficiente. En esta seccion estudiamos la clasica representacién
mediante cadenas de bits (RCB) y proponemos una nueva representacion dispersa que
llamamos representacién por semi reticulo (RSR) y que estd basada en los drboles

jerdrquicos [26, 75].
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6.5.1 Representaciéon por cadenas de bits (RCB)

Sea un conjunto de variables X; con un espacio de estados finito U;. Sea xy,...,x, un
orden de las configuraciones pertenecientes a U;. Dado un conjunto A C Uy, se define

el indice por cadena de bits de A, con respecto al orden anterior, como

Iy=> 2. (6.21)
T, €EA

Puede demostrarse que 0 < I4 < 2" donde n = |U;|. El indice 0 corresponde

al conjunto vacio, y el 2" a U;. Utilizando este esquema, una funcién masa puede
representarse como un vector indexado por los indices de cadena de bits y conteniendo,
en cada posicion, la masa asociada al conjunto correspondiente al indice del vector.
Esta representacion tiene numerosas ventajas. Por ejemplo, las operaciones de conjunto
como unién e interseccién se pueden implementar con operadores de bits, que son muy

rapidos, y ademads es sencillo transformar masas en comunalidades y viceversa (ver

90, 94, 95]).

Sin embargo, existe una importante restriccion; esta representacion esta limitada a
espacios de estados pequenos. Supongamos, por ejemplo, que X; contiene 8 variables
binarias. Entonces, |Ur| = 256, y el nimero de niimeros reales requeridos para represen-
tar una funcién masa sobre X; es 226, que es un nimero enorme para los ordenadores
habituales. Sin embargo, el niimero de elementos focales de una funcién de creencia es
habitualmente pequeno con respecto al tamano de U; (ver [1]), lo que sugiere pensar en
otras representaciones que saquen partido de este hecho. A continuacién proponemos

una de estas representaciones.

6.5.2 Representaciéon por semi reticulo (RSR)

En esta seccién introducimos una representacion grafica dispersa para funciones reales
de conjunto, y, por lo tanto, validas para cualquier representacion de las funciones

de creencia. El objetivo es encontrar un esquema computacional donde las principa-
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les operaciones con funciones de creencia se puedan realizar de forma eficiente. Estas
operaciones son combinacion e inverso, asi como otras operaciones requeridas por el
esquema HUGIN, como son la extensién y marginalizacién. En esta seccién nos limi-
taremos a la definicion de la estructura, para, mas adelante, especificar como han de

llevarse a cabo las operaciones.

La siguiente definicién estd pensada esencialmente para funciones masa, sin em-

bargo, se enuncia de forma general.

Definicién 6.8 (RSR) Sea Q un conjunto finito, f : 2 — IR una funcién de conjunto
valuada en IR. Definimos la representacién por semi reticulo (RSR) de la funcion f

como un grafo dirigido aciclico G = (V, ), verificando las siguientes propiedades:

1. El conjunto de nodos V. C 29 es el conjunto de elementos focales de f (V =

{v e 2?f(v) #0}).
2. Asociado a cada nodo X € V, hay un nimero real correspondiente a f(X).

3. Si existe un arco (X,Y) € E, significa que X CY y no hay otro Z € V tal que
XCZCY.

Ejemplo 6.1 Sea f una funcion definida sobre un espacio Q = {ay, as,as,a4}, y cu-
yos elementos focales son X1 = {a1}, Xo = {as}, X3 = {as, a4}, X4 = {ay, a2, 0a3}.
Supongamos que los valores de la funcidn para esos elementos focales son f(X;) = 0.1,
f(X9) =0.1, f(X3) =0.2, f(X4) =0.3. La figura 6.2 muestra una RSR para f.

Supongamos ahora que queremos anadir un nuevo conjunto focal, por ejemplo Xg =
{a1,a3,a4} con f(Xg) = 0.3. Comenzamos examinando los nodos raiz en la RSR
para ver cudles de ellos son subconjuntos de Xg si es que alguno lo es. Vemos que
X1, Xo © Xg. Por lo tanto, Xg debe ser insertado en el subgrafo formado por los
descendientes de X; y Xo, que en este caso no los hay. Asi, debemos conectar Xg a

X1 y Xy, obteniendo el diagrama de la figura 6.3.
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({a1:a2: Clg}, 0.3

)

Figura 6.2: Una RSR para f.

{a1,a2,a3},0.3) ({a2,a4},0.2)

({ala as, 04}, 0.3

Figura 6.3: La RSR después de insertar Xg.
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Cuando se construye una RSR, los conjuntos deben insertarse de tal manera que si
un conjunto dado X se inserta después de otro conjunto Y, debe cumplirse que X ¢ Y.
De esta manera, se evita tener que comprobar en cada insercion cudles deben ser los
descendientes de cada nodo nuevo. Para conseguir esto, basta con establecer un orden
de los elementos a insertar verificando que para cualesquiera dos conjuntos X;, X, si

| X;i| < |X,| entonces i < j.

El siguiente algoritmo describe el procedimiento de insercién, donde G = (V, ) es

la RSR, Xj; es el conjunto a insertar y f(X;) es el valor asociado al conjunto.

INSERTA (G, X;,f(X;))

1. Sea I =1.
2. Para todo X; € V tal que X; es un nodo raiz y X; C X;, hacer I =T U {j}.

3. Sea H el conjunto de hijos de aquellos nodos cuyos indices estan en I y son
subconjuntos de X;. Borrar de I aquellos indices correspondientes a padres de
los nodos de H.

4. Si H #0,

e Para cada X; € H, hacer I =1 U {j}.

e Ir al paso 3.
5. Anadir X; a V y conectar X; a X; para todo j € I.

6. Asociar al nodo Xj; el par (X;, f(X;)).
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El conjunto I se utiliza para almacenar los indices de los nodos que han de ser conec-
tados a X;.

En el paso 2, el algoritmo comienza explorando los nodos raiz para ver cudles de

ellos son subconjuntos de X;. Si encuentra alguno, actualiza el conjunto I.

A continuacién, en el paso 3, la idea es buscar, de entre los descendientes de los

nodos cuyos indices estan en I, aquellos que son subconjuntos de X;.

Notese que cuando un conjunto se indexa en I, el indice de sus padres debe borrarse

de I, para mantener la condiciéon 3 de la definicion 6.8.

Haciendo uso del algoritmo anterior, es facil especificar la forma de construir una RSR

correspondiente a cualquier funcién de conjunto valuada en IR con soporte finito.

Sea 2 un conjunto finito, f : 2% — IR una funcién de conjunto valuada en IR. Sea
I'={Xy,...,X,} el soporte de f. Supongamos que se cumple que | X;| < |X;| =i < j.

En estas condiciones, el siguiente algoritmo construye una RSR G = (V,€) para f.

RSR(G,f.I)

1. Sea n = T.
2. Desde 1 = 1 hasta n,

(a) INSERTA (G,X;,f (X))

El siguiente ejemplo ilustra el proceso de construccién de una RSR.
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Ejemplo 6.2 Sea f una funcion real definida sobre las partes de Q = {ay, as, a3, a4}
con elementos focales X1 = {a1}, Xo = {as}, X3 = {as, a4}, X4 = {a1,02,a3} y
X5 = Q. Supongamos que los valores de [ para dichos elementos son f(X;) = 0.1,
f(Xy) = 0.1, f(X3) = 0.2, f(Xy) = 03y f(X5) = 0.3. El algoritmo comienza
insertando X1 y Xo. La insercion es directa y no hay que hacer ninguna conexion
entre ellos. FEl siguiente conjunto a insertar es Xs. Para ello se exploran los nodos
raiz, viéndose que Xo estd contenido en X3. Luego X3 estard conectado con Xy (ver
figura 6.4). De igual manera, se anade X4, obteniendo la RSR de la figura 6.5. Ahora
pasamos a incluir X5. FEn primer lugar se examinan los nodos raiz, encontrandose que
ambos son subconjuntos de Xs5. Por lo tanto, la exploracion continia a partir de los
hijos de X1 y Xo, es decir, X3 y X4. Estos son a su vez subconjuntos de Xy y, dado
que no hay mas nodos por explorar, X5 debe ser conectado a ambos. El resultado se

muestra en la figura 6.6.

({a1},0.1) ({as},0.1)

({ag,a4},0.2)

Figura 6.4: Estado del diagrama después de insertar Xj.

({a1},0.1) ({as},0.1)

({a17a27a3}70.3) ({ag,a4},0.2)

Figura 6.5: Estado del diagrama después de insertar Xjy.
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({a1},0.1) ({aa},0.1)

({a17a27a3}70.3) ({a27a4}70.2)

Figura 6.6: Estado del diagrama después de insertar Xs.

Ahora, la RSR debe ser extendida para manejar conjuntos de configuraciones de
variables. Cada configuracién puede representarse como una cadena de caracteres,
reservando dos caracteres para la etiqueta de la variable y otros dos para la modalidad
de la variable dentro de la configuracién. Por ejemplo, supongamos que tenemos dos
variables X; y X5, y una configuracién consistente en el primer valor de X; y el segundo

de X,. Esta configuracién podria representarse como la cadena X101X202.

En lugar de repetir una configuracion cada vez que ésta aparezca en un conjunto
focal, todas las configuraciones podrian ser almacenadas en una tabla general, y ser
referenciadas desde cualquier conjunto focal en el sistema. FEsa tabla general puede

implementarse como una tabla hash. A partir de ahora, denotaremos dicha tabla por

H.

El siguiente paso es definir cémo ha de representarse cada elemento focal de una
RSR. Hay representaciones eficientes para conjuntos en general, por ejemplo, los drbo-
les binarios de busqueda balanceados, que proporcionan procedimientos eficientes de
insercion de elementos o comprobacion de pertenencia de elementos al conjunto por
medio de funciones con complejidad O(logn) donde n es el nimero de elementos en
el conjunto. Cada elemento, en este caso, seria simplemente un numero entero refe-

renciando a una configuracion de la tabla . La correspondencia entre dicho niimero
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y su configuracion se define como sigue: sea N el nimero de celdas en la tabla #, y
x una configuracion almacenada en la j-ésima posicion de la i-ésima celda. Entonces,
el identificador de esa configuracion es el resultado de concatenar los nimeros i y 7,
formando un nuevo entero ji. Obsérvese que si N es proximo al nimero total de con-
figuraciones en el sistema, las operaciones de busqueda en la tabla H se realizan en
un tiempo constante. Una explicacion detallada de este tipo de estructuras de datos

puede encontrarse en [54].

6.5.2.1 Calculo de la clausura mediante interseccion de una RSR

En algunos casos, es necesario anadir una cualidad mas a las RSR: deben ser cerradas
para intersecciones. La razdén es que el inverso de una funcién masa esta definido sobre
la clausura para intersecciones de su soporte, como se describe en la férmula (6.20).

Pasamos pues a describir cémo se calcula esta clausura para una RSR.

Teniendo en cuenta los dos hechos siguientes, la tarea puede simplificarse. En
primer lugar, la intersecciéon de un conjunto dado con cualquiera de sus subconjuntos
es el propio subconjunto. Por otro lado, para cualesquiera dos conjuntos A y B, y para
C C B, se cumple que ANC C AN By, ademds, ANC=(ANB)NC.

Entonces, la estrategia a seguir de cara a obtener la clausura mediante intersecciones
consiste en dividir los nodos de la RSR en diferentes niveles. El primero seria aquel
compuesto por los nodos hoja (aquellos que son maximales en la RSR). A continuacién
se calculan las intersecciones dos a dos de todos los conjuntos de ese nivel y los conjuntos
que resulten se insertan en la RSR. El siguiente nivel consistird en aquellos nodos
que son antecesores directos de aquellos en el primer nivel. De nuevo se calculan las

intersecciones y el proceso se repite hasta que no quedan nodos por explorar.

Hemos dicho que siempre que se calcula una nueva interseccion, ésta debe inser-
tarse en la RSR. Sin embargo, el algoritmo INSERTA, no es aplicable en este caso,
dado que esta formulado para insertar elementos que en el momento de la insercién

son maximales. Por tanto, hemos de realizar algunas modificaciones para permitir la
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insercion de elementos que no sean maximales. A grandes rasgos, la tarea adicional a
realizar en este caso seria conectar el conjunto insertado con sus superconjuntos. El

algoritmo detallado es como sigue.

Sea G = (V,€) una RSR, y C = AN B el elemento a insertar.

INSERTA2(G,C,A,B)

1. Sea I = (.
2. Para todo X; € V tal que X es un nodo raiz y X; C C, hacer I =1 U {j}.

3. Sea H el conjunto de hijos de aquellos nodos cuyos indices estdn en I, y que son
subconjuntos de C. Si alguno de ellos es igual a C', ir al paso 7. En otro caso,

eliminar de I aquellos indices correspondientes a padres de los nodos de H.
4. Si H # 0,

e Para cada X; € H, hacer I =1 U {j}.

e Ir al paso 3.
5. Anadir C a V.

6. Para cada X} tal que k € I, sustituir cada arco (X;,Y) € € tal que C C Y, por
el par de arcos (X, C) y (C,Y).

7. Si A no es alcanzable desde C, afiadir el arco (C, A).
8. Si B no es alcanzable desde C, afiadir el arco (C, B).

9. Asociar al nodo C el valor 0.0.
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Una vez redefinida la insercién, se puede especificar de forma sencilla un algoritmo

para calcular la clausura para intersecciones:

CLAUSURA(G)

1. Sea £ ={Xy,...,X,} el conjunto de hojas de G.
2. Mientras £ # 0,

(a) Desde i = 1 hasta n — 1,
i. Desde j =1+ 1 hasta n,
e Sea X = X;NX;.
e Si X # (), INSERTA2(G,X,X,;,X,).
(b) Sustituir £ por el conjunto de antecesores directos de sus elementos. Sea

L={Xy,...,X,} el conjunto resultante. Ir al paso 2.

El siguiente ejemplo explica el funcionamiento de este algoritmo.

Ejemplo 6.3 Sea la RSR de la figura 6.6. Queremos cerrarla para intersecciones
utilizando el algoritmo anterior. Para ello comenzamos con las hojas, tomando L =
{Xs}. Puesto que sdlo hay un elemento en L vamos al paso 2.(b), obteniendo L =
{X4, X3}. Ahora hemos de calcular X,N X3 resultando X¢ = {as}. Después de insertar
este conjunto segun el algoritmo INSERTAZ2 obtenemos la RSR de la figura 6.7. Ahora
reemplazamos L por L = { X1, Xo, Xg}, comprobandose que todas las intersecciones son
vacias, y, por lo tanto, no hay que insertar ningun nuevo elemento. Dado que no hay
ningun antecesor de los nodos de L, el algoritmo concluye y la RSR queda cerrada para

intersecciones.
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({aa},0.1)

({a27a4}70.2)

({a1},0.1)

({a1 7(1270,3}70.3)

.....

Figura 6.7: Una RSR cerrada para intersecciones.

6.6 Operaciones con Funciones de Creencia sobre

la RSR

Supongamos que representamos las funciones masa mediante RSR. En esta seccién
describiremos cédmo realizar las operaciones de la expresién (6.17) sobre esa estructura.

En concreto, las operaciones son: marginalizacién, inverso, combinacion y extension.

Comenzaremos con la marginalizacién. Supongamos que tenemos una funcién
masa mj sobre un conjunto de variables X;, representada mediante una RSR G;, y
queremos calcular m; = m%" con J C I. El proceso es sencillo: para cada elemento
focal de my, calcular su proyeccién sobre J y actualizar su masa. El siguiente algoritmo

calcula G, una RSR para m.

MARGINAL(G;,/)

1. Elegir un orden ancestral de los conjuntos de la RSR G;. Es decir, realizar un

recorrido primero en anchura del grafo. Sea {A,..., A,} el orden resultante.
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2. Desde 1 = 1 hasta n,
(a) INSERTA (G,,A" ;mr(4;)).

3. Devolver G;.

Obsérvese que un orden ancestral siempre verifica la propiedad requerida para apli-
car el algoritmo INSERTA, esto es, si A; C A; entonces ¢ < j. Si dicha propiedad
se cumple en Gy, es claro que si Ai‘] - Aj‘] entonces i < j, luego el orden en G; es

también valido para G;.

Un hecho debe ser considerado en este punto: si el conjunto que esta siendo inser-
tado en G; es ya un elemento A; de G, entonces, en lugar de asignarle la masa mI(AZTI),

. . . I
lo que hay que hacer es incrementar su anterior valor de masa en una cantidad mI(AzT ).

La siguiente operacion a describir es el inverso. Tenemos una masa m; represen-
tada por una RSR Gr = (V1, &), y el objetivo es calcular una RSR para m;'. Segitin
(6.20), si " es el conjunto de elementos focales de m;, los de m;* estardn en . Por
tanto, no es necesario calcular una nueva RSR para el inverso, pues basta con cerrar la
antigua para intersecciones y actualizar los valores de masa almacenados. Pero serd ne-
cesario almacenar dos valores de masa en cada nodo en lugar de uno: el valor de m; y

el de m; !, de cara a facilitar los calculos.

La férmula (6.20) muestra una forma de calcular el inverso, en la cual, para cada
nodo, la suma de los inversos y de las masas de todos sus superconjuntos es necesaria.

Un algoritmo para hacer esto es el siguiente.

INVERSO(G;)

1. CLAUSURA(G;).
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2. Elegir un orden ancestral de los conjuntos de V;. Sea {A;,..., A,} tal orden.
3. Desde i = n hasta 1,

(a) a = 00, b= m[(Al)

(b) Para cada nodo B € V; en cualquier camino desde A; hacia arriba (i.e.
A; € B),

i. a=a+m;"(B).

ii. b=>b+m(B).

(€) mi'(4) = —a

Al comenzar el proceso desde las hojas del grafo, toda la informacién necesaria para

calcular la suma en el paso 3.(b).i esta disponible.

La siguiente operacién a definir es la extension. Sea una RSR para una funcion

masa m; sobre un conjunto de variables X;,. El objetivo es obtener una RSR para la

masa mlﬂj sobre el conjunto de variables X7, con I; C I;. Segin la férmula (6.11),

11;

los elementos focales de m;"’ se corresponden con los conjuntos cilindro de los elemen-

tos focales de m;, es decir, para cada A elemento focal de m;, su conjunto cilindro,
11 1

AMi | serd un elemento focal de m; ", y éstos son los tinicos elementos focales de m; .
Ademés, mlﬂj (A'i) = m;(A). Por lo tanto, podemos obtener la RSR para la extensién
sustituyendo cada conjunto de la RSR de m; por su conjunto cilindro, y manteniendo

el antiguo valor de masa.

Finalmente, especificaremos un algoritmo de combinacién. Supongamos que te-
nemos dos funciones masa, m; y ms, definidas sobre el mismo conjunto de variables
X71. Sea G = (V1,&1) la RSR asociada a my y Gy = (Vs, &) la RSR asociada a msy. El

siguiente algoritmo calcula la RSR G5 = (Vi2, £12) correspondiente a myy = my @ ma:
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COMBINA (G,,5,)

1. Sea Vy = {Ay,..., Ay} y Vo ={DBy,...,Bp}.

2. Calcular cada interseccion no vacia S = A, N B,,u=1,....,n, v =1,....,my

almacenarla en una lista £ junto con el valor f(S) = m;(A,) - ma(B,).

3. Ordenar £ de acuerdo al cardinal de los conjuntos que la forman. Sea {C,...,C,}

tal orden.
4. Desde [ =1 hasta p,

(a) INSERTA (G12,C;,f(C))). SiC) yaestd en la RSR Gy, en lugar de asignarle
un valor de masa f(C)), simplemente incrementar su antiguo valor en la

cantidad f(C)).

5. Devolver Gs.

Y con este algoritmo completamos las operaciones necesarias para implementar
una arquitectura tipo HUGIN usando una representacién dispersa. A continuacion
estudiaremos cémo utilizar la RSR para calcular de forma rapida valores de Bel y @ a

partir de una funcién masa representada por una RSR.

6.6.1 Calculo de Bel y @ sobre la RSR

En esta seccién abordamos la tarea de responder a la siguiente pregunta: dado un
conjunto de variables X7, una funcién de creencia m; sobre X; y una RSR G;, para
cada conjunto A C Uy, ;Cudl es el valor de Bel(A) y Q(A)?
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La RSR proporciona una forma sencilla de responder a este tipo de consultas, sim-

plemente realizando recorridos sobre el grafo asociado. El siguiente algoritmo calcula
Bel(A):

BEL(G;,A)

1. Sea R el conjunto de nodos de G; predecesores directos de A.

2. Bel(A) =m;(A) + >  bPROP(G;,B,A).

BeR

donde bPROP(G;,B,A) es una funcién que devuelve un valor real y que esta definida

como

bPROP(G;,B,A)

1. s =m;(B).

2. Marcar B como visitado.

3. Para cada nodo C' padre de B en G; tal que C' no haya sido visitado,
(a) s = s+bPROP(G;,C,A).

4. Devolver s.
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La forma de calcular la comunalidad es completamente andloga, pero en lugar de dirigir

la propagacién hacia las raices, en este caso se dirige hacia las hojas:

Q(glaA)

1. Sea L el conjunto de nodos de G; sucesores directos de A.

2. Q(A) =m;(A))  qPROP(G;,B,A).

BeL

donde qPROP(G;,B,A) es una funcién que devuelve un nimero real y definida como

qPROP(G,,B,A)

1. s =my(B).

2. Marcar B como visitado.

3. Para cada nodo C hijo de B en G; tal que C' no haya sido visitado,
(a) s = s+qPROP(G;,C,A).

4. Devolver s.
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6.7 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado una estructura sobre la cual desarrollar un esquema
de propagaciéon tipo HUGIN para funciones de creencia. Esta estructura esta basada
en los drboles jerarquicos [26, 75], anadiendo la caracteristica de que esté cerrada para

intersecciones en los casos necesarios (cuando se calcula el inverso de una masa).

Ademas, se propone una forma de calcular el inverso de una funcién masa, que
no es necesariamente una funcion masa valida, pero permite realizar la propagacion
completa sin necesidad de transformar las masas en comunalidades para realizar las
divisiones y luego volver a traducir. Se demuestra que el resultado después de una

propagacién completa es una funcién de creencia vilida [60].

El esquema propuesto en este capitulo, servira de base para los métodos aproxima-

dos del préoximo capitulo.






Capitulo 7

Algoritmos Aproximados para

Funciones de Creencia

7.1 Introduccion

En el capitulo anterior estudiamos un esquema tipo HUGIN para propagar funciones
de creencia de Dempster-Shafer. Este esquema es una forma eficiente de realizar los
calculos de forma exacta, al igual que ocurria para probabilidades, frente a otras ar-
quitecturas como la de Shafer-Shenoy. Sin embargo, no siempre serd posible hacer los
calculos de forma exacta, incluso si partimos de un arbol cluster ya construido, tal y
como hacemos en el capitulo anterior. El principal problema que surge aqui, y que
hace el problema de la inferencia mas complicado atin que en el caso de probabilidades,
es la regla de combinacion de Dempster. El cdlculo de la combinacién de una serie de
masas es de complejidad exponencial en el nimero de masas y el cardinal del espacio

muestral [65].

En este capitulo nos proponemos el desarrollo de un método aproximado de infe-
rencia igual al presentado en el capitulo 5 para el caso de las probabilidades. En esta
ocasién, el papel que jugaban las distribuciones de probabilidad lo desempenan las

funciones masa, mientras que el correspondiente a los arboles de probabilidad es ahora
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atribuido a las representaciones por semi reticulo.

El capitulo comienza con un planteamiento general del problema en la seccion 7.2.
En la seccion 7.3 se describen las nuevas operaciones que se necesitan sobre las re-
presentaciones por semi reticulo, principalmente, la combinacién aproximada de dos
RSR. El algoritmo principal se estudia en la seccién 7.4, terminando el capitulo con

las conclusiones en la seccion 7.5.

7.2 Planteamiento del Problema

El punto de partida ahora es algo distinto al del caso de las probabilidades. Vamos a

suponer que disponemos de un conjunto de funciones masa M = {my,...,m;}, cada
una de ellas definidas sobre un conjunto de variables X;, i = 1,...,k, de forma que
N = Ule I, = {1,...,n} es el conjunto de indices de todas las variables del sistema,

Xn. El objetivo serd obtener una estimacion de la masa ‘a posteriori’ sobre cada una
de las variables X;, i € N, es decir, la marginal m*’ de la funcién masa universal

m =m; ® ---®my para cada variable del sistema, de acuerdo con la expresién (6.13).

En primer lugar, necesitamos definir una operacion de restricciéon para funciones
masa. En el caso de probabilidades, la restriccién es trivial, pero a la hora de defi-
nirla para funciones masa hay que ser mas cuidadoso, puesto que estas ultimas estan
definidas sobre conjuntos de configuraciones de variables en lugar de estarlo sobre con-

figuraciones simples. La definicién que proponemos es la siguiente:

Definicién 7.1 (Restriccion) Sea m una funcion masa sobre un conjunto de variables
X;. Dado A C Uy un conjunto de configuraciones para un conjunto de variables X,

J C I, se define la restriccién de m a A como
(

m(B) si BC AV,

mEA (B) = (7.1)

0 si. Bg A,
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Ur
U—y L--__ T /
A
N o
Figura 7.1: Focales para una masa sobre Uj.
Ejemplo 7.1 Sea una masa m definida sobre un conjunto U; con focales C,...,Cy

como se muestra en la figura 7.1. Supongamos que queremos calcular la restriccion

R(A)

m con A € Ujy. Esta nueva masa vendrd dada por aquellos focales de m que estdn

contenidos en la extension cilindrica de A, es decir, m®A) tendrd dos focales, Cy y Cs,
con masa m™(Cy) = m(Cy) y mBA(C3) = m(Cs).

Una vez definida la restriccion, es posible plantear un método similar al usado
para probabilidades para estimar las masas de cada variable mediante simulaciéon. Se
pretende obtener una muestra cuyos elementos son configuraciones de conjuntos focales

(un conjunto focal para cada masa) con interseccién no vacia.

Lo ideal es seleccionar cada configuracién (A, ..., A;) con ATV . AN 20 con
una probabilidad proporcional a my(A;)---myg(Ag). De esta forma, podemos estimar

la masa m*'i, i = 1,...,n, mediante

m

i (A)
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donde m es el tamano de la muestra.

Este es un estimador insesgado de m*'i(A) con varianza

mit (4) (1= mt(4)

m

var(m*'i(A)) = (7.3)

En general, serd dificil obtener una muestra con esta distribucién de probabilidad:
hay que realizar una combinacién exacta. Asi que el procedimiento que seguiremos
sera similar al que usamos en el caso de las probabilidades: calcularemos una aproxi-

macién de esta distribucion mediante una precomputacién rapida aunque no exacta, y

usaremos dicha distribucién para obtener una muestra {(A(li), . ,A,(f)) li=1,...,M}.
Cada elemento de la muestra, (A@, e A,(j)), tendra un peso asociado w;, y la esti-

macion habrd que realizarla de acuerdo con la media ponderada de los pesos:

| ADIN A AOTN Yy

i (A) =
Zi:l W

Una primera aproximacién al problema viene dada por el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.2 Supongamos que tenemos tres variables X1, Xo y X3 y tres masas mq, mo
y mg definidas para los conjuntos de variables { X1, Xo}, {X1, X3}, y {Xo, X3} respec-
tivamente. Lo primero que necesitamos es un orden de eliminacion de las variables,
por ejemplo, X1, Xo, X3. En la eliminacion de cada variable lo que debemos obtener es
una distribucion de probabilidad de muestreo que nos permita simular un focal para la
masa marginal correspondiente a dicha variable. Fsa distribucion de muestreo debe ser
consistente con la masa que queremos simular. Lo ideal seria que ambas fueran propor-
cionales, pero eso, en general, serd inalcanzable, con lo que tendremos que quedarnos

con una aprorimacion.

Una vez definido el orden de eliminacion de las variables, pasamos a borrarlas. El
proceso de borrado consiste en tomar todas las masas definidas para la variable a eli-

minar y marginalizar cada funcion sobre las demds variables. Esto se hard habiéndolas
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combinado antes o no, al igual que pasaba en el caso de las probabilidades. Veamos

como seria:

e Eliminacién de Xy. Las funciones que estdn definidas para X1 son my y ms.
Aqui tenemos dos opciones, combinarlas o no. Esto dependerd de que el tamario
de la combinacion no exceda cierto umbral que se define de antemano. Supondre-
mos en este ejemplo que las combinamos, obteniendo una funcién m} : 2Vt123 —
0, 1] definida como m} = my ® ma. Esta serd la funcidn masa que se usard para
calcular la distribucion de muestreo para X,. Ahora hay que eliminar la variable

X, de la funcion m} mediante marginalizacion.

e Eliminacién de Xs. Las funciones que estan definidas para Xo son m’{¢{2’3} Y ms.
Al igual que en el paso anterior, las combinaremos. El resultado es una funcion
ms 2 2Ves — [0,1] definida como my = mH%* @ ms.  Ahora se elimina la

variable Xy de la funcion mj mediante marginalizacion.

e Eliminacién de X3. La unica funcion que queda definida para X3 es mj; = m§¢{3}.

Por lo tanto, no tenemos que hacer nada mdas.

Una vez concluido el proceso de borrado, pasamos a simular las funciones masa mar-
ginales. Lo que hacemos es ir simulando en orden inverso al de eliminacion. Por lo
tanto, comenzamos con X3. Tomamos una distribucién de probabilidad p} : 2V — [0, 1]
proporcional a mj. Usando pi simulamos un focal As C Us para la masa marginal de
X3. Ahora tenemos que simular un focal para la masa marginal de Xy que sea con-
sistente con As. Para ello, calculamos una distribucién pi : 2U2 — [0, 1] proporcional

* R(Az)
2

a m y la usamos para obtener un focal Ay C Us. Ahora tememos que simular

X1. Para ello tomamos una distribucién de muestreo pt : 2U* — [0,1] proporcional a

m){R(AQ’As

)y la usamos para obtener un focal A; C U,. De esta forma, hemos simulado
un focal para cada una de las masas marginales de las variables. La masa que se asig-
naria a la configuracion de focales obtenida, vendrd dada por el peso del muestreo por
importancia, es decir, el cociente entre la probabilidad de la configuracion de focales y

la probabilidad de muestreo de dicha configuracion.



180 Capitulo 7: Algoritmos Aproximados para Funciones de Creencia

Obsérvese que en el ejemplo anterior se ha seguido un enfoque similar al del capitulo
3, es decir, cuando se usaban tablas de probabilidad. Sin embargo, ya dijimos en el
capitulo 5 que cuando el problema era de un tamano considerable, habia que adoptar
soluciones mas sofisticadas, como era el uso de arboles de probabilidad y el estudio de

formas mas cuidadosas de calcular las funciones de muestreo.

En definitiva, seguiremos un desarrollo paralelo al del capitulo 5. Por lo tanto,
lo primero que necesitamos es una representacion dispersa para las funciones masa, y
una definicién de las operaciones aproximadas sobre esa estructura. La estructura a

emplear serd la RSR descrita en el capitulo anterior.

7.3 Operaciones Aproximadas sobre una RSR

Las operaciones que realizaremos sobre una RSR son la combinacion, marginalizacion
y restriccion. La marginalizacién nunca anade complejidad a la RSR original, por lo
tanto basta con utilizar el algoritmo del capitulo anterior. Nos centraremos, pues, en

la combinacién aproximada y en la restriccion.

7.3.1 Combinacién aproximada

Por aproximar una funcién masa entendemos el hecho de eliminar algunos de sus foca-
les, con objeto de conseguir una representacion mas compacta. Un primer enfoque a
la aproximacion de la combinacién podria ser combinar primero y luego ir eliminando
focales de la masa resultante. En este sentido, se han estudiado algunos criterios para
eliminar focales de una funcién masa [1, 90], pero no se ha llegado a un consenso sobre
cudal es mejor. Basicamente, se han seguido dos lineas a la hora de eliminar focales. La
primera consiste en tomar los focales con mas elementos y borrarlos, repartiendo su
masa entre los demds. La segunda consiste en borrar los conjuntos con menos masa,
repartiendo también la masa borrada entre los focales restantes. Como senala Almond

[1], ambos enfoques plantean problemas en determinadas circunstancias.
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En esta seccién proponemos un enfoque diferente. La idea consiste en ir aproxi-
mando conforme se realiza la combinacién. Para ello, se van seleccionando los focales
maximales de cada masa y se van calculando las intersecciones y el producto de ambas
masas. El conjunto resultante se va insertando en una nueva estructura junto con el
valor de masa correspondiente. Si el conjunto a insertar ya existe, lo que se hace es
incrementar su valor de masa. Este proceso se mantiene mientras no se exceda cierto
umbral de tamano. Cuando dicho umbral se sobrepasa, hay que reducir el tamano de
la estructura que vamos construyendo, tratando de eliminar, en cada momento, el focal

que menos altere la representacién de la funcién masa resultado de la combinacién.

En concreto, lo que haremos sera seleccionar parejas de conjuntos y sustituirlos por
la unién de ambos, asignandole al conjunto resultante la suma de las masas de los dos
que se han eliminado. De esta forma, habra que determinar un criterio de seleccién de
las parejas de nodos que tenga en cuenta la diferencia entre ambos conjuntos y también
la masa que tiene asignada cada uno de ellos. El criterio que proponemos es elegir los

nodos A; y Ay que minimicen la siguiente funcién:

m(Ar) - |Ag — Ay +m(Ay) - [A] — Ay

D(Al,AQ) = max{\Al\,\AQH (75)
La razén de dividir por max {|A;|, |A2|} es para dar més importancia a la diferencia
entre conjuntos pequenos. Por ejemplo, dos conjuntos que difieren en un elemento seran

mas “distintos” si tienen cardinal 1 que si tienen cardinal 100.

Sin embargo, la aplicacion de este criterio podria llegar a ser muy costosa, dado
que habria que comparar cada nodo con todos los demés. Una forma de acelerar
la busqueda de la pareja éptima es limitar el campo de bisqueda para cada nodo.
Pensamos que es razonable que cada nodo sélo ha de ser comparado con los que estan
cerca de él en la estructura, en concreto, con su enwvolvente en el grafo asociado a la
RSR, es decir, con el conjunto formado por sus padres, sus hijos y los hijos de sus

padres. Para cada nodo A, denotaremos este conjunto como env(A).

El calculo de la funcién de coste D() puede hacerse al mismo tiempo que se van
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insertando elementos en el resultado de la combinacion. En cada insercion, se calcula
la funcién de coste del nodo que se inserta (X;) respecto a cada uno de los nodos (Xj)
que forman su envolvente. A continuacién se inserta cada tripleta (X;, X;, D(X;, X;))
en una lista ordenada de mayor a menor segin. De esta forma, seleccionar una pareja
de nodos para reducir la RSR es simplemente tomar el primer elemento de la lista

ordenada.

Aln necesitamos una cosa mas para especificar un algoritmo de combinacién apro-
ximada. En concreto, necesitamos modificar el algoritmo INSERTA?2 definido en el
capitulo anterior para que permita incluir elementos no maximales que no sean el re-
sultado de la interseccion de dos ya existentes. La modificacion es muy sencilla. Sea

G = (V,€) una RSR, y C el conjunto a insertar, con masa c.

INSERTA3(G,C,c)

1. Sea I =10.
2. Para todo X; € V tal que X; es un nodo raiz y X; C C, hacer I = I U {j}.

3. Sea H el conjunto de hijos de aquellos nodos cuyos indices estan en I, y que son
subconjuntos de C. Si alguno de ellos es igual a C', ir al paso 7. En otro caso,

eliminar de I aquellos indices correspondientes a padres de los nodos de H.
4. Si H#0,

e Para cada X; € H, hacer I =T U {j}.

e Ir al paso 3.
5. Anadir C a V.

6. Para cada X}, tal que k € I, sustituir cada arco (X;,Y) € € tal que C C Y, por
el par de arcos (X, C) y (C,Y).
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7. Incrementar la masa asociada al nodo C en una cantidad c.

En estas condiciones, podemos proponer el siguiente algoritmo para la combinacion
aproximada de dos masas. Sean my y ms las masas a combinar, ambas definidas sobre
el mismo conjunto de variables. Si no lo estan, habra que extenderlas al conjunto
unién. Sean G; = (V1,&1) v Go = (V», &) las RSR asociadas a las masas my y meo
respectivamente. El siguiente algoritmo devuelve la RSR Gy, de la aproximacién a la

masa Mis = My Q Mo.

COMBINA _APR(G;,G>)

1. Sea L una lista, inicialmente vacia, de tripletas (A, B,¢) donde A y B son con-
juntos y ¢ un valor real. Los elementos de esta lista estaran ordenados de menor

a mayor segun el valor de c.

2. Sean V; = {Ay,..., A} vy Vo = {By,...,B,}. Supongamos sin pérdida de
generalidad que A, ¢ A, siu < vy B, ¢ B, si u <v. Es decir, los conjuntos

mas grandes tienen subindice méas bajo.
3. Mientras |Vi| > 0y |Vs| > 0,

(a) Sacar el primer elemento A € V).

(b) Para todo B € Vs, tal que C = AN B # 0,
i. ANADE(Gy,C,mi(A) - my(B),L).

(c) Sacar el primer elemento B € V.

(d) Para todo A € V; tal que C = AN B # 0,
i. ANADE(Gy,,C,my(A) - my(B),L).
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4. Devolver Gy,.

donde ANADE es un procedimiento que anade un conjunto a la RSR y la reduce si

se excede el limite de tamano:

ANADE(G,A,c,L)

1. INSERTA3(G,A,c).
2. Para cada B € env(A),

(a) Borrar de £ cualquier tripleta de la forma (A4, B, c) o (B, A4, ¢).
(b) Anadir a £ la tripleta (A, B, D(A, B)).

3. Si G excede el limite de tamano,

(a) Extraer la primera tripleta (A, B, ¢) de la lista L.

(b) Sean m(A) y m(B) los valores de masa asociados a Ay B en G respectiva-

mente.
(c) Eliminar Ay B de G.
(d) Eliminar de £ cualquier tripleta que contenga al conjunto A o al B.

(e) ANADE(G,AU B,m(A) +m(B),L).

Obsérvese que el procedimiento COMBINA _APR realiza la combinacion exacta

si ésta no excede el limite de tamano establecido.
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El siguiente ejemplo ilustra el proceso de combinaciéon aproximada.

Ejemplo 7.3 Disponemos de dos RSR G, = (V1,&1) (figura 7.2) y Go = (Va, &) (figura
7.8). Queremos obtener una aprozimacion de la combinacion de ambas, Gia, que no

tenga mds de 5 elementos. Inicialmente, tenemos que

Vi = {{a, a9}, {a1, a3}, {a1}, {as}, {as}},
Vo = {{a1, 09,03, a4}, {az, a3}, {as}, {as}}.

Tomamos {a1,as} de Vi y calculamos las intersecciones no vacias con elementos de

Vs, obteniendo

{ai, a2} N{ay,as,a3,a,} = {ay,as} con masa 0.2 x 0.2 =0.04,
{a1, a2} N{az, a3} = {as} con masa 0.2 x 0.3 = 0.06.

Anadimos estos conjuntos a la RSR Gio, obteniendo la estructura de la figura 7.4.

Después de este paso, el estado de la lista L serd

[, — {({ala a?}: {a2}7 003)}:

puesto que
0.04 x 0.0+ 0.06 x 1
D({a1, az}, {a2}) = 5 =0.3.

Ahora tomamos {ay, as,az} de Vs y, repitiendo el proceso anterior, con Vi, obtenemos

{a1,a9,a3,a,} N{ay,a3} = {a1,a3} con masa 0.2 x 0.3 = 0.06,

{a1,a9,a3,a,} N{a1} = {a1} con masa 0.2 x 0.1 = 0.02,
{a1, a9, a3, a4} N{as} = {as} con masa 0.2 x 0.2 = 0.04,
{a1,a9,a3,as} N {as} = {as} con masa 0.2 x 0.1 = 0.02.

La figura 7.5 muestra Gy después de insertar estos conjuntos. Veamos como se actua-

liza la lista L. Al insertar {a1, a3}, ésta no cambia, pues su envolvente es el conjunto
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vacio. Luego se anade {a,}, cuya envolvente estd formada por {ay, as}, {a1, a2} y {as}.

Insertamos las correspondientes tripletas en L y obtenemos

L={({a1},{ai,as3},0.01), ({a1}, {a1,as2},0.01), ({a1, a2}, {as2},0.03), ({a1 }, {as},0.12)}.

La insercion de {as} sdlo modifica la peniltima tripleta y la de {as} no afecta a la

lista. En definitiva,

L= {({al}, {al, 03}, 001), ({al}, {Cll, CLQ}, 001), ({al, GQ}, {GQ}, 005), ({al}, {CLQ}, 012)}

Ahora tomamos {a1,a3} de V; y repetimos la mismo operacion, obteniendo

{ai,a3} N{ag,a3} = {az} con masa 0.3 x 0.3 =0.09,

{a1,a3} N{as} = {as} con masa 0.3 x 0.1 = 0.03.

Después de anadir dos veces el conjunto {as}, obtenermos la RSR de la figura 7.6. Se
observa que la envolvente de {as} estd formada por {ai,as} y {a1}, con lo que la lista

L quedard como

L= {({al}, {al, CL3}, 001), ({al}, {al, CLQ}, 001), ({al, CLQ}, {CLQ}, 005),
({as}, {ar, az},0.06), ({1}, {as},0.12), ({as}, {a1},0.14)}.

Dado que el tamano mdzimo de la RSR estd limitado a 5 nodos, tendremos que reducir
Gia. Para ello, seleccionamos el primer elemento de la lista L: ({a1},{a1,as},0.01).
Eliminamos ambos conjuntos de G5 y borramos de L todas las tripletas en las que apa-
rezca cualquera de ellos. A continuacion, anadimos a Gio la union de ambos conjuntos
con masa iqual a la suma de las masas de ambos. FEl resultado puede verse en la figura

7.7. El estado de L después de este paso es:

L ={({a,as},{as},0.05), ({ai,as},{as},0.06)}.

Los siguientes elementos a considerar son {a1} de Vi, {az} de Va y {as} de Vi, pero
para todos ellos las intersecciones resultantes son vacias y no influyen, por tanto, en

el resultado de la combinacion.
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El siguiente es {as} de V. Para este conjunto obtenemos
{as} N{ay} = {a4} con masa 0.1 x 0.4 = 0.04.

Anadimos este conjunto a G2 y obtenemos la RSR de la figura 7.8. La lista £ no se

modifica porque la envolvente de {a4} es el conjunto vacio.

En este momento, se tiene que Vo = 0, y por tanto, el algoritmo termina, dando

como aproximacion de la combinacion la RSR de la figura 7.8.

[ ({a1},0.2) } [ ({as},0.2) } E ({as}, 0.1) J
[ ({ar,a3},0.3) ] [ ({ar,a2},0.2) ]

Figura 7.2: RSR G;.

[ ({aa},0.4) } [ ({as},0.1) }

({ag, ag}, 03)

[({al, ...y a4}, 0.2)]

Figura 7.3: RSR G,.
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[ ({az},0.06) }

({al, a2}, 004)

Figura 7.4: Construccién de Gyo (i).

[ ({a1},0.02) ] [ ({a2},0.1) ] [ ({a4},0.02)

|~

[ ({a1, a3}, 0.06) j [ ({a1, a2}, 0.04) j

Figura 7.5: Construccién de Gy (ii).

[ ({ar},0.02) ] [ ({as},0.1) ] [ ({as},0.12) ] [ ({as},0.02) ]
[ ({al,ag},0.04) j E ({a1,a3},0.06) j

Figura 7.6: Construccién de Gyo (iii).
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L ({as},0.1) ] [ ({as},0.12) ] L ({as},0.02) }
[ ({al,ag},0.04) j [ ({01,03},0.08) j

Figura 7.7: Construccién de Gyp (iv).

[ ({as},0.1) ] [ ({as},0.12) ] E ({as},0.06) }
{ ({a1,a},0.04) } [ ({a1,as},0.08) }

Figura 7.8: Estructura final de Gy,.
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Una propiedad importante de la combinaciéon aproximada es que la unién de los
focales nunca disminuye cuando se reduce una RSR. De otra forma el muestreo por

importancia no seria valido, como veremos mas adelante.

7.3.2 Restriccion

A continuacién definiremos la restriccion de una RSR de cierta funciéon masa, siguiendo
la definicién 7.1. Obsérvese que no es necesario definir una operacion de restriccién
aproximada, dado que el tamano de la RSR resultante siempre va a ser menor o igual

que el de la original.

El siguiente algoritmo muestra como realizar la operacion de restriccion, aprove-
chando que los elementos de una RSR estan ordenados para la inclusion. Partimos de
una masa m : 27 — [0, 1] definida para un conjunto de variables X;, representada
mediante una RSR G = (V, &) y queremos obtener una RSR GR4) correspondiente a
la masa mf) : 2U1 — [0,1], donde A C U; es un conjunto de configuraciones de las
variables X ;, con J C I.

RESTRIC(G,A)

1. Sea N una lista de conjuntos ordenados de menor a mayor segiin su cardinal.
2. Sea L el conjunto de nodos minimales de V.
3. Para cada nodo V € L,

(a) Si V ¢ AM marcar V y todo nodo antecesor suyo como visitado.
(b) SiV C AM,
i. Marcar V' como visitado.

ii. Afadir el par {V,m(V)} a la lista V.
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4. Reemplazar £ por todos los nodos de V que sean padres de algin nodo de L y

que no hayan sido visitados.
5. Si £ # (), ir al paso 3.

6. Supongamos que N' = {{Vi,m(V1)},...,{Va,m(V,)}} es la lista de focales obte-

nida.
7. Desde : = 1 hasta n,
(a) INSERTA3(GN V,,m(V})).

8. Devolver GEA),

Una vez definidas las operaciones necesarias sobre la RSR, estamos en condiciones

de formular el algoritmo de muestreo por importancia para funciones masa.

7.4 Algoritmo de Muestreo por Importancia para
Funciones Masa
En esta seccién pretendemos especificar un algoritmo equivalente al presentado en la

seccién 5.3 del capitulo 5 para el caso de funciones masa. Hay dos tareas principales

que deben ser abordadas de cara a enunciar el algoritmo general; estas tareas son:

1. Eliminacién de una variable de un conjunto de funciones masa.

2. A partir de las funciones obtenidas en la eliminacién de una cierta variable, y
teniendo en cuenta los focales simulados para las demas variables, obtener un

focal para la funcién masa correspondiente a la variable en cuestion.
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Teniendo definidas estas tareas, el algoritmo general de simulacién para funciones

masa, analogo al de probabilidades, puede enunciarse como sigue.

Partimos de un conjunto de masas, {my, ..., my}, cada una de ellas definidas sobre
un conjunto de variables X, i = 1,...,k, de forma que Ule I, =N ={1,...,n}
forman el conjunto de indices de todas las variables del sistema, Xy. El siguiente
algoritmo calcula una funcién masa a posteriori m}, ¢ = 1,...,n, para cada variable

X; del sistema.

ALG MI_DS

1. Sea M = {my,...,my}.
2. Elegir un orden o para el conjunto V.
3. Desde i = 1 hasta n,

(a) M(i) =ELIMINA (M,X ).

W

. Desde j =1 hasta m (tamano de la muestra)

(a) w; =1.0.
(b) Desde i = n hasta 1,

i. AY) =SIMULA (X ,:),M (i), w;).
(c) Desde i = n hasta 1,

i mi(AY) = mi(AD)) 4w,

7

5. Normalizar los m}, i =1,...,n.
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Obsérvese que en el algoritmo principal no es necesario distinguir si las masas se van
a representar por semi reticulos o no. Sin embargo, en el procedimiento de eliminacion
de variables y en la simulacién si haremos uso de esta estructura. Pasamos a definir
los procedimientos ELIMINA y SIMULA.

Supongamos que M es un conjunto de RSR asociadas a ciertas funciones masa.
Dada una RSR G, denotaremos por s(G) el conjunto de indices de las variables para
las que estd definida la masa asociada a G. En estas condiciones, el algoritmo de

eliminacion de una variable X; de las masas de M puede enunciarse como sigue.

ELIMINA (M, X))

1. Sea M(i) = {G € M | i€ s(G)}, el conjunto de RSR definidas para la variable
X;. Eliminar M (i) de M. Sea M™* (i) = M(i).

2. Mientras haya més de una RSR en M7 (i),

(a) Tomar Gy,Gy € M™(i).
(b) Calcular ¢ =COMBINA _APR(G,,G»).

(¢) Reemplazar en M™*(i), G; y Gy por G.
3. Sea G la tinica RSR perteneciente a M7 (7).
4. Calcular G =MARGINALIZA (G,X;).

5. Anadir M*(i) a M.

El procedimiento SIMULA (X, ;,M(i),w) debe devolver un focal para la masa

correspondiente a una cierta variable X;(;), donde la masa en cuestion vendra dada por
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la combinacién de las funciones masa contenidas en M (7). Algunas formas de realizar
la combinacion de una serie de funciones masa cuando éstas estan definidas sobre el
mismo dominio han sido estudiadas por Moral y Wilson [62, 63]. En este caso, no todas
las funciones de M (i) estardn definidas sobre el mismo dominio, por lo que habrd que
restringirlas al conjunto de conjuntos de configuraciones de la variable X, ;. Por otro
lado, introducimos el uso de precomputacién aproximada en el paso 5.(i), con la idea
de obtener de forma mas probable focales con interseccion no vacia en el proceso de

simulacién.

SIMULA (X i), M (i) yw)

1. Sea As(;y = {Ais1,..., Ay} el conjunto de los focales simulados hasta el momento.

2. Sea M(i) = {Gi,...,Gk} el conjunto de RSR calculado en el paso 1 del procedi-

miento ELIMINA, y {m4, ..., m;} las masas correspondientes.
3. Desde j = 1 hasta k,
(a) Para cada A € Ay, hacer G; =RESTRIC(G;,A).
4. Sea m/ la funcién masa representada por Gj.
5. Desde j = k hasta 1,

(a) Sij =k, hacer GU) = G;.
En otro caso, G :COMBINA_APR(gj,g(Hl))‘

(b) Calcular PIY), la funcién de plausibilidad asociada a la funcién masa m¥),

correspondiente a GU), es decir,

PID(A) = Y mP(B), VACUypmo).
BNA#)



7.5. Algoritmo de Muestreo por Importancia para Funciones Masa 195

(c) Simular un conjunto focal A; de m/; tal que

m(j)) N ATS(m(j)) AN A£S(m(j)) 7& @

Ts(
AJ‘ J+1

con probabilidad

mi)) A A}i(;n(j)) AN Als(m(i))).

Pj(A;j) oc m)(A;) - P19 (AT

(d) Sim; es una de las masas iniciales del sistema, hacer w = w - m;(A4;).

(e) Hacer w = PlA)

lo(4)
6. Devolver el conjunto A = (ﬂle A}‘s(m(l))) .

Obsérvese que cada vez que se combinan dos RSR en el paso 5.(a), el resultado
esta definido sobre la union de los conjuntos de variables para los que estan definidas las
RSR que se combinan. Por lo tanto, al final del algoritmo se tiene que m(!) est4 definida
para todas las variables que intervienen en cualquiera de las m;, : = 1, ..., k. Por eso

la interseccion del paso 6 hay que calcularla sobre el dominio Ug,a)).

Una propiedad que debe verificarse para que el muestreo por importancia sea valido
es que debe ser posible obtener cualquier configuraciéon que tenga probabilidad exacta
mayor que cero. En el caso de las funciones masa, debemos estar seguros que cualquier
focal que tenga masa mayor que cero, tenga probabilidad de muestreo también mayor
que cero. Esto se verifica gracias a la propiedad de la combinacién aproximada de
mantener constante la unién de los focales. Esto garantiza que cualquier focal que
tenga masa positiva podra ser obtenido, pues su plausibilidad (paso 6.(b)) serd positiva

aunque éste haya sido eliminado de la RSR.
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7.5 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado una metodologia de muestreo por importancia para
funciones de creencia de Dempster-Shafer. El desarrollo ha sido andlogo al seguido en
el caso de probabilidades. Por un lado, se introduce la precomputacion aproximada
para limitar el tamano de las funciones masa, y por otro lado se utiliza un método de

Monte Carlo para estimar las masas ‘a posteriori’ para cada variable.

El trabajo llevado a cabo en este capitulo dan muestra de la generalidad de las

ideas propuestas para propagacién de probabilidades.

Una continuacion inmediata de este trabajo debe ser un estudio experimental del
comportamiento de los algoritmos aqui propuestos, de cara a comprobar su funciona-

lidad en la préctica.



Capitulo 8
Conclusiones y Lineas Abiertas

En esta memoria, hemos llevado a cabo un estudio detallado sobre métodos de propa-
gacién aproximados sobre modelos gréaficos. El uso de estos métodos esta justificado

cuando no podemos obtener en un tiempo razonable soluciones exactas.

Dentro de los algoritmos aproximados, hemos puesto el mayor énfasis en la técnica
de muestreo por importancia. En este sentido, cabe destacar la forma de obtener
las funciones de muestreo, mediante una precomputacion aproximada. Es importante
destacar que en esta fase de precomputacién, es posible detectar cuando se pueden
obtener resultados exactos, en cuyo caso no sera necesario llevar a cabo la fase de

simulacién.

La misma idea puede aplicarse a la simulacién estratificada. Este es un método efi-
ciente de simulacién, pero su aplicabilidad se veia fuertemente limitada por el tamano
de la red. Hemos resuelto ese problema introduciendo el esquema estratificado recur-
sivo, equivalente formalmente al anterior, pero capaz de tratar con redes de mayor
tamano. Se observa, segun los resultados experimentales, que el muestreo estratifi-
cado se ve beneficiado por la obtencién de las distribuciones de muestreo mediante

precomputacion aproximada.

En cuanto al uso de los arboles de probabilidad, los beneficios son destacables si

se emplean en problemas dificiles, tales como los grafos de pedigree. Los experimentos
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realizados en ese grafo muestran como la aplicacion de arboles hace que los algoritmos
sean mas rapidos y que se reduzca el error a la mitad, aproximadamente, del que se
produce utilizando tablas. En grafos mas sencillos, la clasica representacion mediante
tablas puede ser mas eficiente, tal y como se ha comprobado en el capitulo 5. La
principal ventaja de los arboles radica en que permiten aprovechar las regularidades

que pueda presentar un potencial.

Hemos realizado también un estudio sobre métodos de propagacién para Teoria de
la Evidencia. En primer lugar, hemos propuesto un método exacto similar al algoritmo
HUGIN para probabilidades. La principal cualidad del método propuesto es que realiza
todos los cédlculos sobre funciones masa. Es de destacar la definicién de un inverso para
funciones masa (definicién 6.7). Este inverso esta definido de forma recursiva, por lo
que desarrollamos también una estructura que permitiera calcularlo de forma eficiente.
Dicha estructura, que llamamos representacion por semi reticulo, juega un papel similar
al de los arboles de probabilidad a la hora de desarrollar un algoritmo de muestreo por

importancia para Teoria de la Evidencia.

Con ese algoritmo aproximado para funciones masa, tratamos de expresar la gene-

ralidad de los métodos desarrollados para probabilidades.

En cuanto a las lineas a seguir en un futuro, debemos considerar que los métodos
estudiados en esta memoria siempre seran susceptibles de mejora. No en vano, tenemos
que recordar que el problema a resolver (la inferencia) es NP-duro, con lo que nuestros
métodos, que son exponenciales, nunca resolveran todos los posibles ejemplos. Como
posibles lineas de trabajo, ademas de las citadas en cada uno de los capitulos, podriamos

senalar:

1. Generalizacién de los métodos de precomputacién aproximada a otros formalis-
mos. Al igual que se han extendido en esta memoria para Teoria de la Evidencia,
pensamos que estos métodos, inicialmente pensados para probabilidades, pueden
ser aplicables a otros formalismos como los intervalos de probabilidad, e incluso

podrian generalizarse a un nivel més abstracto.

2. Estudio de nuevos criterios para aproximacion de potenciales usando arboles de



8.0. Conclusiones y Lineas Abiertas 199

probabilidad, y masas usando representaciones por semi reticulo. Aqui sera de

gran ayuda el trabajo experimental.

3. Aplicacion practica de los métodos desarrollados. Pensamos que posibles proble-
mas a resolver son todos aquellos que involucren un alto nimero de variables,
de manera que los calculos exactos sean inviables. Por ejemplo, en la Universi-
dad de Aalborg, han aplicado técnicas de simulacién para propagar en grafos de

pedigree. Problemas similares podrian resolverse con nuestros métodos.
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