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Introdui�on
El uso de modelos gr�a�os [59℄ para representar distintos tipos de sistemas es onoidoen distintas disiplinas ient���as. El origen podr��a situarse a prinipios de siglo enel ampo de la F��sia Estad��stia, en el estudio de sistemas de part��ulas donde adauna de ellas interat�ua on las que est�an situadas en su proximidad. Para represen-tar de forma senilla las relaiones de veindad entre part��ulas, se utilizaron grafosno dirigidos. Se puso entones de mani�esto que el uso de estruturas gr�a�as pararepresentar problemas ient���os podr��a llevar a una mejor omprensi�on y resolui�onde los mismos. Surgieron entones trabajos que apliaban ideas similares en distintasdisiplinas, omo la gen�etia, donde la herenia de ualidades entre individuos se re-present�o usando grafos dirigidos. En general, podr��a deirse que los modelos gr�a�osson formas de representar interaiones entre entidades de un modelo mediante grafos,lo que los onvierte en una herramienta universal ampliamente utilizada.Estos modelos han sido profundamente estudiados en Estad��stia desde prinipiosde la d�eada de los 80 [22, 57, 59℄, pero el mayor desarrollo de estas t�enias se haalanzado a ra��z de su apliai�on en el ampo de la Inteligenia Arti�ial, surgiendolo que se ha dado en llamar grafos de dependenias, que son estruturas gr�a�as queodi�an las relaiones de dependenia entre las distintas variables que intervienen enun modelo.Con el desarrollo de los primeros sistemas expertos, r�apidamente se omprob�o laneesidad de representar el onoimiento, para, de alguna forma, onseguir sistemasapaes de emular el razonamiento humano.



2 Introdui�onEl siguiente paso a la hora de modelizar el onoimiento humano es el tratamientode relaiones no deterministas. Los primeros sistemas que utilizaban este tipo de rela-iones representaban el no determinismo o inertidumbremediante soluiones a medida,destaando los fatores de erteza utilizados en el sistema experto MYCIN [89℄, quepueden entenderse omo pesos que daban m�as o menos importania a las reglas deprodui�on existentes en el sistema. Este tipo de soluiones a medida se mostraroninsu�ientes, debido a iertos problemas, en el sentido de falta de expresividad o ina-paidad de tratar la inertidumbre de forma global.Es en la d�eada de los 80 uando los modelos gr�a�os omienzan a emplearse omorepresentai�on del onoimiento inierto en sistemas expertos. En un prinipio el mo-delo adoptado para representar la inertidumbre fue la Teor��a de la Probabilidad. Laventaja de este formalismo radia en que ofree un maro de �alulo bien onoido.Esto dio origen a los llamados sistemas expertos probabil��stios, hoy en d��a ampliamenteestudiados en la literatura [1, 14, 47, 64, 69, 86℄. Los primeros trabajos en este sentidose deben a Kim y Pearl [48℄ y Pearl [66, 67, 69℄, quienes proponen meanismos deinferenia en modelos gr�a�os probabil��stios donde el grafo asoiado es un �arbol o unpoli�arbol. Poo despu�es, Shafer y Shenoy [83℄ y Lauritzen y Spiegelhalter [58℄ presentanesquemas de inferenia (propagai�on) para grafos dirigidos a��lios sin la restrii�onde que sean �arboles, bas�andose en una estrutura asoiada llamada �arbol de liques.Estos esquemas fueron mejorados posteriormente por Jensen y otros [44, 45℄ on elesquema implementado en el sistema HUGIN [2℄, y m�as reientemente por Shenoy [88℄y Shmidt y Shenoy [76℄.Adem�as de la Teor��a de la Probabilidad, otros formalismos se han empleado enInteligenia Arti�ial para representar y manipular la inertidumbre, destaando laTeor��a de la Evidenia de Dempster-Shafer, introduida por Dempster en 1967 [25℄ yreformulada por Shafer en 1976 [82℄. Esta teor��a puede verse omo una forma alterna-tiva de usar probabilidades, tal y omo explian el propio Shafer [85℄ y Walley [93℄. Laapliai�on de otros formalismos distintos de la probabilidad se debi�o, en gran medida,al estudio axiom�atio de las relaiones de independenia (ver, por ejemplo, [69℄).Atualmente, se est�an desarrollando esquemas de �alulo sobre modelos gr�a�os de



Introdui�on 3forma abstrata, estableiendo una serie de axiomas que debe umplir todo formalismosuseptible de adaptarse a tal esquema de �alulo. En este sentido, deben ser destaadoslos trabajos de Shenoy y Shafer [87℄, Cano, Delgado y Moral [11℄, y Lauritzen y Jensen[60℄.Todos los esquemas de inferenia itados anteriormente son exatos. Por ejemplo, enel aso de las probabilidades, se alulan los valores de la distribui�on de probabilidad `aposteriori'. Sin embargo, en algunos asos un onoimiento aproximado de estos valoreses su�iente y en otros, es lo �unio que se puede onseguir en un tiempo razonable.El problema de la propagai�on mediante m�etodos exatos es NP-duro [18, 65℄, por loque en la pr�atia, los m�etodos exatos no ser�an apliables si el tama~no del problema essu�ientemente grande: por ejemplo, en problemas de gen�etia donde el grafo asoiadoes muy ompliado [42℄. Aunque el problema de la propagai�on mediante m�etodosaproximados es tambi�en NP-duro [20℄, la lase de problemas que se pueden tratar esm�as amplia.La mayor parte de los m�etodos aproximados se basan en t�enias de simulai�on porMonte Carlo para obtener una estimai�on de la distribui�on `a posteriori'. El problemaa resolver es �omo obtener muestras a partir de una distribui�on de probabilidad quees dif��il de manejar. Podemos distinguir tres grupos de m�etodos para abordar esteproblema: los basados en muestreo por importania [12, 13, 30, 33, 35, 36, 37, 80℄, enmuestreo estrati�ado [4, 5, 37℄ y en adenas de Markov [42, 68℄. En general, a la horade simular valores para una variable de ara a obtener una muestra, los algoritmosde Monte Carlo utilizan s�olo la informai�on iniial disponible para esa variable, y esainformai�on es de ar�ater loal.Adem�as de los m�etodos de simulai�on, se han propuesto otras formas de algoritmosaproximados de propagai�on, que se basan en la idea de simpli�ar el problema endos sentidos: simpli�ar la estrutura del grafo [50, 51℄ o reduir el tama~no de lasdistribuiones de probabilidad [9, 43℄.El aso de la Teor��a de la Evidenia, reientemente se han desarrollado algoritmosexatos para funiones de reenia [3, 74℄. Aqu�� existe un problema adiional: la om-



4 Introdui�onplejidad de la regla de ombinai�on de Dempster [65℄. Esto ha motivado el desarrollo dem�etodos aproximados, destaando los trabajos de Moral y Wilson basados en adenasde Markov [62℄ y en muestreo por importania [63℄.Objetivos de la memoriaEl objetivo de esta memoria se entra en el desarrollo de m�etodos de Monte Carlopara la propagai�on de inertidumbre en modelos gr�a�os, basados en preomputai�onaproximada. La idea que se presenta onsiste en un algoritmo que se desarrolla endos fases: una primera fase de preomputai�on aproximada en la que se obtiene unadistribui�on de muestreo y una segunda fase de muestreo por importania donde sehae uso del �alulo realizado en la primera fase. De esta forma, antes de simularse proesa la informai�on disponible, on la idea de que uando a una variable se leasigne un valor durante la simulai�on, se tenga en uenta toda la informai�on que losreursos disponibles permitan utilizar. La inertidumbre podr�a venir dada en formade probabilidades o de evidenias. Para alanzar este objetivo hemos estableido lassiguientes etapas:1. Estudio de las t�enias de simulai�on. En este estudio han de reogerse las prini-pales t�enias de propagai�on de inertidumbre basadas en simulai�on por MonteCarlo, espeialmente las de muestreo por importania y muestreo estrati�ado,que atualmente se onsideran las m�as prometedoras.2. Determinai�on de m�etodos para alular una distribui�on de muestreo aproxi-mada. El punto prinipal en un esquema de muestreo por importania es laelei�on de la distribui�on de muestreo. �Esta debe ser tan pr�oxima a la distri-bui�on exata omo sea posible. Puede ourrir que la distribui�on exata nopuede alularse en un tiempo razonable o bien ser��a demasiado grande omopara almaenarla en un ordenador, por lo que hemos de desarrollar formas deaproximar diha distribui�on. La forma de obtener la distribui�on exata paraada variable onsiste en la eliminai�on de diha variable, esto es, ombinar todas



Introdui�on 5las funiones asoiadas a diha variable y luego sumar la distribui�on resultantesobre ella. Hemos onsiderado dos formas de aproximar este paso:(a) No ombinar todas las funiones antes de marginalizar, es deir, aproximaruna funi�on omo el produto de funiones m�as peque~nas.(b) Enontrar una representai�on ompata de la funi�on resultado de la om-binai�on que permita limitar el tama~no de la misma. Los �arboles de proba-bilidad [9℄ son la herramienta adeuada.Llamaremos preomputai�on aproximada a estos pasos.3. Estudio de la t�enia de muestreo estrati�ado [4, 5℄ y adaptai�on de �esta a nuestroesquema. La t�enia de muestreo estrati�ado presentaba el problema de que s�oloera apliable a redes de tama~no reduido, debido a problemas de redondeo. Portanto, se hae neesario el desarrollo de un esquema que permita apliarlo a redesde tama~no arbitrario. Esto se onsigue on lo que llamamosmuestreo estrati�adoreursivo. La forma de elegir las distribuiones de muestreo en este aso es igualque en el muestreo por importania.4. Apliai�on de la t�enia de preomputai�on aproximada a la Teor��a de la Evi-denia. En el aso de las evidenias, los objetivos a ubrir son los mismos. Sinembargo, aqu�� es neesario desarrollar una representai�on similar a los �arbolesde probabilidad pero apaes de representar funiones masa. Una herramientaadeuada son los �arboles jer�arquios [26, 75℄. Habr�a que de�nir operaiones apro-ximadas sobre esta estrutura para el aso de que tengamos un tama~no m�aximolimitado.Organizai�on por ap��tulosLa memoria omienza on un estudio de la representai�on de inertidumbre mediantegrafos, partiularizada al aso de que �esta venga dada en forma de probabilidades,en el ap��tulo 1. En el ap��tulo 2 se estudian los prinipales m�etodos onoidos para



6 Introdui�onla propagai�on de probabilidades, tanto de forma exata omo aproximada, haiendoespeial hinapi�e en los m�etodos de Monte Carlo.En el ap��tulo 3 estudiamos en profundidad la t�enia de muestreo por importania,y proponemos una nueva lase de algoritmos de este tipo basados en preomputai�onaproximada. Se onsideran distintos asos partiulares y se omprueba experimental-mente el funionamiento de los algoritmos propuestos, ompar�andolos on el onoidom�etodo de ponderai�on por verosimilitud.La misma forma de obtener las distribuiones de muestreo puede apliarse al asodel muestreo estrati�ado. En el ap��tulo 4 se adaptan los algoritmos onoidos demuestreo estrati�ado a las nuevas distribuiones de muestreo, y se propone un esquemaque ampl��a la validez de los mismos a redes de tama~no arbitrario. Se ompruebaexperimentalmente que los algoritmos estrati�ados siempre se bene�ian del uso delas distribuiones de muestreo aluladas omo proponemos.En el ap��tulo 5 se propone un algoritmo de muestreo por importania en el quese representan las distribuiones mediante �arboles de probabilidad. El uso de estasestruturas permite una mayor exibilidad a la hora de la de�nii�on de riterios deaproximai�on de las funiones. Los resultados experimentales muestran que los �arbolesde probabilidad permiten propagar sobre redes de tama~no onsiderable. En onreto,se ha utilizado un grafo de pedigree on 441 variables, edido por Claus S. Jensen(Universidad de Aalborg), para el ual se han obtenido exelentes resultados.Una vez ubiertos los objetivos para el aso de probabilidades, estudiamos el asode las evidenias en el ap��tulo 6. En primer lugar se estudia la inferenia exata,proponiendo un esquema tipo HUGIN que tiene la ventaja de operar diretamente onfuniones masa. A ontinuai�on se propone una estrutura que pretende jugar el papelde los �arboles de probabilidad para la Teor��a de la Evidenia. Esta estrutura es larepresentai�on por semi ret��ulo, y est�a basada en los �arboles jer�arquios de Sandri[26, 75℄.Utilizando las representaiones por semi ret��ulo es posible de�nir un algoritmosimilar al propuesto en el ap��tulo 5 pero para funiones masa. Este algoritmo se



Introdui�on 7presenta en el ap��tulo 7.La memoria termina on las onlusiones y algunas posibilidades para ontinuareste trabajo en el ap��tulo 8.





Cap��tulo 1
Modelos para el Tratamiento de laInertidumbre. Grafos deDependenias
1.1 Introdui�onSupongamos que estamos interesados en onstruir un sistema experto sobre un dominioaera del ual tenemos onoimiento que onlleva inertidumbre. Podemos distinguirdos tipos de sistemas seg�un el enfoque que adoptan para el tratamiento de la inerti-dumbre asoiada al onoimiento:1. Los sistemas extensionales, tambi�en onoidos omo sistemas de produi�on,sistemas basados en reglas, et. Tratan la inertidumbre omo un valor de ver-dad generalizado asoiado a las f�ormulas, y alulan la inertidumbre de unaf�ormula omo una funi�on de la inertidumbre asoiada a las subf�ormulas que laomponen.2. Los sistemas intensionales, que asoian la inertidumbre a un subonjunto demundos posibles o estados de onoimiento. La inertidumbre, en este aso, es



10 Cap��tulo 1: Modelos para el Tratamiento de la Inertidumbre. Grafos de Dependeniastratada de forma global. Al enfoque que utilizan se le llama enfoque delarativoo basado en modelos.Un sistema extensional t��pio es el onstituido por los fatores de erteza de MYCIN[89℄, en el que el valor de verdad de una f�ormula se obtiene omo una funi�on �unia delvalor de verdad de las subf�ormulas que la omponen. De esta manera, la erteza de laf�ormula A^B vendr�a dada por al m�aximo, el produto, o algo similar, de las ertezasde A y B, mientras que en la Teor��a de la Probabilidad, P (A ^ B) vendr�a dada porel \peso" asignado a la intersei�on de dos mundos posibles, aquellos en los que A esierto y aquellos en los que B es ierto.Los problemas que presentan los sistemas extensionales son los siguientes:1. No manejan bien inferenias bidireionales. Si tenemos una regla A ! B, nopodemos deir nada aera de A si observamos B a no ser que tengamos la reglaB ! A, en uyo aso deber��amos eliminar la otra regla para no formar un ilo.2. Tienen di�ultades para retratarse de anteriores onlusiones. Esto viene dadopor el ar�ater modular y mon�otono de los sistemas extensionales. N�otese queaunque se tengan valores de verdad generalizados, no por ello se elimina la mo-noton��a, ya que si observamos el anteedente de una regla, esto nos da lieniapara atuar sin tener en uenta el resto de la base de onoimiento, lo ual nospuede haer llegar a resultados no esperados.3. No tratan de manera adeuada las fuentes de informai�on dependientes. Cuandose dispara una regla, el peso que se asigna a la onlusi�on depende s�olo del pesode las premisas, pero no se tiene en uenta de donde vienen estas premisas.Tanto la Teor��a de la Probabilidad omo la Teor��a de la Evidenia de Dempster-Shafer siguen el enfoque intensional, pero presentan el problema de que a menudo los�alulos dentro de estos formalismos pueden ser omputaionalmente intratables. Porello se hae neesario el estudio de representaiones que permitan abordar los �alulosde forma m�as senilla. A�un as��, en muhos asos no ser�a posible realizar esos �alulos de



1.1. Introdui�on 11forma exata y tendremos que onformarnos on estimaiones de los resultados �nales.En este ap��tulo nos entramos en los modelos en que la inertidumbre viene expresadamediante probabilidades. Estudiaremos los modelos de representai�on que se proponenen la literatura as�� omo los algoritmos exatos y aproximados m�as importantes parainferenia en estos modelos.1.1.1 Modelos gr�a�os y sistemas intensionalesLos sistemas intensionales resuelven los problemas itados en la sei�on anterior; sinembargo, presentan el problema de la e�ienia. El uso de modelos gr�a�os, ha permi-tido la resolui�on de sistemas intensionales en un tiempo razonable.El uso de representaiones gr�a�as para representar la informai�on probabil��stia seremonta a prinipios de nuestro siglo, pero ha sido a partir de los iniios de los a~nos 80uando las posibilidades omputaionales han permitido el desarrollo de un onjuntode teor��as y t�enias de �alulo basadas en esas ideas.Los diagramas de inuenia [40℄ surgen en la d�eada de los 80 omo una alternativaa los �arboles de deisi�on, de ara a la formulai�on y omputai�on de problemas dedeisi�on en ambiente de inertidumbre mediante el uso de estruturas de grafos.Tambi�en en la d�eada de los 80 aparee una nueva representai�on mediante estru-turas de grafos de los modelos probabil��stios en los que no intervienen variables dedeisi�on: los grafos de dependenias.En el desarrollo de los grafos de dependenias abe destaar dos l��neas de investi-gai�on, que responden a las siguientes preguntas:1. C�omo pueden los grafos de dependenias representar la inertidumbre proba-bil��stia.2. C�omo pueden utilizarse los grafos de dependenias para realizar inferenia pro-babil��stia.



12 Cap��tulo 1: Modelos para el Tratamiento de la Inertidumbre. Grafos de DependeniasLa utilizai�on de grafos de dependenias para representar las independenias entrelas variables del modelo uando �estas vienen araterizadas por una distribui�on de pro-babilidad ondiionada la estudiaron Darroh, Lauritzen y Speed [22℄ usando amposde Markov en los que se muestra la importania de la independenia ondiional.Posteriormente, Pearl [69℄ arateriz�o las independenias expresadas en un grafodirigido a��lio mediante el onepto de d-separai�on.El problema de la propagai�on de probabilidades en grafos de dependenias se plan-tea omo la atualizai�on de los valores de probabilidad de una o varias de las variablesdel grafo de dependenias dado que se ha observado el valor que toman iertas variables(observaiones).Para resolver este problema, se han desarrollado en los �ultimos a~nos diversos m�eto-dos exatos [24, 44, 45, 58, 69, 83, 84, 96℄. En general, se puede deir que estosm�etodos saan partido de la independenia ondiional entre las variables, expresadapor la topolog��a del grafo, para realizar los �alulos de forma loal. Shahter y otros [81℄mostraron �omo todos los algoritmos exatos pueden estudiarse dentro de un maroom�un basado en el onepto de �arbol de grupos. Sin embargo, el problema de estosalgoritmos radia en que el problema de la inferenia es NP-duro [18℄.Este heho hae neesario el uso de algoritmos aproximados si se pretende trabajaron una lase de problemas m�as amplia. La mayor��a de estos m�etodos [4, 5, 12, 13,15, 16, 30, 33, 36, 37, 42, 68, 73, 80℄ tratan de obtener una buena estimai�on de ladistribui�on de probabilidad asoiada a la red utilizando t�enias de Monte Carlo.La ventaja de estos algoritmos es que tienen una omplejidad polinomial respeto altama~no de la red. Sin embargo, uando se requiere un ierto nivel de preisi�on, denuevo el problema es NP-duro [20℄, aunque la lase de problemas tratables es m�asgrande.Otro grupo de t�enias aproximadas est�a ompuesto por m�etodos que tratan desimpli�ar el problema modi�ando la red original mediante la eliminai�on de aros[50, 51℄ o bien reduiendo el tama~no de las distribuiones de probabilidad [9, 43℄.



1.2. De�niiones y resultados b�asios 13Reientemente, se han estudiado m�etodos h��bridos que ombinan �alulos exatoson estimaiones por Monte Carlo [23, 38℄.1.2 De�niiones y resultados b�asiosDentro del ontexto de la probabilidad, el onepto de independenia entre suesosviene dado en t�erminos de las funiones de densidad de las variables que representandihos suesos. Por ejemplo, dadas dos variablesX e Y , on funiones de densidad f(x)y f(y), dihas variables se dien independientes si se umple que f(x; y) = f(x) � f(y).Sin embargo, paree laro que los seres humanos no oneptualizamos de esta maneralas independenias entre suesos; m�as bien, esta independenia se mani�esta de maneraasi intuitiva. En el aso de que tratemos de modelizar un sistema uya informai�on nosviene dada por la opini�on de un experto, �este seguramente nos dar�a las independeniasexpresadas de una forma ualitativa m�as que uantitativa. Por ello surge la neesidadde obtener una representai�on del modelo donde las independenias est�en representadasal margen de los datos aera de las variables. Con esta motivai�on surgen los modelosde dependenias.1.2.1 Modelos de dependeniasPara la onstrui�on de modelos usaremos el onepto de variable proposiional, m�asgeneral que el de variable aleatoria, aunque todos los resultados de esta memoria sonv�alidos para ambos tipos.De�nii�on 1.1 Sea 
 un onjunto arbitrario. Diremos que A es un �-�algebra siveri�a:1. � 2 A.2. Ai 2 A; 1 � i � 1) 1[i=1Ai 2 A.



14 Cap��tulo 1: Modelos para el Tratamiento de la Inertidumbre. Grafos de Dependenias3. A 2 A ) 
� A 2 A.Al par (
;A) se le llama espaio muestral. A los elementos de 
 suesos elemen-tales, y a los elementos de A suesos.De�nii�on 1.2 (Variable aleatoria) Sea (
;A) un espaio muestral. Una variablealeatoria X es una funi�on X : 
! IRveri�ando que X�1(�1; x℄ 2 A 8x 2 IR:Una variable aleatoria se die ontinua si puede tomar un n�umero in�nito no numerablede valores, y disreta si puede tomar, a lo m�as, un n�umero in�nito numerable devalores. Si s�olo puede tomar un n�umero �nito de valores, se dir�a que la variablealeatoria es disreta y �nita.De�nii�on 1.3 (Variable proposiional) Sea (
;A) un espaio muestral. Una variableproposiional X es una funi�on X : 
! UXon UX � A, que ontiene suesos exhaustivos y mutuamente exluyentes. De estemodo el onjunto de posibles valores de X ser�a UX = fxiji 2 Ig para un ierto onjuntode ��ndies I = f1; : : : ; ng.Diremos que X es una variable proposiional �nita si A ontiene un n�umero �nitode suesos, es deir, uando 
 sea �nito 1.Notai�on:En el resto de esta memoria onsideraremos siempre variables �nitas, y las denota-remos por las �ultimas letras del abeedario, en may�usulas. Hablaremos gen�eriamente1Si 
 es �nito, se suele tomar A = 2
, donde 2
 denota el onjunto de las partes de 
.



1.2. De�niiones y resultados b�asios 15de variables re�ri�endonos tanto a las aleatorias omo a las proposiionales, en los a-sos en que no haya neesidad de distinguir. Dado un onjunto de variables fXigi2I ,on I = f1; : : : ; ng, supondremos que ada variable Xi toma valores en un onjunto�nito Ui y notaremos por XI a la variable jIj-dimensional XI = (Xi)i2I on valores enUI =Qi2I Ui. Si xI 2 UI y J � I notaremos por x#J al elemento xJ de UJ = Qj2J Ujobtenido a partir de xI eliminando aquellas oordenadas que no est�an en J .De�nii�on 1.4 (Modelo de dependenias) Diremos que M es un modelo de depen-denias si M establee una regla que asigna el valor verdadero o falso al prediadoI(XI ; XK; XJ) � XI es independiente de XJ dado XKpara ualesquiera dos onjuntos de variables XI ; XJ distintos de otro onjunto XK enalg�un espaio medible (
;A). A la relai�on I(; ; ) se le llama relai�on de independenia.A ontinuai�on veremos uatro propiedades de la relai�on de independenia queser�an veri�adas por todo modelo probabil��stio. A un onjunto de independeniasveri�ando estas propiedades se la llama semigrafoide.Propiedades de la relai�on de independenia.1. Simetr��a: Si XI es independiente de XJ dado XK, entones XJ es independientede XI dado XK, es deir,I(XI ; XK; XJ), I(XJ ; XK; XI):2. Desomposii�on: Si XI es independiente de XJ [XW dado XK, entones XI esindependiente de XJ dado XK y XI es independiente de XW dado XK, es deir,I(XI ; XK; XJ [XW )) I(XI ; XK; XJ) ^ I(XI ; XK; XW ):3. Uni�on d�ebil: Reeja el heho de que aprender ierta informai�on que es irre-levante (XW ) no puede haer que otra informai�on irrelevante (XJ) se vuelvarelevante, es deir,I(XI ; XK; XJ [XW )) I(XI; XK [XW ; XJ):



16 Cap��tulo 1: Modelos para el Tratamiento de la Inertidumbre. Grafos de Dependenias4. Contrai�on: Si XW es irrelevante para XI despu�es de onoer alguna infor-mai�on irrelevante XJ , entones XW debe haber sido irrelevante antes de onoerXJ , es deir,I(XI ; XK; XJ) ^ I(XI ; XK [XJ ; XW )) I(XI; XK; XJ [XW ):1.2.2 Representai�on de modelos de dependeniasDado un modelo de dependenias M, podemos representarlo mediante un grafo dedependenias GM en el que ada variable del modelo se orresponda on un nododel grafo y tal que la estrutura del grafo represente las relaiones entre las variablesdel modelo. En los siguientes ejemplos veremos u�ales son los tipos de dependeniasapaes de ser representados por un grafo de dependenias.Ejemplo 1.1 (F.V. Jensen, 1996 [47℄). El inspetor Smith espera la llegada del Se~norHolmes y el Dr. Watson. Ambos se retrasan y el inspetor est�a impaiente porquetiene otra visita que atender. Se aera a la ventana para ver si las alles est�an he-ladas, porque si es as��, probablemente ambos tendr�an un aidente, pues son p�esimosondutores.De repente, la seretaria del inspetor le die que Watson ha llamado diiendo queha tenido un aidente. Entones Smith supone que el motivo ha sido el hielo, y quepor lo tanto, muy probablemente Holmes tambi�en tendr�a un aidente, as�� que piensa:\Bien, puedo atender la otra visita".Pero su seretaria le alara que no hae tanto fr��o omo para que se hielen lasarreteras, adem�as de que han puesto sal para evitarlo. Entones Smith reti�a sudeisi�on y deide esperar diez minutos m�as a Holmes.Obs�ervese que antes de tener informai�on sobre el estado de las arreteras, el hehode que Watson tuviera un aidente inrementa la reenia del inspetor sobre que lasarreteras est�en heladas, y a su vez, aumenta su reenia sobre el heho de que Holmestambi�en tuviera un aidente. Es deir, si no se sabe nada sobre las arreteras, existe



1.2. De�niiones y resultados b�asios 17una dependenia entre los suesos \Watson tiene un aidente" y \Holmes tiene unaidente". Sin embargo, una vez se sabe que las arreteras no est�an heladas, el hehode que Watson haya tenido un aidente no inuye en la reenia aera de que Holmestambi�en lo tenga. Es deir, ambos suesos se vuelven independientes.El grafo de dependenias que representa el modelo seguido por el inspetor puedeverse en la �gura 1.1. En onreto, la relai�on de independenia reejada por dihografo ser�a I(Holmes,Hielo,Watson):
Holmes Watson

Hielo

Figura 1.1: Grafo de dependenias representando el modelo del inspetor Smith.Ejemplo 1.2 (F.V. Jensen, 1996 [47℄). Ahora el se~nor Holmes vive en Los �Angeles.Una ma~nana uando sale de asa se da uenta de que el �esped de su jard��n est�a mojado.Su reenia sobre que haya llovido o se haya dejado el aspersor enendido aumenta.Luego se da uenta de que el �esped de su veino el Dr. Watson tambi�en est�a h�umedo.Esta observai�on hae que aumente su reenia sobre el heho de que haya llovido lanohe anterior. El grafo de dependenias asoiado a este modelo es el de la �gura 1.2,y las independenias que odi�a sonI(Watson,Lluvia,Holmes);:I(Holmes,Lluvia,Aspersor);I(Lluvia; ;;Aspersor):



18 Cap��tulo 1: Modelos para el Tratamiento de la Inertidumbre. Grafos de Dependenias
Lluvia Aspersor

Watson HolmesFigura 1.2: Grafo de dependenias para el modelo del �esped mojado.Ejemplo 1.3 Durante un viaje, Holmes hae una llamada a su amigo el Dr. Watson.Holmes no ten��a ninguna informai�on aera del estado del tiempo en Londres. En-tones Watson le dijo que, por la ma~nana, su ohe hab��a sufrido una parada mientrastransitaba por ierta avenida.Inmediatamente, la reenia de Holmes sobre el heho de que hab��a llovido ese d��aaument�o, avalada por el heho de haber sufrido una parada en el ohe. Sin embargo,a ontinuai�on Watson dijo que la alzada se enontraba totalmente inundada, onlo ual el asunto del ohe dej�o de informar a Holmes sobre el que lloviera o no (lainundai�on se pudo deber a otras ausas).Este problema se puede modelizar on el grafo de la �gura 1.3, y la relai�on deindependenia que odi�a es I(Lluvia,Aver��a,Charos):
Lluvia Charcos AveríaFigura 1.3: Grafo de dependenias para el modelo de la aver��a del ohe.La representai�on de las relaiones de independenia en un grafo se hae a partirdel onepto de d-separai�on [69℄, que formalizaremos a ontinuai�on.



1.2. De�niiones y resultados b�asios 19De�nii�on 1.5 (Grafo dirigido a��lio). Un grafo dirigido G = (V; E) se die a��liosi no existe una seuenia de nodosXi1 ; : : : ; Xir 2 V tales queXi1 = Xir y (Xij ; Xij+1) 2E para todo j = 1; : : : ; r � 1.De�nii�on 1.6 (Camino bloqueado) Sea G = (V; E) un grafo dirigido a��lio. SeaXK � V, Xi; Xj 2 V � XK y � un amino entre Xi y Xj. Se die que el aminoest�a bloqueado por XK si se umple alguna de estas dos ondiiones:1. Hay alg�un v�ertie Xk 2 XK del amino � tal que los aros inidentes en Xk seenuentran ola on ola o abeza on ola.2. Hay alg�un v�ertie Xk 2 V del amino � tal que los aros inidentes en Xk seenuentran abeza on abeza, y es tal que ni Xk ni ninguno de sus desendientesest�an en XK.De�nido el onepto de bloqueo, se puede de�nir la relai�on de d-separabilidad, querepresenta una relai�on de independenia en el aso de grafos.De�nii�on 1.7 (d-separai�on) Sea G = (V; E) un grafo dirigido a��lio.1. Sean XK ( V y Xi; Xj 2 V�XK . Se die que Xi y Xj est�an d-separados por XKsi y s�olo si ualquier amino entre Xi y Xj est�a bloqueado por XK. Este hehose denota por < XijXKjXj >G.2. Sean XK1 ; XK2; XK ( V y disjuntos. Se die que XK1 y XK2 est�an d-separadospor XK, y se denota < XK1; XK; XK2 >G si ualquier amino entre Xi 2 XK1 yXj 2 XK2 est�a bloqueado por XK .A la hora de utilizar un grafo de dependenias omo representai�on de un modelode dependenias, lo que en un aso ideal interesa es, por un lado, que ada variable delmodelo se orresponda on un v�ertie del grafo, y por otro, que ada independeniadel modelo se orresponda un��voamente on un bloqueo de aminos en el grafo. Estose expresa en la siguiente de�nii�on.



20 Cap��tulo 1: Modelos para el Tratamiento de la Inertidumbre. Grafos de DependeniasDe�nii�on 1.8 (Representai�on perfeta) Un grafo G es una representai�on perfetadel modelo M si y s�olo siI(XI; XK; XJ)M ,< XI jXKjXJ >G :Sin embargo, esta ondii�on no siempre se umple, por lo que en muhos de losasos ser�a neesario limitarse a las siguientes representaiones pariales de un modelode dependenias:De�nii�on 1.9 (D-map) Un grafo G es un D-map de M si y s�olo siI(XI; XK; XJ)M )< XI jXKjXJ >G :Es deir, las independenias del modelo quedan reejadas en el grafo, pero puede haberdependenias en el grafo que no est�en en el modelo.De�nii�on 1.10 (I-map) Un grafo G es un I-map del modelo M si y s�olo siI(XI; XK; XJ)M (< XI jXKjXJ >G :Es deir, las independenias del grafo quedan reejadas en el modelo, pero puede ourrirque independenias en el modelo sean dependenias en el grafo.De�nii�on 1.11 Un I-map se die minimal si al eliminar un aro o arista del grafo,�este deja de ser I-map.Hasta ahora, hemos estudiado la parte ualitativa de los modelos de inertidumbre.M�as detalles pueden enontrarse en [69℄.1.2.3 El modelo probabil��stio de dependeniasEl onepto b�asio en el modelo probabil��stio es el de independenia ondiional.



1.2. De�niiones y resultados b�asios 21De�nii�on 1.12 (Independenia ondiional) Sea (
;A; P ) un espaio probabil��stio.Dados tres suesos A;B;C 2 A, on P (B;C) > 0, se die que A y B son ondiional-mente independientes dado C si se umple queP (AjB;C) = P (AjC):Teniendo en uanta esto, pueden de�nirse los modelos probabil��stios de la siguientemanera:De�nii�on 1.13 (Modelo probabil��stio) Se die que un modelo M es un modeloprobabil��stio de dependenias, si la relai�on de independenia I(; ; ) viene dada por laexpresi�on I(X;Z; Y ), P (XjZ; Y ) = P (XjZ);para alguna distribui�on de probabilidad P en alg�un espaio muestral.La ventaja de este modelo es que se pueden apliar resultados de la Teor��a de laProbabilidad para expresar propiedades omo las siguientes, enuniadas por Pearl [69℄.Teorema 1.1 Sean XI ; XK; XJ y XW , onjuntos disjuntos de variables. Todo modeloprobabil��stio veri�a las propiedades de semigrafoide. Adem�as, si la probabilidad P esestritamente positiva se umple:� Intersei�on:I(XI; XK [XW ; XJ) ^ I(XI; XK [XJ ; XW )) I(XI ; XK; XJ [XW ):1.2.4 Representai�on del modelo probabil��stioDado un modelo probabil��stioM sobre un espaio probabil��stio (
; 2
; P ) es posibleonstruir I-maps minimales tanto sobre grafos no dirigidos (redes de Markov) omosobre grafos dirigidos (redes bayesianas). Nos entraremos en el aso de los grafosdirigidos, siguiendo los ejemplos de las �guras 1.1, 1.2 y 1.3.



22 Cap��tulo 1: Modelos para el Tratamiento de la Inertidumbre. Grafos de DependeniasDe�nii�on 1.14 (Red bayesiana o red ausal) Sea M un modelo probabil��stio sobreun espaio probabil��stio (
; 2
; P ). Dada una distribui�on de probabilidad P sobre unonjunto de variables X, una red bayesiana o red ausal es un grafo dirigido a��lioG = (V; E) en el que:1. Existe una orrespondenia biyetiva entre las variables de X y los v�erties de V.2. G es un I-map minimal del modelo M.3. Cada variable Xi tiene asoiada una distribui�on de probabilidad ondiionada alas variables XF (i), P (XijXF (i)), donde F (i) denota el onjunto de ��ndies de lospadres de Xi en el grafo.Teniendo en uenta la odi�ai�on de independenias en una red bayesiana, se puededemostrar la siguiente proposii�on.Proposii�on 1.1 (Regla de la adena) Dada una red bayesiana sobre un onjunto devariablesX = fX1; : : : ; Xng, se umple que la distribui�on onjunta en X es el produtode las distribuiones ondiionadas espei�adas en la red, es deir,P (X) = nYi=1 P (XijXF (i)): (1.1)Esta proposii�on muestra una forma ompata de representar la distribui�on on-junta sobre las variables de la red omo el produto de una serie de distribuionesondiionadas. Esto es de espeial inter�es uando el n�umero de variables de la red eselevado, puesto que el espaio neesario para almaenar la distribui�on onjunta deprobabilidad ree exponenialmente on el n�umero de variables.



Cap��tulo 2
Propagai�on de Probabilidades enGrafos de Dependenias
2.1 Introdui�on
En este ap��tulo presentamos un estudio de las t�enias onoidas, tanto exatas omoaproximadas, para la propagai�on en grafos de dependenias. M�as onretamente, nosrestringiremos al aso de las redes bayesianas, dejando el estudio de la propagai�on defuniones de reenia para ap��tulos posteriores.La idea de la propagai�on en redes bayesianas onsiste en alular la distribui�on aposteriori de iertas variables de inter�es dado que se onoe el valor que toman algunasotras variables.En los �ultimos a~nos se han propuesto numerosos algoritmos para tratar este pro-blema de manera exata [21, 45, 58, 69, 77, 78, 79, 84℄. En general podemos deir queestos m�etodos saan partido de la independenia ondiional entre variables expresadapor la propia estrutura del grafo, para realizar la propagai�on mediante �alulos loa-les. La mayor��a de estos m�etodos se basan en la onstrui�on de un �arbol de grupos de



24 Cap��tulo 2: Propagai�on de Probabilidades en Grafos de Dependeniasvariables a partir de una triangulai�on del grafo moral 1 asoiado a la red bayesiana.Aunque proporionan resultados exatos, el problema en s�� es NP-duro [18℄. Porello, si la red es su�ientemente ompliada, el tiempo de respuesta de estos algoritmosree exponenialmente en el n�umero de variables.Este heho motiva el desarrollo de algoritmos aproximados. La mayor��a de ellostratan de obtener una buena estimai�on de las probabilidades asoiadas a la red em-pleando t�enias de Monte Carlo. En este aso, el problema de la propagai�on se enfoaomo la obteni�on de una muestra a partir de una distribui�on de probabilidad que esdif��il de manejar. Aunque la inferenia aproximada es tambi�en un problema NP-duro[20℄, la lase de problemas que se pueden abordar es m�as amplia que en el aso de losm�etodos exatos.Reientemente, on la inteni�on de ombinar las ventajas de las t�enias exatas y delas aproximadas, se han desarrollado nuevos m�etodos que hibridan ambas metodolog��as.La idea b�asia onsiste en dividir la red en una serie de grupos y en ada uno de ellosapliar una t�enia exata o aproximada, seg�un sea onveniente. En la atualidad,los mejores resultados se han dado al ombinar algoritmos exatos on muestreadoresde Gibbs [23℄, as�� omo muestreadores por importania on el algoritmo exato deShafer-Shenoy [84℄, idea �esta realizada por Hern�andez y Moral [38℄.Comenzaremos estableiendo alguna notai�on y de�niiones b�asias en la sei�on2.2, para desribir algunas t�enias exatas en la sei�on 2.3 y las aproximadas en lasei�on 2.4.2.2 Notai�on y De�niiones B�asiasEn el ap��tulo anterior vimos que una red bayesiana es un grafo dirigido a��lio dondeada nodo representa a una variable y la topolog��a del grafo odi�a las relaiones deindependenia entre las variables, de auerdo on el riterio de d-separabilidad [69℄.1Ver sei�on 2.3.2.



2.2. Notai�on y De�niiones B�asias 25Dadas las independenias representadas en el grafo, la distribui�on onjunta detodas las variables de la red viene determinada espei�ando una distribui�on de pro-babilidad para ada nodo ondiionada a sus padres en el grafo (ver proposii�on 1.1).De�nii�on 2.1 (Potenial) Dado un onjunto de variables XI, llamaremos poteniala ualquier funi�on f : UI ! IR+0 .Obs�ervese que una distribui�on de probabilidad es un potenial. Dado un potenialf , denotaremos por s(f) al onjunto de ��ndies de las variables para las que est�a de�-nido. En el aso de la de�nii�on anterior, s(f) = I. Utilizaremos los t�erminos funi�ony potenial de forma indistinta uando no haya lugar a onfusi�on.Sea X = fX1; : : : ; Xng el onjunto de variables de una red bayesiana. A partir deahora denotaremos la distribui�on ondiionada de Xi dados sus padres en la red F (i),por fi(x) = fi(x#i; x#F (i)) 8i 2 N 8x 2 Us(fi); (2.1)donde N = f1; : : : ; ng, y Xxi2Ui fi(xi; x) = 1; 8x 2 UF (i): (2.2)Entones, la distribui�on onjunta para la variable aleatoria n-dimensional X sepuede expresar omo p(x) =Yi2N fi(x#s(fi)) 8x 2 UN : (2.3)Una observai�on es el onoimiento ertero aera del valor de una variable: Xi = ei.El onjunto de observaiones se denota por e y se denomina onjunto evidenia. PorE se entiende el onjunto de ��ndies de las variables observadas.



26 Cap��tulo 2: Propagai�on de Probabilidades en Grafos de DependeniasToda observai�on Xi = ei tiene asoiada una funi�on de Dira de�nida sobre Uiomo sigue: Æei(x) = 8>><>>: 1 si ei = x;0 si ei 6= x: (2.4)A ontinuai�on de�nimos una serie de oneptos que usaremos a lo largo de lamemoria.De�nii�on 2.2 (Marginalizai�on) Dado un potenial f de�nido sobre un onjunto devariables XI, y dado J � I, se de�ne la marginalizai�on de f sobre una variable XJ(o la eliminai�on de las variables on ��ndies en I � J) omo un nuevo potenial f #Jde�nida sobre el onjunto J dado por la expresi�onf #J(x) = Xy2UIy#J=x f(y); 8x 2 UJ : (2.5)
De�nii�on 2.3 (Combinai�on) Dados r poteniales f1; : : : ; fr, ada uno de ellos de-�nidos sobre los onjuntos I1; : : : ; Ir, se de�ne su ombinai�on o produto omo unpotenial de�nido sobre el onjunto de variables on ��ndies en I = Sri=1 Ii y dado porla expresi�on f(x) = rOi=1 fi(x#Ii) = rYi=1 fi(x#Ii); 8x 2 UI : (2.6)Obs�ervese que el produto en la anterior expresi�on puede realizarse en ualquierorden. Por lo tanto, la ombinai�on es onmutativa.De�nii�on 2.4 (Restrii�on) Sea f un potenial de�nido para el onjunto de variableson ��ndies en I, sea un onjunto de variables XJ , J � I y un elemento �jo x0 2 UJ .



2.3. T�enias Exatas de Propagai�on 27La restrii�on de f a los valores x0 es un nuevo potenial fR(XJ=x0) de�nido sobre lasvariables on ��ndies en I � J de auerdo on la siguiente expresi�on:fR(XJ=x0)(x) = f(y); 8x 2 UI�J ; (2.7)tal que y 2 UI, es tal que y#I�J = x e y#J = x0.La restrii�on puede simpli�ar el problema uando hay observaiones sobre lasvariables de la red.2.3 T�enias Exatas de Propagai�onUna forma de resolver el problema de la propagai�on de forma exata ser��a simple-mente marginalizar a partir de la distribui�on onjunta de todas las variables de la red.Sin embargo, diha distribui�on viene dada de forma fatorizada (ver euai�on (1.1)).Calular la onjunta a partir de la fatorizada plantea problemas tanto de e�ieniaomo de almaenamiento; por ejemplo, si todas las variables de la red son binarias (elaso m�as senillo), ser��a neesario almaenar 2n valores de probabilidad para una redde n variables. Esto no es viable para redes de tama~no onsiderable.Una forma m�as e�iente de resolver el problema onsiste en saar partido de laindependenia ondiional entre las variables expresada impl��itamente en la red, a-raterizada mediante el onepto de d-separai�on. De esta forma se puede obtener ladistribui�on a posteriori mediante �alulos loales, aelerando el proeso de infereniay sin neesidad de trabajar on la distribui�on onjunta.Judea Pearl [67, 69℄ fue el preursor de los algoritmos de propagai�on basados en�alulos loales. Hay que destaar su algoritmo para inferenia en poli�arboles, ya que lametodolog��a utilizada ha sido la base para el desarrollo de los dem�as m�etodos exatos.Posteriormente surgieron algoritmos apaes de realizar la propagai�on en ualquiertipo de grafo dirigido a��lio (D.A.G.), destaando la t�enia de eliminai�on de nodos



28 Cap��tulo 2: Propagai�on de Probabilidades en Grafos de Dependenias[21, 85, 96℄ y los llamados m�etodos de agrupamiento [58, 44, 45, 84℄. Los m�etodos deagrupamiento se basan en la onstrui�on de un �arbol de grupos de variables a partir dela red original, y a partir de �el desarrollan un proeso de inferenia mediante �alulosloales basado en el paso de mensajes entre los nodos, similar al usado por Pearl parapoli�arboles.Todas las t�enias exatas pueden estudiarse desde un punto de vista om�un, basadoen el onepto de �arbol de grupos de variables, resultando todas ellas oneptualmenteequivalentes, on la �unia diferenia de la forma de onstruir diho �arbol [81℄. Aontinuai�on expliamos en detalle algunas de estas t�enias.2.3.1 T�enia de eliminai�on de variablesEl objetivo es obtener la distribui�on a posteriori P (Xj = xjjXE = eE) para unavariable Xj dado un onjunto de variables observadas XE. La idea b�asia onsisteen onsiderar un orden de las variables donde la variable Xj sea la �ultima. En adapaso se va eliminando una de las variables, ombinando todas las funiones en las queest�a involurada diha variable y luego marginalizando sobre ella. Despu�es de adaeliminai�on, las funiones resultantes ya no dependen de esa variable, pero ontienenla informai�on que �esta aportaba. Al �nal del proeso se obtiene un potenial para lavariable objetivo. La probabilidad `a posteriori' que se busa es proporional a estepotenial.El algoritmo de propagai�on puede enuniarse omo sigue:Algoritmo de eliminai�on de variables
1. Se parte de una familia de funiones H = ff1; : : : ; fng formada por las distri-buiones ondiionadas asoiadas a la red ausal, un onjunto de observaionesfelgl2E y una variable objetivo Xj.



2.3. T�enias Exatas de Propagai�on 292. Para ada funi�on f 2 H, restringir f a los valores felgl2E de auerdo a laeuai�on (2.7).3. Considerar una permutai�on � del onjunto f1; : : : ; ng tal que �(n) = j.4. Para i = 1 hasta n� 1 haer:(a) Eliminar la variable X�(i) siguiendo el siguiente proedimiento:i. Combinar todas las funiones que est�an de�nidas para la variable X�(i),obteniendo una nueva funi�on hi.ii. Eliminar X�(i) marginalizando hi sobre s(h)� f�(i)g. A~nadir el resul-tado al onjunto H.iii. Eliminar de H todas las funiones que fueron ombinadas para obtenerhi.
Al �nal de este algoritmo, la distribui�on P (Xj = xjjXE = eE) para todo xj 2 Ujse obtiene omo f(xj) =Qh2H h(xj).2.3.2 M�etodos de agrupamientoEstos m�etodos resuelven el problema de la presenia de ilos agrupando las variablesen onjuntos y formando un �arbol no dirigido on dihos onjuntos para apliar unametodolog��a de paso de mensajes similar a la de Pearl.En estos �arboles los nodos son grupos de variables de la red bayesiana original, yse exige que las relaiones reejen el riterio de d-separai�on. Nos referiremos a �estosomo �arboles de grupos. Todo �arbol de grupos proedente de una red bayesiana debeveri�ar las siguientes ondiiones:1. Para ada par de nodos del �arbol � y �0 on S = � \ �0 6= �, todos los nodos del



30 Cap��tulo 2: Propagai�on de Probabilidades en Grafos de Dependeniasamino que los une ontienen a S. Esta propiedad es onoida por propiedad deuni�on.2. Cada familia2 de la red se enuentra en al menos un nodo del �arbol.3. Toda distribui�on ondiionada de la red, fi(x#i; x#F (i)) se asigna a un nodo del�arbol que ontenga a la familia formada por Xi y XF (i).Dado un nodo �i, su potenial asoiado,  i, ser�a el produto de las distribuionesque est�en asignadas a diho nodo. En aso de no tener ninguna, se onsiderar�a que elpotenial es onstantemente igual a 1.Respeto al mantenimiento de la d-separai�on en el �arbol puede enuniarse lo si-guiente. Dado un �arbol de grupos proedente de una red bayesiana, onsideremos paraada par de nodos veinos un nuevo nodo situado entre ellos dos que sea la intersei�onde los dos nodos anteriores. Estos nuevos grupos se denominan separadores. N�oteseque si se a~naden todos los separadores al �arbol de grupos se sigue teniendo un �arbolde grupos. En estas ondiiones, la independenia ondiional de la red bayesiana sepuede representar de forma expl��ita a trav�es de los separadores [81℄: \Cualesquierados grupos en un �arbol de grupos son ondiionalmente independientes dado ualquiergrupo o separador orrespondiente a ualquier aro que intervenga en el amino entreellos".Un �arbol de grupos de espeial importania es el �arbol de liques, que es aquel enel que ning�un grupo es subonjunto de un grupo veino. Para obtener un �arbol deliques a partir de un �arbol de grupos, basta on inluir los grupos m�as peque~nos enlos superonjuntos que los ontengan [81℄. La onstrui�on del �arbol de grupos suelerequerir la previa triangulai�on de la red ausal [8, 34, 49, 56℄, lo que pasa por unproeso previo de moralizai�on del grafo, que onsiste en onetar todos los nodos dela red que tengan hijos en om�un e ignorando el sentido de los aros. El resultado es ungrafo no dirigido en el que se mantienen dependenias que se perder��an si obvi�aramosla direi�on de los aros sin m�as. A �este grafo se le llama grafo moral.2Por familia se entiende el onjunto que forman un nodo y sus padres en el grafo.



2.3. T�enias Exatas de Propagai�on 31En uanto a la determinai�on de las distribuiones a posteriori de una variable, laidea es la siguiente: Una vez onstruido el �arbol de liques se desarrolla un paso demensajes entre los nodos adyaentes, de manera que al �nalizar el algoritmo tengamosen ada nodo la distribui�on a posteriori de las variables asoiadas a �estos. De estemodo, la distribui�on `a posteriori' sobre una variable ser�a la marginalizai�on de aquelladistribui�on que est�e asoiada al lique al que perteneza la variable.A ontinuai�on desribiremos el algoritmo de agrupamiento m�as utilizado en laatualidad. Fue desarrollado por Jensen y otros [44, 45℄, y es un re�namiento delm�etodo de Lauritzen y Spiegelhalter [58℄ que se ha implementado en la utilidad paraonstruir sistemas expertos llamada HUGIN [2℄.El algoritmo parte de un �arbol de liques onstruido a partir del grafo moral asoiadoa la red ausal original. Cada familia de la red se asigna exatamente a un lique Ci, alque se le asigna un potenial �i igual al produto de las distribuiones de las familiasasoiadas al lique3. Este produto se almaena en forma onjunta:�Ci(x#Ci) = YF �(i)�Ci fi(x#i; x#F (i)); (2.8)donde F �(i) = fig [ F (i).La operai�on b�asia del algoritmo de propagai�on HUGIN es la absori�on:De�nii�on 2.5 (Absori�on) Dados dos liques adyaentes Ci y Cj on separador S,se die que Ci absorbe de Cj si los nuevos poteniales de los liques involurados pasana ser: ��S(x#S) = Xx#Cj�S �Cj (x#Cj ) 8x 2 
V ; (2.9)��Ci(x#Ci) = �Ci(x#Ci) � ��S(x#S)�S(x#S) 8x 2 
V ; (2.10)��Cj (x#Cj ) = �Cj (x#Cj ) 8x 2 
V : (2.11)3Si un lique no ontiene a ninguna familia ompleta, se le asigna potenial onstante igual a 1.



32 Cap��tulo 2: Propagai�on de Probabilidades en Grafos de DependeniasEl proeso de propagai�on se realiza a trav�es de un paso de mensajes en dos fases:reolei�on y distribui�on, que se pueden desribir omo sigue:� Petii�on de reolei�on. Supongamos que un lique Ci reibe un mensajede reolei�on de otro lique Cj; entones Ci manda un mensaje de reolei�ona todos sus veinos exepto a Cj. Cuando un lique termina la operai�on dereolei�on, el lique que la soliit�o absorbe de �este.� Petii�on de distribui�on. Si un lique Ci reibe un mensaje distribui�on desdeun lique Cj, entones Ci absorbe de Cj y manda un mensaje de distribui�on atodos sus veinos exepto Cj.El algoritmo puede enuniarse as��:Algoritmo HUGIN
1. Construir un �arbol de liques.2. Calular los poteniales asoiados a ada lique.3. Inorporar las evidenias. Cada evidenia se inorpora a todo lique que ontengaa la variable observada multipliando su potenial por el potenial asoiado a laevidenia (ver euai�on (2.4)).4. Seleionar un lique R omo ra��z.5. Enviar un mensaje de reolei�on a partir de R.6. Enviar un mensaje de distribui�on desde R.



2.4. T�enias aproximadas 33Este algoritmo puede onsiderarse el m�as e�iente entre los m�etodos exatos, peroaun as�� no es apliable a redes de gran tama~no omo las que surgen en problemas degen�etia [42℄.
2.4 T�enias aproximadasLos algoritmos aproximados surgieron on el prop�osito de resolver los asos peores paralos m�etodos exatos en un tiempo m�as razonable, generalmente mediante t�enias deMonte Carlo, a ambio de la p�erdida de la exatitud de los �alulos. La infereniapor m�etodos de simulai�on es tambi�en un problema NP-duro uando se requiere unapreisi�on determinada [20℄; sin embargo, el onjunto de problemas resolubles es mayorque para los m�etodos exatos. Podemos distinguir tres lases de algoritmos por MonteCarlo: los basados en muestreo por importania, en muestreo estrati�ado [4, 5, 37℄y en adenas de Markov. Una exposii�on del funionamiento de varios algoritmosaproximados puede enontrarse en [19℄. El problema a resolver es el mismo: �omoobtener muestras de una distribui�on de probabilidad que es dif��il de manejar.En el muestreo por importania se usa una distribui�on modi�ada a la hora deobtener las muestras independientes en el proeso de simulai�on. Estas muestras sonponderadas seg�un alg�un riterio que reeje el \peso" o validez de la simulai�on. Elprimer algoritmo de esta lase fue el llamadomuestreo l�ogio probabil��stio, desarrolladopor Henrion [33℄. Se basa en realizar una propagai�on haia delante, muestreandoprimero en los nodos ra��z y ontinuando en sentido desendente hasta llegar a lashojas. Como funiones de muestreo utiliza las distribuiones ondiionadas de la red,y los pesos son siempre 1 �o 0. Un peso valdr�a 1 uando la on�gurai�on obtenida esoherente on las observaiones y 0 si no lo es. Este algoritmo funiona bien uandono hay observaiones; sin embargo, uanto mayor es el n�umero de ellas, peores son losresultados, al disminuir la probabilidad de obtener una on�gurai�on para las variablesobservadas que oinida on los valores observados.Posteriormente, surgi�o el algoritmo llamado de ponderai�on por verosimilitud, que



34 Cap��tulo 2: Propagai�on de Probabilidades en Grafos de Dependeniasmejora al anterior. Fue propuesto independientemente por Fung y Chang [30℄ y porShahter y Peot [80℄. En este aso, las variables observadas no se simulan, sino quese instanian diretamente al valor observado. Luego, se pesa ada on�gurai�on onla probabilidad de obtener diha on�gurai�on. El omportamiento es radialmentemejor que el del algoritmo de Henrion, pero pueden darse asos senillos en los quetodos los pesos se haen 0 �o 1 [13℄; �este ser��a el aso en el que el valor observado parauna variable tiene probabilidad 0 exepto para una sola on�gurai�on de los padres.De espeial inter�es dentro de este grupo de t�enias es la lase de algoritmos pro-puesta por Cano, Hern�andez y Moral [13℄. Ellos re�nan el proeso de selei�on de lasfuniones de muestreo, utilizando aquellas on menos entrop��a (las m�as informativas,por tanto) para simular y aquellas on m�as entrop��a (las menos informativas) parapesar la simulai�on. En este aso, el problema de que todos los pesos sean 0 �o 1 no sepresenta.En el pr�oximo ap��tulo estudiaremos en profundidad los algoritmos basados enmuestreo por importania, limit�andonos en esta sei�on s�olo a los m�as senillos, deno-minados tambi�en m�etodos de propagai�on haia delante.Los algoritmos de muestreo estrati�ado [4, 5, 37℄ di�eren fundamentalmente de losde muestreo por importania en la forma de generar las muestras.La otra lase de algoritmos por Monte Carlo es la onoida omo Monte Carlo porCadenas de Markov [31℄. En este aso las muestras no son independientes, sino que tie-nen la propiedad de Markov, esto es, ada on�gurai�on obtenida depende solamentede la on�gurai�on inmediatamente anterior. Un ejemplo l�asio de esta t�enia esla simulai�on esto�astia de Pearl [68℄. Un enfoque generalizado a la simulai�on es-to�astia es el propuesto por Jensen, Kong y Kj�rul� [42℄. En este aso la idea radiaen obtener muestras on un mayor grado de independenia, a osta de aumentar elosto omputaional.Adem�as de los m�etodos de simulai�on, se han propuesto otras formas de algoritmosaproximados de propagai�on, que se basan en la idea de simpli�ar el problema en dossentidos:



2.4. T�enias aproximadas 351. Kj�rul� [50, 51℄ propone simpli�ar la estrutura de la red bayesiana originalmediante la eliminai�on de aros que se orrespondan on dependenias d�ebiles,de manera que el �arbol de liques resultante sea m�as manejable para los algoritmosde agrupamiento.2. La otra idea onsiste en simpli�ar las tablas de probabilidad. En este sentido,Jensen y Andersen [43℄ proponen simpli�ar las tablas de probabilidad eliminandoaquellos valores que sean menores que ierto umbral � onsider�andolos iguales aero, de forma que se puede adoptar una representai�on m�as ompata de lastablas de probabilidad. Muho m�as so�stiada es la metodolog��a de Cano yMoral [9℄, donde estudian el uso de �arboles de probabilidad para representarlas distribuiones, y de�nen una serie de aproximaiones de esos �arboles quepermiten reduir dr�astiamente el tama~no de los poteniales. En el ap��tulo 5 de�esta memoria haemos uso de estas t�enias, pero ombinadas on algoritmos desimulai�on por importania.Veremos ahora en detalle los prinipales m�etodos de propagai�on haia delante ypor adenas de Markov.2.4.1 M�etodos de propagai�on haia delanteLa idea de las t�enias de propagai�on haia delante onsiste en elegir un ordenanestral4 de las variables de la red y obtener una on�gurai�on para ada variableen seuenia, muestreando seg�un la distribui�on ondiionada de diha variable dadossus padres en la red. A ada on�gurai�on de las variables obtenida se le asigna unpeso que, al �nal del proeso de simulai�on, y normalizando, resulta en la probabili-dad a posteiori de ada variable. El primer m�etodo de este tipo es el onoido omomuestreo l�ogio probabil��stio debido a Henrion [33℄, y destaa el heho de que todoslos pesos valen 0 �o 1, dependiendo de que la on�gurai�on obtenida sea oherente on4Un orden de los nodos de un grafo se die anestral si ada nodo tiene una posii�on en diho ordenanterior a ualquier desendiente suyo.



36 Cap��tulo 2: Propagai�on de Probabilidades en Grafos de Dependeniaslas observaiones o no. El algoritmo es el siguiente, para una red orrespondiente a nvariables X1; : : : ; Xn: Muestreo L�ogio
1. Sea � una permutai�on del onjunto f1; : : : ; ng, tal que fX�(1); : : : ; X�(n)g es unorden anestral de las variables de la red.2. Desde i = 1 hasta n, haer h�(i)(x) = 0 para todo x 2 U�(i).3. Desde j = 1 hasta m,(a) Desde i = 1 hasta n,i. Obtener un valor x�(i) 2 U�(i) simulando de auerdo a la distribui�onf�(i).ii. Si X�(i) es una variable observada y x�(i) 6= e�(i), volver al paso 3.(b) Desde i = 1 hasta n,i. h�(i)(x�(i)) = h�(i)(x�(i)) + 1.4. Normalizar los h�(i), i = 1; : : : ; n. Cada h�(i) resultante es la distribui�on aposteriori de la variable X�(i).

donde m es el tama~no de la muestra.Obs�ervese que el problema de este algoritmo es que si la on�gurai�on obtenidano onuerda on las observaiones, la iterai�on no ser�a v�alida (paso 3.(a).ii. del al-goritmo). Este problema no se presenta si todas las observaiones se dan en nodosra��z, dado que en ese aso se puede instaniar ada variable al valor observado y no se



2.4. T�enias aproximadas 37simulan. Entones, la primera variable a simular ser��a la primera en el orden � que noestuviera observada, y su distribui�on de probabilidad estar��a restringida a los valoresde las variables observadas, luego no se obtendr��an on�guraiones ontraditorias onlas observaiones.Una propuesta para mejorar este sistema es el llamado m�etodo de integrai�on deevidenia, desarrollado por Chin y Cooper [15, 16℄. La idea onsiste en invertir losaros de la red que involuren a las variables observadas, de forma que despu�es dela inversi�on los nodos observai�on queden omo nodos ra��z. La forma de invertir losaros es an�aloga a la propuesta por Shahter para diagramas de inuenia [77, 78℄. Elproblema de este m�etodo es que el proeso de inversi�on de aros puede ser muy ostoso.Un m�etodo m�as so�stiado es el de ponderai�on de la evidenia, ideado por Fung yChang [30℄. Di�ere del muestreo l�ogio de Henrion en dos aspetos:1. S�olo simula las variables no observadas, es deir, XN�E. Las variables XE tomandiretamente el valor observado sin simular.2. En el muestreo l�ogio se asignaba a ada on�gurai�on simulada un peso onstanteigual a 1 (paso 3.(b).i. del algoritmo). En este aso, el peso w asignado oinideon la verosimilitud de la evidenia dada la on�gurai�on de las variables yasimuladas, es deir, si ~x es la on�gurai�on de las variables ya simuladas,P (ej~x) =Yi2E fi(e#i; ~x#F (i)): (2.12)
A este m�etodo se le llama tambi�en ponderai�on por verosimilitud. En general, podr��adeirse que este algoritmo se omporta bien, pero obs�ervese que si la probabilidadexpresada en la f�ormula 2.12 es ero salvo para muy poas on�guraiones del resto devariables de la red, el algoritmo tiende a ser inapaz de dar ninguna estimai�on de lasprobabilidades a posteriori, dado que todos los pesos pueden resultar nulos.



38 Cap��tulo 2: Propagai�on de Probabilidades en Grafos de Dependenias2.4.2 M�etodos de propagai�on por adenas de MarkovEn los m�etodos de propagai�on haia delante, las muestras obtenidas en el proeso desimulai�on son independientes. En los que vamos a ver a ontinuai�on, ada on�gu-rai�on depende de la(s) on�gurai�on(es) simuladas on anterioridad.El primer m�etodo dentro de este grupo es el de simulai�on esto�astia o diretapropuesto por Pearl [68℄. Las diferenias m�as destaadas respeto al algoritmo deponderai�on por verosimilitud son:1. En este aso, las variables no han de simularse en ning�un orden en espeial.2. En lugar de simular usando la distribui�on ondiionada de ada variable, se usauna distribui�on de ada variable ondiionada a su envolvente de Markov en lared5.El algoritmo detallado queda omo sigue, para una red de�nida sobre las variablesXN on N = f1; : : : ; ng. Simulai�on esto�astia1. Instaniar todos los nodos de la red a uno de sus posibles valores on probabilidadmayor que ero.2. Para ada variable no observada Xi, i 2 f1; : : : ; ng, haer hi(xi) = 0 para todoxi 2 Ui.3. Desde j = 1 hasta m(a) Para ada variable Xi, i 2 f1; : : : ; ng,5La envolvente de Markov de una variable en una red bayesiana es el onjunto de los padres, hijosy padres de los hijos de diha variable.



2.4. T�enias aproximadas 39i. Calular P (XijWXi), donde WXi denota la envolvente de Markov de lavariable Xi, de la siguiente manera:P (Xi = xijWXi = wXi) = �fi(xi; xF (i)) Yl2H(i) fl(xl; xF (l)) 8xi 2 Ui;(2.13)donde � es una onstante de normalizai�on, H(i) denota el onjunto de��ndies de los hijos de la variable Xi y wXi es la on�gurai�on atual dela envolvente de Markov de la variable Xi.ii. Simular un valor x(j)i 2 Ui para Xi seg�un la distribui�on P (XijWXi).iii. Atualizar hi seg�un una de la dos siguientes expresiones:hi(x(j)i ) = h(x(j)i ) + 1;hi(x(j)i ) = h(x(j)i ) + P (Xi = ~xijWXi = wXi):4. Normalizar los hi, i = 1; : : : ; n. Cada hi resultante es la distribui�on a posterioride la variable Xi.
donde m es el tama~no de la muestra.Este m�etodo presenta dos problemas prinipales. Por un lado, puede ser dif��ilenontrar una on�gurai�on iniial para las variables de la red que tenga probabilidadpositiva. Jensen, Kong y Kj�rul� [42℄ proponen usar iniialmente una t�enia demuestreo haia delante para enontrar la on�gurai�on iniial.Por otro lado, ada on�gurai�on depende de la generada inmediatamente antes (verf�ormula 2.13). Por eso, puede darse el aso de que, una vez alanzada una on�gurai�on,�esta se repita un gran n�umero de vees, debido a que las dependenias entre las variablessean \asi" funionales, es deir, las distribuiones generadas en la f�ormula 2.13 tenganvalores muy pr�oximos a 0 o a 1. La onvergenia de este m�etodo haia la distribui�onexata est�a asegurada, uando todas las probabilidades son estritamente positivas, por



40 Cap��tulo 2: Propagai�on de Probabilidades en Grafos de Dependeniasresultados de la teor��a de los proesos de Markov [7, 27℄, pero �esta puede alanzarse muylentamente por la raz�on diha anteriormente. En el aso de tener probabilidades nulas,puede que no se de la onvergenia. El siguiente ejemplo puede alarar la situai�on:Ejemplo 2.1 Sea una red bayesiana on dos variables binarias onetadas de la formaX1 ! X2 y tales que P (X2 = x2jX1 = x1) = P (X2 = �x2jX1 = �x1) = Æ ' 1.Supongamos que P (X1 = x1) = 0:5 y que X1 = x1, entones P (X2 = x2jWX2) =P (X2 = x2jX1 = x1) = Æ. Si en una simulai�on obtenemos X2 = x2, en la pr�oximasimulai�on la distribui�on usada para simular X1 ser�aP (X1 = x1jWX1) = P (X1 = x1jX2 = x2)= �P (X2 = x2jX1 = x1)P (X1 = x1)= �� 0:5� Æ = Æ;dado que, por la regla de Bayes, Æ = 1=P (X2 = x2), yP (X2 = x2) = P (X2 = x2jX1 = x1)P (X1 = x1) + P (X2 = x2jX1 = �x1)P (X1 = �x1)= Æ � 0:5 + (1� Æ)� 0:5 = 0:5:Si ontinuamos as��, obtendremos la on�gurai�on (X1 = x1; X2 = x2) on probabilidadmuy pr�oxima a 1, y, en el momento en que una de las dos variables ambiara devalor, la otra tambi�en lo har��a, repiti�endose entones muhas vees la on�gurai�on(X1 = �x1; X2 = �x2). Obs�ervese, por lo tanto, que la on�gurai�on que se obtenga enuna simulai�on puede depender fuertemente de la obtenida en la simulai�on anterior.Tratando de resolver este problema, surgi�o el denominado muestreo de Gibbs porbloques, desarrollado por Jensen, Kong y Kj�rul� [42℄. Estos autores se dan uantade que los problemas de la simulai�on esto�astia se deben a la dependenia entrelas muestras, en el sentido de que en ada momento, s�olo se ambia el valor de unavariable. Esto no ourre en el muestreo haia delante, en el que todas las variablespueden ambiar de valor en ada muestra.El muestreo de Gibbs por bloques es un so�stiado m�etodo que se basa en busarun ompromiso entre dependenia entre la muestras y oste omputaional, partiendode los dos asos extremos:



2.4. T�enias aproximadas 411. Muestrear una sola variable dada su envolvente de Markov es omputaional-mente simple, pero las muestras pueden ser muy dependientes.2. Muestrear todas las variables a la vez hae que las muestras sean independientes,pero el oste omputaional puede ser intratable.El m�etodo onsiste en dividir las variables de la red en una serie de grupos deforma que todas las variables en un mismo grupo se simulan a la vez. Cuanto m�asgrande sea ada grupo, menor ser�a la dependenia entre las muestras, pero mayorser�a la omplejidad de alular la distribui�on onjunta que ha de usarse para simularlas variables del grupo a la vez.





Cap��tulo 3
Algoritmos de Muestreo porImportania
3.1 Introdui�onEn el ap��tulo anterior hemos estudiado una serie de m�etodos para propagar proba-bilidades en redes bayesianas de forma aproximada, examinando los algoritmos m�asdestaados basados en propagai�on haia delante y en adenas de Markov.En este ap��tulo proponemos una lase general de algoritmos basados en muestreopor importania, presentada en [36, 37℄. La idea b�asia onsiste en realizar una primerapropagai�on aproximada, basada en el onepto de eliminai�on de nodos [84, 96℄, similara la propagai�on simb�olia de D'Ambrosio [21, 79℄, onsistente en ir eliminando lasvariables de la red en seuenia y en ada eliminai�on, obtener una funi�on de muestreopara la variable eliminada. A ontinuai�on, los resultados de esta propagai�on semejoran muestreando las funiones obtenidas.En la sei�on 3.2 se establee la notai�on a seguir durante el ap��tulo y se enuniael problema general. En la sei�on 3.3 se presentan los fundamentos del muestreo porimportania, y en la sei�on 3.4 se revisan los m�etodos de muestreo por importan-ia onoidos. Los nuevos algoritmos son estudiados en detalle, onsiderando diversas



44 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importaniavariaiones sobre el esquema prinipal, en la sei�on 3.5, mientras que la evaluai�on ex-perimental de los mismos se presenta en la sei�on 3.6, �nalizando on las onlusionesen la sei�on 3.7.3.2 Notai�on y Formulai�on del ProblemaSupondremos durante este ap��tulo una red bayesiana de�nida sobre un onjunto devariables X = fX1; : : : ; Xng, ada una de ellas tomando valores en un onjunto �nitoUi, i = 1; : : : ; n y N = f1; : : : ; ng.El objetivo que nos proponemos es alular la distribui�on `a posteriori' p(xkje)para todo x 2 Uk, orrespondiente a ada variable Xk on k 2 N . Esta probabilidadpodr��a obtenerse a partir de la distribui�on onjunta (2.3), pero suponemos que �estaes dif��il de manejar. Obs�ervese que la probabilidad que queremos alular es iguala p(xk; e)=p(e), y, dado que p(e) es onstante, �esta es proporional a p(xk; e). Por lotanto, podemos obtener la distribui�on `a posteriori' si alulamos para ada xk 2 Ukel valor p(xk; e) y normalizamos despu�es. Podemos expresar p(xk; e) omo sigue,S = p(xk; e) = Xx2UNx#E=ex#k=xk Yi2N fi(x#s(fi))= Xx2UN  Yi2N fi(x#s(fi))! Yj2E Æej (x#j)! Æxk(x#k)= Xx2UN f(x);
(3.1)

donde f(x) =  Yi2N fi(x#s(fi))! Yj2E Æej (x#j)! Æxk(x#k) 8x 2 UN



3.3. Muestreo por Importania 45y
Æxk(x#k) = 8>><>>: 1 si x#k = xk;0 si x#k 6= xk:N�otese que la f�ormula (3.1) es tambi�en v�alida si se sustituye ada potenial fi por surestrii�on a la evidenia e, de forma que se pueda trabajar on funiones m�as senillas.Una forma de estimar la suma en la euai�on (3.1) es mediante la t�enia de mues-treo por importania.3.3 Muestreo por ImportaniaEl muestreo por importania surgi�o omo una t�enia de redui�on de la varianza en�alulo de integrales por Monte Carlo [72℄. En esta sei�on veremos la formulai�ongeneral del muestreo por importania y en la siguiente se estudiar�a su apliai�on a lainferenia en redes bayesianas.Supongamos que estamos interesados en estimar la siguiente integral,I = Z g(x)dx; x 2 D � IRn: (3.2)La idea b�asia de esta t�enia onsiste en onentrar la distribui�on de los puntosde muestreo en aquellas zonas de la regi�on D que son m�as \importantes", en lugar demuestrear aleatoriamente en toda la regi�on D. La integral (3.2) podemos expresarlaomo I = Z g(x)f �(x)f �(x)dx = E � g(X)f �(X)� ; (3.3)donde X es un vetor aleatorio on funi�on de densidad f �(x) tal que f �(x) > 0 para



46 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importaniatodo x 2 D � IRn. A la funi�on f �(x) se le llama distribui�on del muestreo porimportania. Es inmediato ver que � = g(X)f�(X) es un estimador insesgado1 de I, onvarianza var(�) = E[�2℄� E[�℄2 = Z g2(x)f �(x)dx� I2: (3.4)De ara a obtener una estimai�on de la integral I, podemos tomar una muestrafx(i)g, i 2 f1; : : : ; mg de valores del vetor X a partir de la funi�on f �(x). Enton-es, podemos estimar la esperanza del estimador �, en de�nitiva, estimar el valor I,alulando la media muestral de los valores obtenidos,Î = 1m mXi=1 g(x(i))f �(x(i)) : (3.5)Los siguientes resultados muestran �omo elegir la funi�on del muestreo por impor-tania de forma que la varianza del estimador sea m��nima.Teorema 3.1 [72℄ La m��nima varianza del estimador � es igual avar(�0) = �Z jg(x)jdx�2 � I2; (3.6)y se obtiene uando la variable aleatoria X sigue la distribui�onf �(x) = jg(x)jR jg(x)jdx: (3.7)Corolario 3.1 [72℄ Si g(x) > 0, la funi�on �optima para el muestreo por importaniaes f �(x) = g(x)=I, y var(�) = 0.1Un estimador se die insesgado si su esperanza oinide on el par�ametro a estimar



3.3. Muestreo por Importania 47Aunque este orolario nos die u�al es la distribui�on �optima para el muestreo porimportania, en la pr�atia no ser�a posible obtenerla, pues suponemos que queremosestimar la integral por Monte Carlo porque no es posible haerlo por m�etodos exatoso num�erios, y para obtener la funi�on f �(x) neesitamos el valor de I, que es prei-samente lo que no onoemos. Sin embargo, la varianza se redue sustanialmente sitomamos omo distribui�on de muestreo una funi�on que sea tan pr�oxima a g(x) omopodamos, pero m�as senilla de muestrear que �esta.En la siguiente sei�on expliamos �omo apliar la t�enia de muestreo por impor-tania a la estimai�on de las probabilidades a posteriori en una red ausal.3.3.1 Muestreo por importania en redes bayesianasHaiendo un desarrollo an�alogo al de la sei�on anterior, obtenemos una forma deestimar la suma de la euai�on (3.1). Para ello, onsideramos una distribui�on de pro-babilidad f � : UN ! [0; 1℄, veri�ando que si f(x) > 0 entones f �(x) > 0. Entones,podemos esribir la f�ormula (3.1) omo sigue:S = Xx2UN f(x)f �(x)f �(x) = E � f(X)f �(X)� ;donde X es una v.a. on distribui�on f �. Entones,� = f(X)f �(X)es un estimador insesgado de S = p(xk; e) on varianzavar(�) = E[�2℄� E[�℄2 =  Xx2UN f 2(x)f �(x)!� p2(xk; e): (3.8)Como la media muestral es un estimador insesgado de la esperanza, podemos es-timar S = p(xk; e) a partir de una muestra fx(i)g, i 2 f1; : : : ; mg de la variable Xomo



48 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importania
Ŝ = 1m mXi=1 f(x(i))f �(x(i)) : (3.9)Teorema 3.2 La m��nima varianza de � es igual a ero, y se obtiene uandof �(x) = f(x)Py2UN f(y) = f(x)p(xk; e) 8x 2 UN :Dem: Sustituyendo f �(x) en la f�ormula (3.8),var(�) =  Xx2UN f 2(x) � p(xk; e)f(x) !� p2(xk; e)= p(xk; e) Xx2UN f(x)!� p2(xk; e)= p2(xk; e)� p2(xk; e)= 0: 2Al igual que en el aso de integrales, no ser�a posible, en general, utilizar una distri-bui�on de muestreo proporional a f(x). Lo mejor que podremos haer es elegir unatan pr�oxima a f(x) omo sea posible, on objeto de reduir la varianza de los pesos.El inonveniente del m�etodo desarrollado aqu�� es que hay que apliarlo a ada valorde ada una de las variables de la red. Es deir, para ada valor de ada variable de lared, hay que alular una distribui�on de muestreo y obtener una muestra para estimarsu valor de probabilidad. �Esta es la solui�on adoptada en [12, 13℄. Esto puede ser muyostoso si el tama~no de la red es su�ientemente grande.En este ap��tulo proponemos un m�etodo que se basa en una variai�on del desarrolloanterior, y que permite estimar de forma m�as r�apida la probabilidad de ada uno delos valores de todas las variables de la red.La idea onsiste en realizar una simulai�on omo si fu�eramos a estimar p(e). Eneste aso,
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p(e) = Xx2UNx#E=e Yi2N fi(x#s(fi))= Xx2UN  Yi2N fi(x#s(fi))! Yj2E Æej(x#j)!= Xx2UN f(x);

(3.10)
on f(x) =  Yi2N fi(x#s(fi))! Yj2E Æej (x#j)! 8x 2 UN :Podemos onstruir un estimador � de la probabilidad p(e) de la misma forma quelo hiimos antes. La varianza del estimador, en este aso, ser�avar(�) =  Xx2UN f 2(x)f �(x)!� p2(e): (3.11)Utilizando la distribui�on f �, se genera una muestra x(i) 2 UN , i = 1; : : : ; m. Esta�unia muestra se usa para estimar todas las probabilidades de la siguiente forma. Paraada valor xk de ada variable Xk on k 2 N , se toman todas las on�guraiones x(j),j 2 J � f1; : : : ; mg tales que x(j)#k = xk y se estima la probabilidad p(xk; e) omop̂(xk; e) = 1mXj2J f(x(j))f �(x(j)) = 1m mXj=1 wj: (3.12)Es deir, se estima la probabilidad de ada valor xk omo la media de los pesos delas on�guraiones que forman la muestra, siendo el peso de una on�gurai�on x(j),
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wj = 8>>><>>>: f(x(j))f �(x(j)) = �Qi2N fi(x(j)#s(fi))� � �Ql2E Æel(x(j)#l)�f �(x(j)) si j 2 J0 si j =2 J (3.13)

Obs�ervese que lo que en realidad se hae es usar un estimador insesgado de p(xk; e),�0 = f(X)Æxk(X)f �(X) ; (3.14)on X una v.a. on f.m.p. f �, pero en este aso, la funi�on de muestreo f � est�a ons-truida para estimar p(e) en lugar de p(xk; e). Por lo tanto, no podemos esperar que lavarianza, aun en el aso de elegir f � proporional a f , llegue a alanzar el valor ero.Veamos:
var(�0) = Xx2UN f 2(x)Æ2xk(x#k)p(e)f(x) � p2(xk; e)= p(e) Xx2UN f(x)Æxk(x#k)� p2(xk; e)= p(e)p(xk; e)� p2(xk; e)= p(xk; e)(p(e)� p(xk; e));donde se ha utilizado que Æ2xk(x#k) = Æxk(x#k).De aqu�� y de (3.12) se sigue que
var(p̂(xk; e)) = var 1m mXj=1 wj!= 1m2 mXj=1 var (wj)



3.4. Muestreo por Importania 51
= 1m2mp(xk; e)(p(e)� p(xk; e))= p(xk; e)(p(e)� p(xk; e))m :Sin embargo, no siempre es posible elegir una distribui�on de muestreo proporionala f en una red bayesiana, pues suponemos que �esta es dif��il de manejar, e inluso puededarse el aso de que no sea posible almaenar tal distribui�on en un ordenador porquesu tama~no sea demasiado grande. Por lo tanto, lo mejor que podemos haer es elegirf � lo m�as pr�oxima posible a p(�je).Una vez hemos elegido f �, podemos estimar p(xk; e), para toda modalidad xk detoda variable Xk, k 2 N , omo sigue (ver [13, 80℄ para m�as detalles):Muestreo por importania

1. Desde i = 1 hasta m(a) Generar una on�gurai�on x(i) a partir de f �.(b) Calular wi = �Qj2N fj(x(i)#s(fj))� � �Qj2E Æej(x(i)#j)�f �(x(i)) : (3.15)2. Para ada xk 2 Uk, k = f1; : : : ; ng,(a) Estimar p(xk; e) usando la f�ormula (3.12).3. Normalizar los valores p(xk; e) para obtener p(xkje).
donde m es el tama~no de la muestra.



52 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importania3.4 Algoritmos Conoidos de Muestreo por Impor-taniaEn esta sei�on desribiremos los prinipales algoritmos de muestreo por importaniaen redes bayesianas, debidos a Shahter y Peot [80℄ y Cano, Hern�andez y Moral [12, 13℄.3.4.1 Algoritmo de muestreo por importania de Shahter yPeotShahter y Peot fueron los primeros en relaionar el muestreo por importania y lapropagai�on en redes bayesianas [80℄. Propusieron un algoritmo similar al enuniadoen la sei�on anterior, y vieron �omo los m�etodos de muestreo l�ogio y ponderai�onde la evidenia, eran asos partiulares del muestreo por importania. Sin embargo, elalgoritmo de Shahter y Peot sigue siendo de propagai�on haia delante, dado que lasdistribuiones de muestreo, en la mayor��a de los asos siguen siendo las ondiionadas.3.4.2 Algoritmo de muestreo por importania de Cano, Her-n�andez y MoralEstos autores [12, 13, 35℄ proponen un m�etodo de propagai�on usando muestreo porimportania m�as so�stiado que el de Shahter y Peot, en el sentido de que las funionesde muestreo se seleionan de una forma m�as elaborada, no simplemente tomando lasondiionadas. Adem�as, en ada paso de simulai�on se muestrea en m�as de una variablea la vez.El proeso general es el siguiente. Partimos de una red representando a un onjuntode variables fXiji 2 Ng. Se onsidera el onjunto de funiones H = fhjjj = 1; : : : ; kg,que se obtiene a partir de las distribuiones ondiionadas de las variables de la red,fi, i 2 N , y las deltas de las observaiones, Æel , el 2 Ul, l 2 E. Luego se elige un



3.4. Algoritmos Conoidos de Muestreo por Importania 53orden de las funiones h y se van simulando valores para las variables para las queest�an de�nidas dihas funiones. Cada vez que se obtienen valores para unas variablesa partir de una funi�on, el resto de las funiones en H se restringen a dihos valores.El algoritmo detallado para obtener una estimai�on de la probabilidad p(xI ; e) donde Ies el onjunto de ��ndies de las variables de inter�es y e 2 UE es el valor de las variablesobservadas, es el siguiente.Muestreo por importania de Cano et al.
1. De�nir el onjunto H = fhjjj = 1; : : : ; kg a partir de las distribuiones fi y Æel.2. Haer � = 0:0.3. Fijar los valores xI para los uales se quiere estimar p(xI ; e).4. Restringir todas las funiones hj al valor xI .5. Desde i = 1 hasta m,(a) Haer �i = 1:0.(b) Mientras haya variables sin simular,i. Elegir una funi�on hj de H.ii. Haer H = H � fhjg.iii. Haer �i = �i � q(hj).iv. Simular un valor xJj seg�un la distribui�onPs(hj)�Jj hj(x#s(hj))q(hj) = h�j(x#Jj )q(hj) :v. Haer �i = �ih�j(x#Jj ) .vi. Restringir todas las funiones h 2 H al valor x#Jj .



54 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importania() Desde l = 1 hasta n, haer �i = �i � f 0l (x#s(f 0i)).(d) Haer � = � + �i.6. Devolver �=m omo la estimai�on de p(xI ; e).
donde m es el tama~no de la muestra, q(hj) es la suma en todo el dominio de la funi�onhj, q(hj) = Xx2Us(hj) hj(x)y f 0i = 8>><>>: fi si i =2 EÆei si i 2 E i = 1; : : : ; n:La e�ienia de este algoritmo depende de la forma en que se obtengan las funionesde selei�on hj. Cano, Hern�andez y Moral [12, 13℄, proponen elegir primero aquellasque tengan menos entrop��a.3.5 Muestreo por Importania basado en Preom-putai�on AproximadaLa deisi�on m�as importante a la hora de dise~nar un algoritmo de muestreo por im-portania es la elei�on de la distribui�on de muestreo: �esta deber��a ser tan similar ala distribui�on original omo sea posible. En el aso partiular de una red ausal, ladistribui�on original viene dada omo el produto de una serie de distribuiones on-diionadas y un onjunto de observaiones. Los algoritmos onoidos de muestreo porimportania [13, 30, 80℄ usan las funiones originales (distribuiones ondiionadas uobservaiones) para aproximar la distribui�on produto.



3.5. Muestreo por Importania basado en Preomputai�on Aproximada 55Aqu�� proponemos un nuevo enfoque para obtener las distribuiones de muestreo.La idea es usar no s�olo las ondiionadas y las observaiones originales, sino toda lainformai�on onerniente a ada variable. Esto es, a la hora de simular valores parauna variable, usar todas las funiones de las que disponemos. �Este es el aso ideal, perosi la red es su�ientemente ompliada, este proeso puede ser inviable; en onreto, laomplejidad de este proedimiento ser��a la misma que la de la propagai�on exata, yeso es preisamente lo que queremos evitar. En resumen, el problema es que el oste dela ombinai�on de todas las funiones de�nidas para una variable puede ser demasiadoalto.La solui�on que proponemos es haer �alulo aproximado uando el exato seademasiado dif��il. Dado que no usamos la distribui�on original (p(xje)) sino una apro-ximai�on (f �), utilizamos la t�enia de muestreo por importania y obtenemos un pesopara ada on�gurai�on de las variables. El punto lave aqu�� es u�ando y �omo haer�alulos aproximados de tal forma que los �alulos sean r�apidos y la distribui�on demuestreo f � sea pr�oxima a p(xje).El algoritmo que proponemos omienza on una familia de funiones formada porlas distribuiones ondiionadas dadas en la red m�as las observaiones, que vienenodi�adas por funiones delta de Dira,H = ff1; : : : ; fng [ fÆelgl2E: (3.16)La verdadera p(�je) es proporional al produto de todas las funiones en H (vereuai�on (3.1)).A ontinuai�on, onsideramos un orden de las variables de la red, dado por unapermutai�on � sobre el onjunto f1; : : : ; ng. El siguiente paso es eliminar las variablesen seuenia, siguiendo el orden impuesto por �. A saber, hay dos formas de realizarla eliminai�on de una variable X�(i): exata y aproximada.
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Exata

1. Combinar todas las funiones que est�an de�nidas para la variable X�(i), obte-niendo omo resultado una funi�on hi.2. EliminarX�(i) de la ombinai�on, hi, marginalizando el resultado a s(hi)�f�(i)g,es deir, alular h� = h#s(hi)�f�(i)gi .3. A~nadir el resultado de la marginalizai�on, h�, a H.4. Eliminar de H todas las funiones que se ombinaron para obtener hi.
Si es posible repetir este proeso para todas las variables, en ada paso se obtieneuna distribui�on de muestreo proporional a p(x; e). En realidad, el proeso es omoun algoritmo de propagai�on exata [84℄, y se veri�a el siguiente teorema:Teorema 3.3 Supongamos que hemos realizado una eliminai�on exata; entones{ Si hn es la funi�on obtenida al eliminar X�(n) entones, para todo x 2 U�(n),hn(x) es proporional a p(xje).{ Si hi es la funi�on obtenida al eliminar X�(i) (i < n), �(i) = f�(i+1); : : : ; �(n)g,y x0 2 U�(i)\s(hi), entones, la restrii�on de hi a x0, h0i (ver euai�on (2.7)) esproporional a la probabilidad p(:je; x0): 8x 2 U�(i); h0i(x) / p(xje; x0).Dem: En primer lugar vamos a demostrar que si H es el onjunto de las funionesobtenidas antes de eliminar X�(i) (i = 1; : : : ; n), entones
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8x 2 Uf�(i)g[�(i); p(x; e) = Yh2H h(x#s(h)): (3.17)Esto es trivialmente ierto para i = 1.A partir de (3.1) obtenemos8x 2 Uf1;:::;ng; p(x; e) = nYi=1 fi(x#s(fi))Yj2E Æej (x#j)= Yh2H h(x#s(h)):Ahora, si H es el onjunto de funiones obtenidas antes de eliminar X�(k) y H 0 esel mismo onjunto despu�es de la eliminai�on, vamos a demostrar que si (3.17) es iertapara i = k y H, entones es tambi�en ierta para i = k + 1 y H 0.Si (3.17) es ierta para i = k entones8x 2 Uf�(k)g[�(k); p(x; e) = Yh2H h(x#s(h)):Si y 2 Uf�(k+1)g[�(k+1) = U�(k), entonesp(y; e) = Xx#�(k)=y p(x; e) = Xx#�(k)=y "Yh2H h(x#s(h))# :Sea H(k) = fh 2 Hj�(k) 2 s(h)g, entonesp(y; e) = Xx#�(k)=y0� Yh2H(k) h(x#s(h))1A �0� Yh2H�H(k) h(x#s(h))1A :Ahora, si h 2 H � H(k), x#s(h) = y#s(h) y h(x#s(h)) = h(y#s(h)) sin depender estevalor de x, para un y �jo. Entones
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p(y; e) = 24 Yh2H�H(k) h(y#s(h))35 � 24 Xx#�(k)=y Yh2H(k)h(x#s(h))35 :Teniendo en uenta que H 0 = [H �H(k)℄ [ fh#�(k)k g y queh#�(k)k (y) = Xx#�(k)=y0� Yh2H(k) h(x#s(h))1A ;entones, p(y; e) = 24 Yh2H�H(k) h(y#s(h))35 � h#�(k)k (y):As��, obtenemos el resultado deseado:8y 2 Uf�(k+1)g[�(k+1); p(y; e) = Yh2H0 h(y#s(h)):Ahora, podemos utilizar la f�ormula (3.17) para demostrar el teorema para i =1; : : : ; n. Tenemos que,8x 2 U�(i)[�(i); p(x; e) = Yh2H h(x#s(h))= 24 Yh2H(i) h(x#s(h))35 � 24 Yh2H�H(i) h(x#s(h))35= hi(x#s(hi)) Yh2H�H(i) h(x#s(h)):Sea x = (y; x0; z), donde y 2 Uf�(i)g, z 2 U�(i)�s(hi), x0 2 U�(i)\s(hi), x0 onstante.Entones, p(x; e) = p(y; x0; z; e) = hi((y; x0)#s(hi)) Yh2H�H(i)h((x0; z)#s(h)):Tomando la suma en z 2 U�(i)�s(hi), tenemos que
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p(y; x0; e) = Xz2U�(i)�s(hi) p(y; x0; z; e)= hi((y; x0)#s(hi))0� Xz2U�(i)�s(hi) 24 Yh2H�H(i) h((x0; z)#s(h))351A :Para x0 onstante, el segundo fator es onstante y por lo tanto,p(y; x0; e) = k � hi((y; x0)#s(hi)) = k � h0i(y);y a partir de esta expresi�on obtenemos el resultado busado:8y 2 U�(i); p(yjx0; e) = kp(x0; e)h0i(y) = k0 � h0i(y) / h0i(y): 2Las dos propiedades del teorema anterior nos permiten simular un valor x 2 UNon probabilidad igual a p(xje). Lo que tenemos que haer es simular valores paralas variables en el orden X�(n); : : : ; X�(1). Para obtener un valor para una variableX�(i), muestreamos a partir de la funi�on hi, realizando primero la restrii�on de estafuni�on a los valores x0 obtenidos para las variables simuladas previamente (X�(i)) ynormalizando despu�es.En algunos asos, el tama~no2 de hi puede ser tan grande que su �alulo sea inviable.En este aso, la eliminai�on de las variables habr�a de haerse de forma aproximada.Pueden de�nirse numerosos riterios de aproximai�on, pero siempre dentro del siguienteesquema:

2Se de�ne el tama~no de una funi�on h omo el produto del n�umero de asos de todas las variablespara las uales h est�a de�nida.
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Aproximado

1. Sea H(i) = fh 2 H j �(i) 2 s(h)g, el onjunto de funiones de�nidas para lavariable X�(i). Eliminar H(i) de H.2. Transformar H(i) mediante ombinai�on. Para ello, repetir el siguiente proeso:(a) Tomar R � H(i).(b) Combinar todas las funiones ontenidas en R, es deir, alular f =Qh2R h.() A~nadir el resultado de la ombinai�on, f , a H(i).(d) Eliminar R de H(i).3. Calular H+(i) a partir de H(i) eliminando X�(i) en todas las funiones pertene-ientes a H(i).4. A~nadir H+(i) a H.
Este proedimiento oinide on el exato si en el segundo paso se ombinan todaslas funiones ontenidas en H(i). La idea del proedimiento aproximado es ombinarfuniones mientras no se sobrepase ierto umbral de tama~no. Es deir, la forma deelegir los R � H(i) depender�a del tama~no del resultado de ombinar las funiones quelo formen. Una propiedad importante de esta aproximai�on de ara a su validez paraobtener funiones del muestreo por importania es que no se a~naden nuevos eros, esdeir, si x 2 UN es tal que h(x#s(h)) 6= 0 para todo h 2 H, antes de eliminar X�(i), estapropiedad se veri�a tambi�en despu�es de eliminar la variable:



3.5. Muestreo por Importania basado en Preomputai�on Aproximada 61Lema 3.1 Sean H(i) y H+(i) omo en el algoritmo aproximado. Sea x 2 UN . Severi�a que h(x#s(h)) > 0 8h 2 H(i)) h(x#s(h)) > 0 8h 2 H+(i):Dem: Si h 2 H+(i), quiere deir que es el resultado de ombinar algunas funiones deH(i) y eliminar despu�es la variable X�(i), es deir,h(x#s(h)) = Xx2U�(i) f(x#s(f)) 8x 2 UN ;on f(x#s(f)) =Yj2J hj(x#s(hj)) 8x 2 UN ;donde hj 2 H(i) para todo j 2 J . Por lo tanto, si suponemos que hj(x#s(hj)) > 0para todo hj 2 H(i), trivialmente h(x#s(h)) > 0 por ser suma y produto de antidadesestritamente positivas. 2El objetivo del algoritmo es obtener on�guraiones de las variables XN . El proesopara simular un valor para una variable X�(i) seg�un el algoritmo aproximado es elsiguiente: si x0 es la on�gurai�on obtenida para las variables X�(i), entonesSimula(X�(i),H(i))
1. Sea H(i) el onjunto alulado en el paso 2 del proedimiento de eliminai�onaproximada.2. Restringir ada funi�on en H(i) a x0. Combinar todas las funiones en H(i),obteniendo una nueva funi�on h0i de�nida sobre U�(i).3. Si N(h0i) es la normalizai�on de h0i, obtener un valor xi para X�(i) siguiendo ladistribui�on de probabilidad N(h0i).
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Ahora estamos en ondiiones de formular un algoritmo general de muestreo porimportania para la propagai�on de probabilidades:Algoritmo Prinipal (ALG MI)
1. Sea H = ffi j i = 1; : : : ; ng.2. Elegir un orden � para las variables en G.3. Inorporar las observaiones:(a) Restringir todas las funiones en H a las evidenias felgl2E de auerdo onla euai�on (2.7).(b) Para ada variable observada Xl, l 2 E haer H = H [ fÆelg.4. Desde i = 1 hasta n, eliminar X�(i) mediante el proedimiento aproximado3 yguardar el onjunto de poteniales H(i).5. Desde j = 1 hasta m,(a) wj = 1:0.(b) Desde i = n hasta 1,i. x(j)i =Simula(X�(i),H(i)).3Obs�ervese que el �alulo exato es un aso partiular de este paso, de manera que tambi�en esposible aqu�� realizar eliminai�on exata.



3.5. Muestreo por Importania basado en Preomputai�on Aproximada 63ii. Sea N(h0i) omo en el proedimiento Simula. Calularwj = wjN(h0i)(x(j)i ) :() Calular wj = wj � nYi=1 fi(x(j)#s(fi))! � Yl2E Æel(x(j)#l)! :6. Para ada xk 2 Uk, k = f1; : : : ; ng,(a) Estimar p(xk; e) usando la f�ormula (3.12).7. Normalizar los valores p(xk; e) para obtener p(xkje).
Al �nal del ilo 5.(b), el peso wj toma el valorwj = 1=f �(x(j));donde f � es la distribui�on de muestreo utilizada, que viene dada por:f �(x(j)) = nYi=1 N(h0i)(x(j)#i): (3.18)Obs�ervese que despu�es del paso 5.() el peso resultante es el orreto para el muestreopor importania, seg�un la euai�on (3.15).N�otese que la e�ienia del algoritmo depende del orden de las variables elegidoen el paso 2, ya que seg�un el orden pueden resultar funiones m�as o menos grandes.El problema de enontrar un orden de eliminai�on �optimo es similar al de enontraruna triangulai�on �optima del grafo moral asoiado a una red bayesiana. �Este no esun problema trivial, y ha sido estudiado desde distintos enfoques por diversos autoresdestaando el uso de t�enias heur��stias por Cano y Moral [8℄, simulated annealing por



64 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por ImportaniaKj�rul� [49℄, algoritmos gen�etios por Larra~naga y otros [56℄ y programas evolutivospor Hern�andez y Bola~nos [34, 35℄.A ontinuai�on veremos un ejemplo de �omo funiona el algoritmo de propagai�onpor muestreo por importania, omparando los resultados de la eliminai�on exata yaproximada.
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Figura 3.1: Una red ausal.Ejemplo 3.1 Consid�erese la red de la �gura 3.1, en la ual todas las variables tomanlos valores 0 �o 1. Supongamos que tenemos las siguientes tablas de probabilidad:1. Probabilidad a priori para X1.f1(x1) = P (X1 = x1):f1(0) = 0:3, f1(1) = 0:7.2. Probabilidad ondiionada de X2 dado X1.f2(x2; x1) = P (X2 = x2jX1 = x1):



3.5. Muestreo por Importania basado en Preomputai�on Aproximada 65
f2(0; 0) = 0:2, f2(1; 0) = 0:8,f2(0; 1) = 0:6, f2(1; 1) = 0:4.3. Probabilidad ondiionada de X3 dado X1.f3(x3; x1) = P (X3 = x3jX1 = x1):f3(0; 0) = 0:1, f3(1; 0) = 0:9,f3(0; 1) = 0:2, f3(1; 1) = 0:8.4. Probabilidad ondiionada de X4 dado X2; X3.f4(x4; x2; x3) = P (X4 = x4jX2 = x2; X3 = x3):f4(0; 0; 0) = 0:3, f4(1; 0; 0) = 0:7, f4(0; 1; 0) = 0:2, f4(1; 1; 0) = 0:8,f4(0; 0; 1) = 0:5, f4(1; 0; 1) = 0:5, f4(0; 1; 1) = 0:4, f4(1; 1; 1) = 0:6.Supongamos tambi�en que se ha observado que X4 = 1, lo que representamos on elpotenial Æ4(0) = 0 ; Æ4(1) = 1:Tenemos que H = ff1; f2; f3; f4; Æ4g.Entones, la eliminai�on exata apliada a H se realiza omo sigue.1. Eliminai�on de X4. Calular h4(x2; x3; x4) = f4(x4; x2; x3) � Æ4(x4).h4(0; 0; 0) = 0, h4(1; 0; 0) = 0, h4(0; 1; 0) = 0, h4(1; 1; 0) = 0,h4(0; 0; 1) = 0:7, h4(1; 0; 1) = 0:8, h4(0; 1; 1) = 0:5, h4(1; 1; 1) = 0:6.Ahora, borramos f4 y Æ4 de H y le a~nadimos h�4(x2; x3) = h4(x2; x3; x4)#f2;3g,
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h�4(0; 0) = 0:7, h�4(0; 1) = 0:5,h�4(1; 0) = 0:8, h�4(1; 1) = 0:6.Despu�es de este paso, H = ff1; f2; f3; h�4g.2. Eliminai�on de X3. Calular h3(x1; x2; x3) = f3(x3; x1) � h�4(x2; x3).h3(0; 0; 0) = 0:07, h3(1; 0; 0) = 0:14, h3(0; 1; 0) = 0:08, h3(1; 1; 0) = 0:16,h3(0; 0; 1) = 0:45, h3(1; 0; 1) = 0:4, h3(0; 1; 1) = 0:54, h3(1; 1; 1) = 0:48.Eliminamos ahora f3; h�4 de H y le a~nadimos h�3(x1; x2) = h3(x1; x2; x3)#f1;2g, dondeh�3(0; 0) = 0:52, h�3(0; 1) = 0:62,h�3(1; 0) = 0:54, h�3(1; 1) = 0:64.Despu�es de este paso, H = ff1; f2; h�3g.3. Eliminai�on de X2. Calular h2(x1; x2) = f2(x2; x1) � h�3(x1; x2).h2(0; 0) = 0:104, h2(0; 1) = 0:496,h2(1; 0) = 0:324, h2(1; 1) = 0:256.Eliminar f2; h�3 de H y a~nadir h�2(x1) = h2(x1; x2)#f1g, dondeh�2(0) = 0:6, h�2(1) = 0:58.Despu�es de este paso, H = ff1; h�2g.4. Eliminai�on de X1. Calular h1(x1) = f1(x1) � h�2(x1).
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h1(0) = 0:18, h1(1) = 0:406.Borrar f1; h�2 de H y a~nadir h�1(x1) = h1(x1)#; = 0:586. Obtenemos, H = fh�1g.Seg�un el teorema 3.3, tenemos queh01(xi) = h1(xi) / P (X1 = xije):Por lo tanto, si muestreamos un valor para X1 on una distribui�on de probabilidadP e1 , proporional a h1, estamos muestreando on P (X1 = xije) de forma exata.P e1 (X1 = 0) = 0:180:586 = 0:31; P e1 (X1 = 1) = 0:4060:586 = 0:69:Para un valor dado X1 = x01,h02(xi) = h2(x01; xi) / P (X2 = xije;X1 = x01);luego una distribui�on de muestreo exata para X2 dado que X1 = x01 esP e2 (X2 = 0jX1 = 0) = 0:17, P e2 (X2 = 1jX1 = 0) = 0:83,P e2 (X2 = 0jX1 = 1) = 0:56, P e2 (X2 = 1jX1 = 1) = 0:44.Para dos valores X1 = x01, X2 = x02,h03(xi) = h3(x01; x02; xi) / P (X3 = xije;X1 = x01; X2 = x02):As��, una distribui�on de muestreo exata para X3 dado que X1 = x01, X2 = x02 esP e3 (X3 = 0jX1 = 0; X2 = 0) = 0:1346, P e3 (X3 = 1jX1 = 0; X2 = 0) = 0:8654,P e3 (X3 = 0jX1 = 0; X2 = 1) = 0:1290, P e3 (X3 = 1jX1 = 0; X2 = 1) = 0:8710,P e3 (X3 = 0jX1 = 1; X2 = 0) = 0:2593, P e3 (X3 = 1jX1 = 1; X2 = 0) = 0:7407,P e3 (X3 = 0jX1 = 1; X2 = 1) = 0:2500, P e3 (X3 = 1jX1 = 1; X2 = 1) = 0:7500.



68 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por ImportaniaFinalmente, para tres valores X1 = x01, X2 = x02, X3 = x03,h04(xi) = h4(x02; x03; xi) / P (X4 = xije;X1 = x01; X2 = x02; X3 = x03)= P (X4 = xije;X2 = x02; X3 = x03);y podemos alular una distribui�on de muestreo exata para X4, y �esta es igual aP e4 (X4 = 0jX1 = x01; X2 = x02; X3 = x03) = P e4 (X4 = 0jX2 = x02; X3 = x03) = 0;P e4 (X4 = 1jX1 = x01; X2 = x02; X3 = x03) = P e4 (X4 = 1jX2 = x02; X3 = x03) = 1:Imaginemos ahora que no todos los pasos de eliminai�on se han realizado de formaexata. Por ejemplo, supongamos que la eliminai�on de X4 es igual que antes, peroque X3; X2 y X1 se eliminan ahora de la siguiente forma,20. Eliminai�on de X3 (Aproximada; marginalizamos sin haber ombinado antes).Calular f �3 = f #f1g3 , h��4 = h�4#f2g. Borrar f3 y h�4 de H y a~nadir f �3 , h��4 . Nos quedaH = ff1; f2; f �3 ; h��4 g, donde f �3 (0) = 1; f �3 (1) = 1;h��4 (0) = 1:2; h��4 (1) = 1:1:30. Eliminai�on de X2 (Exata). Calular h��2 (x1; x2) = f2(x2; x1) � h��4 (x2).h��2 (0; 0) = 0:24; h��2 (1; 0) = 0:72;h��2 (0; 1) = 0:88; h��2 (1; 1) = 0:44:Borrar f2; h��4 de H y a~nadir h���2 = h��2 #f1g, obteni�endose H = ff1; f �3 ; h���2 g, dondeh���2 (0) = 1:12; h���2 (1) = 1:16:



3.5. Muestreo por Importania basado en Preomputai�on Aproximada 6940. Eliminai�on de X1 (Exata). Calular h��1 (x1) = f1(x1) � f �3 (x1) � h��2 (x1).h��1 (0) = 0:336; h��1 (1) = 0:812:Calular h���1 = h��1 #; = 1:148. Al �nal, H = fh���1 g.Ahora, las distribuiones de muestreo aproximadas pueden alularse omo sigue:� P a1 (X1 = xi) / h��1 (xi), es deir,P a1 (X1 = 0) = 0:2927; P a1 (X1 = 1) = 0:7073:� P a2 (X2 = xijX1 = x01) / h��2 (x01; xi). Calulando,P a2 (X2 = 0jX1 = 0) = 0:2143; P a2 (X2 = 1jX1 = 0) = 0:7857;P a2 (X2 = 0jX1 = 1) = 0:6207; P a2 (X2 = 1jX1 = 1) = 0:3793:� P a3 (X3 = xijX1 = x01; X2 = x02) / f3(xi; x01) � h�4(x02; xi). Puede veri�arse queP a3 = P e3 .� De forma an�aloga, P a4 = P e4 .Este ejemplo muestra �omo es posible obtener distribuiones de muestreo aproximadas(P ai ) muy pr�oximas a las exatas (P ei ), apliando un algoritmo de eliminai�on aproxi-mado (y m�as r�apido). Las distribuiones de muestreo tanto exatas omo aproximadaspara todas las on�guraiones de las variables de la red se muestran en la tabla 3.1.3.5.1 Casos partiulares del algoritmo prinipalEn esta sei�on estudiaremos distintas variaiones sobre el algoritmo prinipal. Losalgoritmos partiulares vendr�an determinados por la forma en que se obtenga H+(i);
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X1 X2 X3 X4 Exata Aproximada0 0 0 0 0.0 0.00 0 0 1 0.007093 0.0084430 0 1 0 0.0 0.00 0 1 1 0.04561 0.0542830 1 0 0 0.0 0.00 1 0 1 0.033192 0.0296670 1 1 0 0.0 0.00 1 1 1 0.224108 0.2003081 0 0 0 0.0 0.01 0 0 1 0.100194 0.1138381 0 1 0 0.0 0.01 0 1 1 0.286206 0.3251831 1 0 0 0.0 0.01 1 0 1 0.0759 0.067071 1 1 0 0.0 0.01 1 1 1 0.2277 0.201209Tabla 3.1: Funiones de muestreo para el ejemplo.es deir, debemos de�nir riterios para seleionar los subonjuntos R de H(i) de lasfuniones que ser�an ombinadas antes de marginalizar uando una variable X�(i) va aser eliminada.El primer riterio en el que se podr��a pensar es tomar R = H(i). Esto oinide onel algoritmo exato de eliminai�on. Por lo tanto no tendremos en uenta este riterio,dado que si hemos sido apaes de eliminar todas las variables de forma exata, enuna antidad similar de tiempo podr��amos alular las probabilidades a posteriori sinneesidad de simular.Una propiedad importante del algoritmo general que proponemos es que se puede



3.5. Muestreo por Importania basado en Preomputai�on Aproximada 71detetar u�ando es posible realizar propagai�on exata, que ser��a preisamente uandohemos eliminado todas las variables sin neesidad de aproximar. En este aso, el tiempoinvertido no se pierde, y por el mismo proeso podr��amos obtener la distribui�on aposteriori de todas las variables.Como riterio opuesto al anterior, podr��amos deidir no ombinar ninguna funi�on,es deir, H(i) no se modi�a en el paso 2 del esquema aproximado. �Este es el pro-edimiento m�as r�apido que podemos onsiderar a la hora de obtener las funiones demuestreo, ya que no se invierte ning�un tiempo en la ombinai�on. sin embargo, eltiempo de simulai�on pude ser m�as alto si hay muhas funiones asoiadas a adavariable. En este aso, a la hora de simular una variable, hay que evaluar todas lasfuniones que tiene asoiadas para la on�gurai�on de las variables previamente simu-ladas. Adem�as, las estimaiones obtenidas on este esquema deber��an ser las peores,dado que se pierde informai�on en ada eliminai�on (reu�erdese que la forma orretaes primero ombinar y luego marginalizar).Estudiaremos ahora dos grupos de m�etodos para ombinar las funiones.3.5.1.1 Criterios de tama~noEn esta sei�on de�nimos tres riterios atendiendo al tama~no de las funiones queresultan de las ombinaiones.La primera idea onsiste en ombinar todas las funiones de�nidas para una variabledada si el tama~no de la ombinai�on resultante no exede un ierto l��mite. Es deir, sino se sobrepasa ierto umbral de tama~no, �jado de antemano, se elimina la variable deforma exata; en aso ontrario, no se ombina ninguna funi�on. El umbral de tama~nopuede �jarse teniendo en uenta la antidad de memoria disponible en el sistema.Este m�etodo puede mejorarse si nos damos uenta de que quiz�as no podamos ombi-nar todas las funiones, pero s�� algunas de ellas, de forma que la p�erdida de informai�onsea menor que si no se ombina ninguna. El proeso ser��a seleionar R en la elimi-nai�on aproximada inluyendo funiones mientras la ombinai�on resultante no exeda



72 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importaniael l��mite estableido. N�otese que, en este aso, el orden en que se seleionan lasfuniones es importante. Hemos onsiderado dos enfoques diferentes:� ombinar funiones en un orden arbitrario mientras no se supere el tama~nom�aximo (riterio 1), o� ombinar primero aquellas que maximizan el tama~no de las variables en om�un(riterio 2). De lo que se trata es de que el tama~no de la ombinai�on en relai�onon los tama~nos de las funiones que se ombinan sea tan peque~no omo seaposible. N�otese que aquellas funiones de�nidas sobre una sola variable puedensiempre ser ombinadas sin aumentar el tama~no de la ombinai�on, dado queno a~naden ninguna variable nueva. Por lo tanto, las funiones de una variabledeber��an ser ombinadas siempre en primer lugar.Ejemplo 3.2 Supongamos que vamos a eliminar la variable X1, que tiene asoiada lassiguientes funiones: f1(X1; X2; X3); f2(X1; X4); f3(X1; X5);f4(X1; X2; X5); f5(X1); f6(X1; X2; X4; X6);donde ada variable tiene tres posibles valores, y el l��mite de tama~no para las funio-nes se establee en 81 valores. Siguiendo el riterio 1, las funiones se examinan enseuenia y se ombinan si es posible. Comenzamos on f1 y f2. El tama~no del pro-duto de ambas es 81, que queda por debajo del l��mite, y, por lo tanto, ambas funionespueden ser ombinadas. Ahora busamos otra funi�on que pueda ser ombinada on elresultado del �ultimo produto. Esa funi�on deber��a ser tal que el tama~no del resultadono tuviera m�as de 81 valores. f5 es la �unia que umple esta ondii�on. Ahora onti-nuamos on f3 y f4. Ambas se pueden ombinar, dado que el tama~no del resultado es27. Sin embargo, f6 no puede ser ombinada sin exeder el l��mite de 81 valores. Porlo tanto, despu�es de el proeso de ombinai�on obtenemos tres funiones:h1 = f1 � f2 � f5; h2 = f3 � f4; h3 = f6:



3.5. Muestreo por Importania basado en Preomputai�on Aproximada 73Siguiendo el riterio 2, omenzamos on f1 y la ombinamos on f5, dado que�esta �ultima es una funi�on de una variable y no a~nade ninguna omplejidad. Ahorabusamos aquellas funiones suseptibles de ser ombinadas y que tengan mayor tama~noen om�un. Estas funiones son el resultado de f1 � f5 y f4. Por esa misma raz�on, f3puede ser ombinada on el resultado de la �ultima operai�on. Las restantes funiones,f2 y f6 pueden ombinarse tambi�en. Por lo tanto, despu�es de apliar el riterio 2, lasfuniones resultantes son h1 = f1 � f5 � f4 � f3; h2 = f2 � f6:Se ha omprobado experimentalmente que el riterio 2 es el mejor de este grupo(ver sei�on 3.6).3.5.1.2 Criterios de entrop��aAhora estamos interesados en mejorar los resultados dados por el riterio 2. La solui�onpodr��a ser haer un mayor esfuerzo en el proeso de ombinai�on. El enfoque queproponemos es el siguiente: supongamos que despu�es de apliar el riterio 2, no se hanombinado todas las funiones. Una forma de re�nar el proeso podr��a ser seleionar,de entre la que no se han ombinado, la funi�on m�as \apropiada" y ombinarla onaquella on la que tenga un mayor tama~no en om�un (omo en el riterio 2). Sinembargo, n�otese que en este aso estamos permitiendo que se sobrepase el umbral detama~no prede�nido, pero esto ourre omo muho una vez para ada variable. Enmuhos asos, podremos asumir el inremento de osto omputaional.El punto lave aqu�� es de�nir qu�e entendemos por la funi�on m�as \apropiada". Unaposibilidad es onsiderar la alidad de las funiones no ombinadas. A saber, la funi�onque proporione la mayor antidad de informai�on deber��a ser la m�as suseptible de serombinada. La antidad de informai�on que proporiona una funi�on puede medirsemediante la entrop��a de Shannon, que se de�ne omo sigue:



74 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por ImportaniaDe�nii�on 3.1 Dada una funi�on masa de probabilidad f , de�nida sobre un onjunto�nito 
, se de�ne su entrop��a omo:E(f) = �Xx2
 f(x) log f(x): (3.19)Cuanto mayor es la entrop��a de una distribui�on f , menos informativa es �esta [52℄.El m�aximo (log j
j) se alanza uando f es la distribui�on uniforme sobre 
, mientrasque el m��nimo (0) se alanza para ualquier distribui�on degenerada en un punto de
. As��, el riterio que podemos onsiderar es ombinar aquella funi�on on menorentrop��a, on aquella que resulte en un mayor tama~no de las variables en om�un. Nosreferiremos a �este omo riterio 3. El algoritmo detallado es el siguiente:
1. Sea X�(i) la variable a eliminar.2. Sea H(i) el onjunto de funiones resultantes del proeso de ombinai�on seg�unel riterio 2.3. Seleionar h 2 H(i) tal que E(h) = minf2H(i)E(f).4. Eliminar h de H(i).5. Elegir h� 2 H(i) tal que ks(h) \ s(h�)k = maxf2H(i) ks(h) \ s(f)k, donde kIk es elproduto del n�umero de asos de las variables uyos ��ndies est�an en I.6. Eliminar h� de H(i).7. H(i)=H(i) [ fh � h�g.



3.5. Muestreo por Importania basado en Preomputai�on Aproximada 753.5.2 Tratamiento de las observaionesOtra uesti�on importante que estableer sobre el algoritmo prinipal es el tratamientode las variables observadas. En este trabajo, hemos deidido inorporarlas antes dealular las funiones de muestreo. De esta manera, las funiones quedan restringidasa los valores observados. Por lo tanto, se reduir�a el tama~no de algunas funiones.Adem�as, no hay neesidad de distinguir entre variables observadas o no observadas ala hora de simular. Este heho redue la posibilidad de obtener pesos nulos. N�oteseque si las funiones se reduen a los valores observados, ualquier on�gurai�on que seobtenga en el proeso de simulai�on ser�a onsistente on las evidenias, a menos quealguna funi�on de muestreo se anule debido a los errores en las aproximaiones. Una delas ausas para la aparii�on de pesos nulos en los algoritmos de simulai�on existentes esla disrepania entre los valores simulados y las observaiones. Por ontra, la desventajade inorporarlas al prinipio es que la inlusi�on din�amia de nuevas evidenias obligar��aa alular de nuevo las distribuiones de muestreo.La otra opi�on es no restringir las funiones a las evidenias. En este aso, lasvariables observadas no se simulan, sino que diretamente toman el valor observado.Entones, la probabilidad de la evidenia se usa para ponderar la simulai�on. As�� esomo funiona el algoritmo de ponderai�on por verosimilitud [30℄. La ventaja es que lainlusi�on de nuevas evidenias es senilla, pero, por ontra, se obtienen peores aproxi-maiones.3.5.3 Elei�on del orden de eliminai�on de las variablesEl orden de eliminai�on de las variables, a la hora de alular las funiones de muestreo,determina la e�ienia del algoritmo de propagai�on. Este problema es similar alde la onstrui�on de �arboles de liques �optimos en los algoritmos de propagai�onexatos [45, 46, 58℄. Estos algoritmos requieren una triangulai�on previa del grafomoral asoiado a la red ausal. La triangulai�on se realiza eliminando las variables dela red en seuenia y onetando entre s�� todos los nodos adyaentes al nodo eliminado.



76 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por ImportaniaUna adeuada elei�on del orden de eliminai�on lleva a la obteni�on de liques de menortama~no.En el aso del algoritmo de muestreo por importania, un adeuado orden de eli-minai�on debe resultar en funiones on tama~no m��nimo, y, por lo tanto, abr��a laposibilidad de realizar m�as �alulos exatos sin exeder el l��mite de tama~no.Pensamos que los �ordenes utilizados en los proesos de triangulai�on deben produirtambi�en buenos resultados en nuestros algoritmos. Tambi�en, se puede onsiderar eli-minar, en ada paso, la variable que produza la funi�on m�as peque~na omo resultadode la ombinai�on. En la experimentai�on expliada en este ap��tulo, hemos empleadoun orden de eliminai�on de hijos a padres, empezando desde las hojas del grafo. Por lotanto, las variables son simuladas de padres a hijos, omenzando por las ra��es. Esto seha heho as�� para poder omparar los algoritmos propuestos on el de ponderai�on porverosimilitud en igualdad de ondiiones. La siguiente proposii�on establee u�andoson equivalentes los nuevos algoritmos y el l�asio de ponderai�on por verosimilitud.Proposii�on 3.1 Sea X = fX1; : : : ; Xng el onjunto de variables de una red ausal,y H = ff1; : : : ; fng el onjunto de distribuiones ondiionadas asoiadas a ada va-riable. Supongamos que no hay ninguna variable observada. Entones, si � es unorden anestral de los v�erties de la red, y la seuenia de eliminai�on es de �(n) a�(1), el algoritmo de muestreo por importania es equivalente al de ponderai�on porverosimilitud.Dem: Basta on demostrar que para ada variable Xi, 1 � i � n, su distribui�onde muestreo es fi, es deir, la distribui�on ondiionada de Xi dados sus padres en elgrafo. Es laro que ninguna variable X�(i) aparee nuna en funiones f�(j), j < i, dadoque � es un orden anestral.Adem�as, las primeras variables en ser eliminadas son aquellas que se orrespondenon hojas del grafo. Ahora, supongamos que Xi es una hoja. Su �unia funi�on asoiadaes fi(x#i; x#F (i)), 8x 2 Us(fi). Despu�es de eliminar Xi, la funi�on resultante es
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Xxi2Ui fi(xi; x); 8x 2 UF (i);y, seg�un la euai�on (2.2), es igual a 1.Ahora, supongamos que hemos eliminado todas las hojas. En este punto, las pr�oxi-mas variables a eliminar son aquellas uyos �unios desendientes eran hojas. Por lotanto, ahora �estas son hojas tambi�en, y sus distribuiones asoiadas son simplementelas ondiionadas ombinadas on las resultantes de la eliminai�on de las antiguas ho-jas, que hemos visto que valen 1. Por lo tanto, la funi�on de muestreo para ualquiervariable de la red, bajo estas ondiiones, es simplemente su distribui�on ondiionadaoriginal. 2

3.6 Evaluai�on Experimental de los AlgoritmosEn esta sei�on presentamos los resultados del an�alisis emp��rio que hemos realizadopara omprobar el funionamiento de los nuevos algoritmos. Para las pruebas hemosutilizado un grafo on 50 variables on zonas densas y no densas. Cada variable tieneentre 2 y 4 valores posibles. Partiendo de esta red hemos dise~nado tres experimentosdiferentes. En el primero de ellos, las distribuiones de probabilidad de la red se hangenerado siguiendo una distribui�on uniforme U(0; 1), y no se ha onsiderado eviden-ia alguna. En el segundo, la �unia diferenia es que 7 variables han sido observadas,tomando todas ellas su primer valor. En el terero, las mismas 7 variables han sido ob-servadas, y adem�as se han modi�ado las distribuiones de probabilidad de la siguienteforma: la probabilidad de obtener el valor observado se ha estableido a 0 exepto parauna on�gurai�on de los padres, para la ual esa probabilidad vale 1. Hemos proedidoas�� para reproduir las situaiones donde el m�etodo de ponderai�on por verosimilitudfalla (ver [36℄).Hemos probado los siguientes algoritmos:



78 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importania
PV : Ponderai�on por Verosimilitud.MI2 : Muestreo por Importania, riterio 2.MI3 : Muestreo por Importania, riterio 3.El l��mite de tama~no para la ombinai�on de funiones se ha estableido en 512 valores,es deir, se permite realizar ombinaiones mientras la funi�on resultante no tenga m�asde 512 valores. El orden de eliminai�on elegido es de hijos a padres, omenzando enlas hojas; por lo tanto, las variables se simulan desde las ra��es hasta las hojas. Cadaalgoritmo se ha ejeutado 100 vees, y se ha alulado el tiempo y el error medio.El n�umero de simulaiones para ada ejeui�on de los algoritmos osila entre 1:000 y10:000, on saltos de un millar.Para una variable Xl, la bondad de la estimai�on se mide omo [28℄:G(Xl) =vuut 1jUlj Xal2Ul (p0(alje)� p(alje))2p(alje)(1� p(alje)) ; (3.20)donde p(aljE) es la verdadera distribui�on a posteriori, p0(aljE) es el valor estimado yjUlj es el n�umero de asos de la variable Xl. Para un onjunto de variables (Xi)i2I , labondad de la estimai�on es: G((Xi)i2I) =sXi2I G(Xi)2: (3.21)Los experimentos se han llevado a abo en un ordenador Intel Pentium a 75 MHz,on 16MB de memoria RAM y bajo sistema operativo Linux 1.2.13. El lenguaje deprogramai�on elegido ha sido el C++.Las tablas 3.2,3.3 y 3.4 y las �guras 3.2, 3.3 y 3.4 muestran los resultados de la ex-perimentai�on. Cada tabla muestra los tiempos medios de ejeui�on de ada algoritmoy el error en las estimaiones. Cada �gura presenta el error de las estimaiones frente



3.7. Evaluai�on Experimental de los Algoritmos 79a el n�umero de iteraiones de simulai�on. Hay una gr�a�a para ada experimento,donde se muestran simult�aneamente las urvas orrespondientes a los tres algoritmosomprobados.Atendiendo a los resultados obtenidos, podemos deir lo siguiente:� No hay diferenias signi�ativas entre los tres algoritmos probados uando nohay evidenias en la red (experimento 1). En este aso, el de ponderai�on porverosimilitud (P.V.) se muestra m�as r�apido, pues no requiere ning�un proesoprevio a la propagai�on, a diferenia de los nuevos algoritmos que proponemos,que han de ordenar las variables, alular las distribuiones de muestreo y adem�asutilizan estruturas de datos m�as ompliadas que las neesarias para el P.V.� En el experimento 2, los algoritmos que proponemos se omportan laramentemejor, debido a la presenia de variables observadas. La raz�on entre tiempo deejeui�on y preisi�on de los resultados es ampliamente favorable a los algoritmosde muestreo por importania. Los dos riterios onsiderados para el M.I. noofreen diferenias apreiables en este aso, ni en uanto a tiempo de ejeui�onni en uanto a preisi�on. La expliai�on a esto podemos enontrarla en el hehode que las distribuiones ondiionadas se han generado siguiendo una uniforme,por lo que no es de esperar enontrar distribuiones on valores de entrop��a muydiferentes.� El aso extremo es el experimento 3, donde se han modi�ado las distribuio-nes para que la probabilidad de la evidenia sea muy baja. En esta situai�on,el P.V. es inapaz de dar ninguna estimai�on de las probabilidades de la red.Sin embargo, los algoritmos de M.I. muestran una mayor robustez al seguir ofre-iendo estimaiones tan buenas omo en los asos anteriores. Puede observarseque aqu�� s�� apareen iertas diferenias en favor del riterio 3 (entrop��a), dadoque los valores de entrop��a de las funiones s�� son ahora m�as variados, al ha-ber introduido distribuiones para las variables observadas on muhos valoresnulos.



80 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importania3.7 ConlusionesEn este ap��tulo hemos presentado una nueva lase de algoritmos para la propagai�onde probabilidades en redes bayesianas. Los nuevos algoritmos se muestran m�as robustosque el de ponderai�on por verosimilitud en el aso general (uando hay observaiones).Cuando no hay observaiones, todos tienen un omportamiento similar, de heho, eneste aso los algoritmos son equivalente para el orden de eliminai�on seleionado (verproposii�on 3.1).Una ventaja importante de nuestros proedimientos es que se deteta u�ando sepuede realizar la propagai�on exata (uando todas las variables han podido ser eli-minadas utilizando el proedimiento exato). En este aso podr��amos dar resultadosexatos, sin llevar a abo la simulai�on.Muhos aspetos de estos algoritmos deben ser estudiados en futuros trabajos. Porejemplo, nuevos riterios para seleionar las funiones que van a ser ombinadas.El orden iniial de las variables es otro punto a estudiar. Por ejemplo, podr��amosonsiderar �ordenes resultantes del proeso de triangulai�on de la red [8, 49, 34, 35, 56℄que utilizan los m�etodos exatos a la hora de onstruir el �arbol de liques [45, 46, 58℄.Adem�as, otras t�enias de simulai�on se pueden relaionar on las utilizadas en esteap��tulo [29, 31, 72℄.En el siguiente ap��tulo presentaremos una serie de nuevos algoritmos que resultande apliar la t�enia del muestreo estrati�ado [4, 5, 72℄ a los muestreadores que hemosdesarrollado.
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PV MI2 MI3Itera. (miles) Tiempo Error Tiempo Error Tiempo Error1 2.21 0.224383 3 0.223273 3 0.2225922 4.54 0.158836 5.94 0.157194 5.76 0.1585373 6.96 0.127586 8.65 0.129869 8.6 0.1269034 8.77 0.110999 11.38 0.110834 11.35 0.1108985 11.02 0.099033 14.23 0.099848 14.15 0.1005486 13.26 0.091193 17.07 0.091004 16.93 0.0905347 15.45 0.084254 19.92 0.084289 19.74 0.0840698 17.48 0.078250 22.66 0.078793 22.59 0.0788589 20.01 0.074152 25.02 0.074511 25.79 0.07410510 22 0.070350 27.77 0.070593 28.2 0.071061Tabla 3.2: Resultados del experimento 1
PV MI2 MI3Itera. (miles) Tiempo Error Tiempo Error Tiempo Error1 2.28 0.369696 2.66 0.142527 2.8 0.1447462 4.55 0.262667 5.31 0.118531 5.51 0.1163983 7.09 0.214533 8.04 0.101944 8.31 0.1035254 9.46 0.184992 10.6 0.091004 11.04 0.0923685 11.36 0.167224 13.29 0.081832 13.78 0.0821106 13.44 0.154013 15.96 0.077728 16.46 0.0769837 16.04 0.139159 18.56 0.073540 19.27 0.0738088 18.85 0.133997 21.23 0.067369 22.09 0.0688529 20.54 0.125444 23.84 0.064750 26 0.06515810 24.95 0.119467 26.56 0.061767 27.56 0.062544Tabla 3.3: Resultados del experimento 2



82 Cap��tulo 3: Algoritmos de Muestreo por Importania
PV MI2 MI3Itera. (miles) Tiempo Error Tiempo Error Tiempo Error1 - - 2.65 0.190807 2.78 0.2032852 - - 5.54 0.135611 5.52 0.1264493 - - 7.94 0.119573 8.27 0.0987784 - - 10.59 0.097704 11.27 0.0964735 - - 13.25 0.084700 13.63 0.0886576 - - 15.84 0.062339 16.36 0.0773457 - - 18.47 0.090446 19.21 0.0645778 - - 21.42 0.054518 21.72 0.0655229 - - 23.84 0.067379 24.56 0.05551910 - - 26.58 0.060067 27.04 0.052993Tabla 3.4: Resultados del experimento 3

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

0.24

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

E
rr

or

Iteraciones (miles)

’MI2_error’
’MI3_error’
’PV_error’

Figura 3.2: Experimento 1, Gr�a�as de errores.
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Figura 3.3: Experimento 2, Gr�a�as de errores.
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Cap��tulo 4
Algoritmos de MuestreoEstrati�ado
4.1 Introdui�onLa simulai�on estrati�ada es una t�enia muy onoida en estad��stia que ondueel proeso de simulai�on de forma que se eviten las muestras raras o desequilibradas.La idea b�asia onsiste en dividir el espaio muestral en diversas regiones o estratos yelegir en ada uno de ellos un n�umero �optimo de muestras. Esto produe una mejorrepresentai�on del espaio muestral que la que resulta de las muestras aleatorias, y sepueden obtener mejores estimaiones para un tama~no determinado de la muestra obien reduir el tama~no de la muestra para obtener la preisi�on requerida.En este ap��tulo revisamos los trabajos donde se aplia esta t�enia al problema dela propagai�on de probabilidades en redes bayesianas [4, 5℄, para inorporarlo despu�esa nuestro sistema de simulai�on on preomputai�on.La organizai�on del ap��tulo por seiones es la siguiente. En la sei�on 4.2 o-menzamos examinando los fundamentos te�orios del muestreo estrati�ado [72℄, queal igual que el muestreo por importania, surge omo una t�enia de redui�on de lavarianza en el �alulo de integrales por Monte Carlo. La apliai�on de esta t�enia a los



86 Cap��tulo 4: Algoritmos de Muestreo Estrati�adoalgoritmos presentados en el ap��tulo anterior se expone en la sei�on 4.3. Esta t�eniapresenta problemas de preisi�on uando las redes son de tama~no grande, debido a loserrores de redondeo produidos al trabajar on n�umeros muy pr�oximos a ero. Pararesolverlo, en la sei�on 4.4 proponemos un m�etodo reursivo equivalente al estrati�-ado que elimina los problemas de redondeo dividiendo el proeso de propagai�on enetapas y trabajando on n�umeros m�as alejados del ero. A ontinuai�on (sei�on 4.5)se detallan los experimentos realizados on los algoritmos propuestos, para �nalizar elap��tulo on las onlusiones en la sei�on 4.6.4.2 Muestreo estrati�adoEl objetivo es alular la siguiente suma:I = Xx2UN f(x) = Xx2UN f(x)f �(x) � f �(x) = Xx2UN g(x) � f �(x);donde f �(x) es una f.m.p. auxiliar que se usar�a para muestrear (al igual que en elmuestreo por importania) y g(x) = f(x)=f �(x). Ahora podemos dividir la regi�onsobre la que se suma (UN) en m estratos Ui, i = 1; : : : ; m, on UN = Smi=1 Ui yUj \ Uk = � si j 6= k, y expresar la suma omo:I = mXi=1 "Xx2Ui g(x)f �(x)# = mXi=1 Ii:Denotamos por Pi la probabilidad del estrato i:Pi = Xx2Ui f �(x):Se umple que mXi=1 Pi = 1:Ahora denotamos por gi la restrii�on de g al estrato i:gi(x) = 8>><>>: g(x) si x 2 Ui;0 si x =2 Ui:



4.3. Apliai�on del Muestreo Estrati�ado a los Nuevos Algoritmos 87Entones podemos expresar la suma de ada estrato omo:Ii = Xx2Ui Pigi(x)f �(x)Pi = PiE[gi(x)℄:La esperanza E[gi(x)℄ podemos aproximarla por la media muestral, obteniendo unestimador para Ii: �i = PiNi NiXji=1 g(xji);donde Ni es el n�umero de muestras que se toman en el estrato i, siendo el n�umero totalde muestras N =Pmi=1Ni. Por lo tanto, un estimador de la suma I ser�a:� = mXi=1 �i = mXi=1 "PiNi NiXji=1 g(xji)# :La elei�on m�as senilla para Pi y Ni es tomar Pi = 1=m y Ni = NPi, en uyo aso:� = mXi=1 24 1N N=mXji=1 g(xji)35 :En general, en este m�etodo, el problema es elegir de forma �optima� El n�umero de muestras en ada estrato (Ni).� La probabilidad de ada estrato, Pi, o lo que es lo mismo, la funi�on de muestreof �(x).Un estudio detallado de esta t�enia puede enontrarse en [72℄.4.3 Apliai�on del Muestreo Estrati�ado a los Nue-vos AlgoritmosEn esta sei�on, estudiamos �omo apliar la t�enia de muestreo estrati�ado [4, 5, 72℄a los nuevos algoritmos estudiados en el ap��tulo anterior [36, 37℄.



88 Cap��tulo 4: Algoritmos de Muestreo Estrati�ado4.3.1 Muestreo estrati�ado en redes bayesianasLos primeros algoritmos de propagai�on basados en muestreo estrati�ado fueron desa-rrollados por Boukaert [4℄ y Boukaert, Castillo y Guti�errez [5℄. La idea es onsiderarel espaio de todas las posibles on�guraiones de las variables de la red, y asignar aada una de ellas un subintervalo de [0; 1℄, de tal forma que las on�guraiones m�asprobables tengan asignado un subintervalo m�as amplio. Entones, se seleiona ungrupo de on�guraiones muestreando sobre el intervalo [0; 1℄. El proedimiento es elsiguiente:Sea un onjunto de variables X = fX1; : : : ; Xng, donde ada variable Xi tomavalores en Ui = f0; 1; : : : ; ri � 1g. Sean fi(x#i; x#F (i)), i = 1; : : : ; n las distribuionesondiionadas para ada variable dados sus padres en la red. En estas ondiiones,podemos alular todas las posibles on�guraiones de las variables y alular su pro-babilidad de ourrenia. Podemos onsiderar un orden de las on�guraiones de lasiguiente manera [5℄:De�nii�on 4.1 Sean x = (x1; x2; : : : ; xn) e y = (y1; y2; : : : ; yn) dos on�guraiones deX. Se die que x preede a y (x < y) si:x < y () 9k t.q. 8j < k xj = yj y xk < yk: (4.1)
- -X2 X3X1

Figura 4.1: Una red bayesiana.En base al orden de�nido en (4.1), se onstruye una tabla que representa el espaiomuestral. Esta tabla se usa para obtener las on�guraiones en el proeso de muestreo.Por ejemplo, sea X = fX1; X2; X3g un onjunto de variables, ada una on dos posibles
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f1(0) = P (X1 = 0) = 0:6f1(1) = P (X1 = 1) = 0:4f2(0; 0) = P (X2 = 0jX1 = 0) = 0:2f2(0; 1) = P (X2 = 0jX1 = 1) = 0:5f2(1; 0) = P (X2 = 1jX1 = 0) = 0:8f2(1; 1) = P (X2 = 1jX1 = 1) = 0:5f3(0; 0) = P (X3 = 0jX2 = 0) = 0:2f3(0; 1) = P (X3 = 0jX2 = 1) = 0:3f3(1; 0) = P (X3 = 1jX2 = 0) = 0:8f3(1; 1) = P (X3 = 1jX2 = 1) = 0:7Tabla 4.1: Valores de probabilidad para la red anterior.

Con�gurai�on Probabilidad Prob. aumulada Intervalo asoiado(0,0,0) 0.024 0.024 (0.000,0.024)(0,0,1) 0.096 0.120 (0.024,0.120)(0,1,0) 0.144 0.264 (0.120,0.264)(0,1,1) 0.336 0.600 (0.264,0.600)(1,0,0) 0.040 0.640 (0.600,0.640)(1,0,1) 0.160 0.800 (0.640,0.800)(1,1,0) 0.060 0.860 (0.800,0.860)(1,1,1) 0.140 1.000 (0.860,1.000)Tabla 4.2: Probabilidades e intervalos para las on�guraiones ordenadas.
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0.26140Figura 4.2: Con�guraiones y sus probabilidades aumuladas.valores. La �gura 4.1 muestra la red asoiada a X y la tabla 4.1 las probabilidades apriori para las variables de X. En la tabla 4.2 pueden verse las on�guraiones orde-nadas y su probabilidad de ourrenia, probabilidad aumulada e intervalo asoiado.Cada on�gurai�on xi tiene asoiado un intervalo Ii = [l(i); h(i)) � [0; 1℄ uyos l��mi-tes se alulan a partir de las probabilidades aumuladas de auerdo a las siguientesexpresiones: l(i) = Xj<i nYr=1 f �r (xj#r);h(i) = l(i) + nYr=1 f �r (xi#r); (4.2)

donde xj es la j-�esima on�gurai�on de la variable n-dimensional X y f �r , r = 1; : : : ; n,son las distribuiones de muestreo. La �gura 4.2 muestra la divisi�on del intervalo [0; 1℄para la red de la �gura 4.1.Para obtener una muestra de tama~no m, se generan m n�umeros en el intervalo



4.3. Apliai�on del Muestreo Estrati�ado a los Nuevos Algoritmos 91[0; 1℄, y se omprueba qu�e on�gurai�on se orresponde on ada n�umero generado,de auerdo a la partii�on de la regi�on (�gura 4.2). A ontinuai�on, se pondera adaon�gurai�on de auerdo on la distribui�on usada para alular los intervalos (f �r ) y ladistribui�on original. Los m n�umeros no son aleatorios, sino que se alulan de formadeterminista [5℄ de la siguiente manera,ki = i� 0:5m ; i = 1; 2; : : : ; m:El heho de que estos n�umeros se generen de forma determinista motiva que estem�etodo se denomine tambi�en de muestreo sistem�atio [14℄.El siguiente ejemplo explia �omo obtener una muestra a partir de una seueniade n�umeros dada.Ejemplo 4.1 Consid�erese la red mostrada en la �gura 4.1. Generando uatro n�umeroski = (i� 0:5)=4, i = 1; : : : ; 4, obtenemos la seuenia(0:125; 0:375; 0:625; 0:875):Ahora, para ada n�umero, busamos en el diagrama representado en la �gura 4.2las on�guraiones orrespondientes. �Estas son:N�umero Con�gurai�on (x1; x2; x3)0:125 (0; 1; 0)0:375 (0; 1; 1)0:625 (1; 0; 0)0:875 (1; 1; 1)Se puede apreiar que uando m aumenta, la freuenia relativa de ada on�gu-rai�on onverge a su valor de probabilidad. El heho de que no se utilien n�umerosaleatorios hae que este algoritmo tenga un ar�ater m�as num�erio que de simulai�on.



92 Cap��tulo 4: Algoritmos de Muestreo Estrati�adoN�otese que las funiones de muestreo pueden ser ualesquiera, mientras veri�quen lasondiiones de las distribuiones de muestreo por importania [72℄, luego dependiendode las que se usen, se obtendr�an distintos resultados. Boukaert, Castillo y Guti�errez[5℄ usan las mismas funiones que en el algoritmo de ponderai�on por verosimilitud.Aqu�� estudiaremos el uso de las funiones de muestreo tal y omo las alulamos en elap��tulo anterior, es deir, mediante un proeso de preomputai�on aproximada [37℄.
4.3.2 El algoritmo de muestreo estrati�adoEn esta sei�on formalizaremos el m�etodo expliado en la sei�on anterior. La uesti�on aresolver es �omo obtener la on�gurai�on orrespondiente a un n�umero dado ki 2 [0; 1℄.Un proedimiento podr��a ser alular las probabilidades para todas las on�guraionesen seuenia, hasta que se alane el valor ki (es deir, apliar la t�enia de b�usquedaen tablas para la generai�on de variables aleatorias disretas [72℄ a la variable n-dimensional). Sin embargo, la omplejidad de este proeso es la misma que la dela obteni�on de las probabilidades exatas de la red, y suponemos que no hemos sidoapaes de obtenerlas.El m�etodo propuesto por Boukaert et al. [5℄ omienza on una on�gurai�on de lasvariables, y, para un ki dado, determina qu�e variables deben ambiar su valor para quela probabilidad aumulada de la on�gurai�on de todas las variables alane a ki. Paraello, asoiado a ada variable habr�a un intervalo [l(i); h(i)) representando las \zonas"de la regi�on en las uales la variable Xi ambia su valor (ver �gura 4.2). Entones,se busa la primera variable Xj tal que kj 2 [l(j); h(j)), omenzando on j = n.Cuando se enuentra ese j, los intervalos orrespondientes a las variables Xj+1; : : : ; Xnse atualizan para que ontengan a ki.Una ventaja importante del muestreo estrati�ado apliado de esta manera es quees posible saber u�antos n�umeros de la seuenia ki se orresponden on la mismaon�gurai�on, on el onsiguiente ahorro de �alulos. Para un ierto k 2 [0; 1℄, esaantidad ser�a [5℄,



4.3. Apliai�on del Muestreo Estrati�ado a los Nuevos Algoritmos 93
� = b(h(n)� k) �m + 1; (4.3)donde bx es la parte entera de x para todo x 2 IR.El algoritmo general es el siguiente:Algoritmo de Muestreo Estrati�ado (ALG ME)1. Estableer un orden � del onjunto de ��ndies N = f1; : : : ; ng.2. Calular las distribuiones de muestreo f �l , l 2 N de auerdo on la seuenia deeliminai�on impuesta por � (omo en el muestreo por importania).3. Iniializai�on.4. Desde j = 1 hasta m (tama~no de la muestra),(a) Generar on�gurai�on(x(j)).(b) Calular � = b(h(n)� kj) �m + 1:() Calular wj = � � �Qi2N fi(x(j)#s(fi))� � �Qr2E Æer(x(j)#r)�Ql2N f �l (x(j)#s(f�l )) :(d) j = j +�.5. Para ada xk 2 Uk, k = f1; : : : ; ng,(a) Estimar p(xk; e) usando la f�ormula (3.12).6. Normalizar los valores p(xk; e) para obtener p(xkje).



94 Cap��tulo 4: Algoritmos de Muestreo Estrati�adoEste algoritmo es bastante similar al de muestreo por importania. Las diferen-ias radian en los proedimientos Iniializai�on y Generar on�gurai�on. Estosproedimientos son omo sigue [5℄: Iniializai�on
1. l(0) = 0:0; h(0) = 1:0.2. Desde i = 1 hasta n,(a) l(i) = 0:0.(b) Si X�(i) 2 XE haer� val(�(i)) = e�(i).� h(i) = h(i� 1).En otro aso,� val(�(i)) = 0.� h(i) = h(i� 1) � f ��(i)(0).
Este proedimiento alula la primera on�gurai�on y su probabilidad. La on�-gurai�on de las variables se almaena en el vetor val(). Adem�as, se iniializan losintervalos [l(i); h(i)) seg�un la probabilidad del primer valor de ada variable Xi.El proedimiento para generar on�guraiones es el siguiente:
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Generar on�gurai�on(x(i))

1. ki = i� 0:5m .2. Si l(n) � ki � h(n) haer j = n.En otro aso, seleionar j < n tal que h(j � 1) � ki � h(j).3. Mientras j � n,Si X�(j) 2 XE, entones� l(j) = l(j � 1).� h(j) = h(j � 1).En otro aso,� t = 0.� l(j) = l(j � 1).� h(j) = l(j) + (h(j � 1)� l(j � 1)) � f ��(j)(t).� Mientras ki > h(j) haer{ t = t + 1.{ l(j) = h(j).{ h(j) = l(j) + (h(j � 1)� l(j � 1)) � f ��(j)(t).� val(�(j)) = t.j = j + 1.4. Devolver la on�gurai�on x(i) en el vetor val().



96 Cap��tulo 4: Algoritmos de Muestreo Estrati�adoEn el algoritmo, ki es el punto del intervalo [0; 1℄ para el ual queremos saber laon�gurai�on de las variables que le orresponde. En el paso (2), se alula la posii�ona partir de la ual debe atualizarse la on�gurai�on de las variables. Esta posii�onoinide on la de la primera variable para la ual su intervalo asoiado [l; h) ontienea ki. En el paso (3) se obtiene la on�gurai�on y se atualizan los intervalos. N�oteseque las variables observadas no intervienen en la onstrui�on de los intervalos.4.3.3 Problemas del muestreo estrati�adoAunque el algoritmo de muestreo estrati�ado es muy e�iente, en la pr�atia, surge unimportante problema uando se trata de propagar sobre redes grandes. El problema sedebe a la limitada preisi�on de la representai�on los n�umeros reales en los ordenadores.Obs�ervese que uando se alulan los intervalos [l; h), se usa la siguiente expresi�on,h(j) = l(j) + (h(j � 1)� l(j � 1)) � f ��(j)(t);en la ual realizamos dos sumas y un produto on n�umeros a menudo muy pr�oximosa ero. En general, uanto m�as grande es la red, m�as peque~nos ser�an estos n�umeros.El resultado es que si se usan n�umeros en punto otante para representar los l��mitesde los intervalos, al �nal todos se redondean a ero, debido a la p�erdida de d��gitossigni�ativos, lo que hae que el algoritmo no funione.Una solui�on podr��a ser inrementar el n�umero de bits usados para representar losn�umeros en punto otante, pero siempre podremos enontrar una red su�ientementegrande omo para que todos los intervalos se onviertan en ero.Por otro lado, onforme aumenta el tama~no de la red disminuye el de los intervalos,on lo ual es menos probable que aiga m�as de un n�umero dentro de ada intervalo.Esto provoa que una de las prinipales razones de la veloidad de este m�etodo no seaefetiva, dado que los n�umeros tender�an a aer ada uno en un intervalo distinto.En la siguiente sei�on proponemos un m�etodo alternativo para realizar el muestreo



4.4. Muestreo Estrati�ado Reursivo 97estrati�ado que evita los problemas de preisi�on [37℄.4.4 Muestreo Estrati�ado ReursivoQue el muestreo estrati�ado funione o no, depende fuertemente del tama~no de lared. Ser��a interesante enontrar una forma de poder apliar este m�etodo a una redde tama~no arbitrario. En esta sei�on proponemos un esquema de propagai�on dondeel muestreo estrati�ado se aplia a ada variable por separado, on lo que su validezes independiente del n�umero de variables. En ada paso, los intervalos se esalan al[0; 1℄, on lo que no apareen errores de redondeo tan pronuniados. Empezaremos onuna primera aproximai�on al algoritmo, expliando on un ejemplo su funionamientopara despu�es formalizar el algoritmo detallado, que puede ser implementado de formareursiva, y su equivalenia on el muestreo estrati�ado l�asio. Un primer enfoquees el siguiente:1. Elegir un orden fX1; : : : ; Xng de las variables de la red y alular las distribuio-nes de muestreo.2. Tomarm n�umeros ki 2 [0; 1℄ de la misma manera que en el muestreo estrati�adooriginal.3. Desde t = 1 hasta n� 1,(a) Considerar Xt. (Iniialmente t = 1).(b) Para ada posible valor de Xt,i. Sea r la antidad de n�umeros ki que aen dentro del intervalo orres-pondiente al valor atual de Xt (ver f�ormula (4.3)).ii. Generar r on�guraiones de la variable Xt+1.Cuando este proedimiento reursivo termina, ada variable ha sido simulada mvees. El siguiente ejemplo puede alarar la idea.
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Figura 4.3: Muestreo estrati�ado reursivo.Ejemplo 4.2 Consideremos la red mostrada en la �gura 4.1, y la seuenia de n�umeroski = 0:125; 0:375; 0:625; 0:875. Cuando generamos los uatro n�umeros ki, podemossaber u�antos de ellos aen dentro del intervalo asoiado al primer aso de la variableX1. Las probabilidades utilizadas para alular los intervalos son las de la tabla 4.1.En este aso, en el intervalo [0; 0:6) hay dos n�umeros: k1 = 0:125 y k2 = 0:375. As��,sabemos que en la muestra �nal habr�a dos on�guraiones (x1; x2; x3) on x1 = 0.Si usamos el muestreo estrati�ado de Boukaert, hemos de trabajar entones en elintervalo [0; 0:6) de ara a obtener las on�guraiones de X2 para los valores k1 y k2.Es deir, hemos de apliar (4.2). Pero, reordemos, queremos solventar el problemadel redondeo. Para ello, llevamos el intervalo [0; 0:6) al intervalo [0; 1), de forma quelos valores k1 y k2 se transforman en k01 = 0:2083 y k02 = 0:625 (ver �gura 4.3).A ontinuai�on, repetimos el proeso para X2, para la ual tenemos que generardos valores, pero ahora trabajando en el intervalo [0; 1℄, que dividimos en subintervalosde auerdo a P (X2jX1 = 0). En este aso, en el nuevo subintervalo [0; 0:2) no hayning�un k0i orrespondi�endose on la primera on�gurai�on de X2, y para la segundaon�gurai�on de X2, y en el nuevo subintervalo [0:2; 1), hay dos k0i. Por lo tanto,obtenemos dos on�guraiones (x1; x2; x3) on x2 = 1, que son aquellas asoiadas a k01y k02.



4.4. Muestreo Estrati�ado Reursivo 99Ahora repetimos el mismo proeso para la variable X3. Esto es, transformamos elintervalo [0:2; 1) en el [0; 1), y los valores k01 y k02 pasan a ser k001 = 0:2604 y k002 = 0:7813.El siguiente paso es identi�ar los valores de X3 que se orresponden on los valoresde k001 y k002 (ver �gura 4.3). Estos valores son X3 = 0 para k001 = 0:2604 y X3 = 1 parak002 = 0:7813. Por lo tanto, obtenemos dos on�guraiones (x1; x2; x3), una on x3 = 0y otra on x3 = 1.Dado que no hay m�as variables, volvemos hasta la primera variable para reonstruirlas on�guraiones ompletas. De esta forma podemos onluir diiendo que las dosprimeras on�guraiones de la muestra �nal son (0; 1; 0) y (0; 1; 1).En de�nitiva, se obtiene el mismo resultado que on el muestreo estrati�ado habi-tual, pero eliminando los errores de redondeo al no reduirse el tama~no de los intervalosonforme se avanza en la simulai�on.Una versi�on detallada del algoritmo, expresada omo un proedimiento reursivo,es la siguiente.Algoritmo Estrati�ado Reursivo (ALG MER)
1. Seleionar un orden � del onjunto de ��ndies N = f1; : : : ; ng.2. Calular las distribuiones de muestreo f �l , l 2 N de auerdo on la seuenia deeliminai�on impuesta por � (omo en el muestreo por importania).3. Sea m el tama~no de la muestra.4. Inremento: in = 1m .5. Primer n�umero: k = 0:5m .6. L��mites del intervalo: l = 0:0, h = 1:0.



100 Cap��tulo 4: Algoritmos de Muestreo Estrati�ado7. Variable a simular: i = 1 (la primera).8. SIMULA(i,l,h,k,in,m).9. Para ada xk 2 Uk, k = f1; : : : ; ng,(a) Estimar p(xk; e) usando la f�ormula (3.12).10. Normalizar los valores p(xk; e) para obtener p(xkje).
donde SIMULA es un proedimiento que funiona omo el muestreo estrati�adol�asio pero s�olo para una variable en ada momento, y que vuelve a llamarse a �elmismo para simular el resto de las variables.SIMULA(i,l,h,k(i�1),in,�)

1. Si i > n entones,� Asignar un peso a la on�gurai�on almaenada en el vetor val omo en elpaso 4.() del algoritmo ALG ME.� Terminar.2. Si X�(i) 2 XE entones,(a) val[�(i)℄ = e�(i).(b) k(i) = k(i�1).() SIMULA(i + 1,l,h,k(i),in,�).(d) Terminar.
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3. k(i) = k(i�1) � lh� l , in = inh� l .4. l = 0:0, h = 0:0.5. v = 0.6. Mientras k(i) < 1:0 haer(a) l = h.(b) h = h+ f ��(i)(v).() Mientras h < k(i) haer� v = v + 1.� l = h.� h = h + f ��(i)(v).(d) val[�(i)℄ = v.(e) � = �h� k(i)in �+ 1.(f) SIMULA(i + 1,l,h,k(i),in,�).(g) k(i) = k(i) +� � in.(h) v = v + 1.

A ontinuai�on expliamos el funionamiento del proedimiento SIMULA. Cuando sellama a este proedimiento, se omprueba si todas las variables han sido ya simuladas.Si la respuesta es a�rmativa, entones ya tenemos una on�gurai�on ompleta, uyopeso puede alularse omo en el paso 4.() del algoritmo ALG ME.En otro aso, se omprueba si la variable de entrada X�(i) est�a observada o no. Enel primer aso no se simula: el algoritmo toma diretamente el valor observado y los



102 Cap��tulo 4: Algoritmos de Muestreo Estrati�adopar�ametros de entrada no ambian y se pasa a simular la siguiente variable. Esta tarease realiza en el paso 2.Pero si la variable de entrada no est�a observada, hay que elegir un valor v paraella. El paso 3 esala los valores de k(i) e in al intervalo [0; 1℄. Es deir, se dividen losvalores por la amplitud del intervalo orrespondiente a la variable anterior. Reu�erdeseque k(i) es el n�umero que determinar�a qu�e valor de la variable se va a seleionar, deauerdo on la probabilidad aumulada de los asos de la variable, y que in es elinremento para alanzar el pr�oximo valor de k(i).Los l��mites del intervalo han de ser esalados al [0; 1℄ tambi�en, lo que viene deter-minado impl��itamente por la ondii�on k(i) < 1 en el paso 6. En este paso, se toma elmenor k(i) y se elige un valor v para la variable X�(i); m�as tarde se toma el siguientek(i) y se repite el proeso, y as�� suesivamente hasta que se hayan tomado todos losvalores k(i) para el intervalo [0; 1℄ asoiado a la variable X�(i).De ara a seleionar un valor v para la variable, debemos �jar los intervalos[l =Xu<v f ��(i)(u); h = l + f ��(i)(v)℄que ontienen los valores k(i). Por lo tanto, dado k(i), debemos estableer u�al essu intervalo asoiado [l; h℄ para obtener un valor v. �Este es el objetivo de los pasos6.(a)-6.(d).Una vez se ha �jado el intervalo, en el paso 6.(e) se alula el n�umero de on�gu-raiones, �, que se orresponden on el atual valor v de la variable X�(i). Entones,en el paso 6.(g), se toma el siguiente valor k(i) y se repite el proeso. Adem�as, para elvalor atual de la variable, deben simularse las dem�as variables tambi�en. En onreto,sabemos que habr�a � on�guraiones para el valor v. Para ello se llama reursivamenteal proedimiento SIMULA en el paso 6.(f).Obs�ervese que todas las variables se simulan en el intervalo [0; 1℄ ompleto, inde-pendientemente del tama~no de la red, lo que hae que este algoritmo sea v�alido pararedes de tama~no arbitrario.



4.4. Muestreo Estrati�ado Reursivo 103Otra ventaja de este proedimiento respeto al muestreo estrati�ado l�asio esque se evita busar la on�gurai�on atual, en onreto, el paso 2 del proedimientoGenerar on�gurai�on del algoritmo ALG ME (sei�on 4.3.2), no es neesario.Los siguientes resultados muestran que el algoritmo ALG MER es equivalente alALG ME a nivel te�orio, es deir, suponiendo que no est�a limitado el n�umero de ifrasdeimales en la representai�on interna de los n�umeros reales.Lema 4.1 Sea X = fX�(1); : : : ; X�(n)g el onjunto de variables de la red, ada variableX�(i) tomando valores en un onjunto U�(i). Sea N = f1; : : : ; ng, y x0 2 UN unaon�gurai�on de las variables en X. Si f ��(j), j = 1; : : : ; n son las distribuiones demuestreo para ada variable, entones, para todo i = 1; : : : ; n se umple que
Xy<x#I0y2UI Yj2I f �j (y#j) = 0�Yj2I0 f �j (x#j0 )1A0BBBBB� Xy<x#�(i)0y2U�(i) f ��(i)(y)1CCCCCA+ Xy<x#I00y2UI0 Yj2I0 f �j (y#j); (4.4)

donde I = f�(1); : : : ; �(i)g y I 0 = I � f�(i)g.Dem: Si de�nimos los siguientes suesos:A = \una on�gurai�on y 2 UI es menor que x#I0 ",B = \una on�gurai�on y 2 UI�f�(i)g es igual a x#I�f�(i)g0 ",C = \una on�gurai�on y 2 Uf�(i)g es menor que x#�(i)0 ",D = \una on�gurai�on y 2 UI�f�(i)g es menor que x#I�f�(i)g0 ",entones se veri�a que A = (B ^ C) _ D y, dado que A = (B ^ C) y D son suesosdisjuntos, y P �(B ^ C) = P �(B) � P �(CjB),P �(A) = P �(B) � P �(CjB) + P �(D);



104 Cap��tulo 4: Algoritmos de Muestreo Estrati�adodonde P � es la distribui�on de muestreo. Esta igualdad es trivialmente ierta y equi-valente a la euai�on (4.4). 2Proposii�on 4.1 Supongamos que k 2 [0; 1℄. Sea k(i) el valor transformado de kuando se simula la variableX�(i) en el algoritmoALGMER. Sean I = f�(1); : : : ; �(i)g,I 0 = I � f�(i)g, y sea x0 2 UN una on�gurai�on de todas las variables de la red. En-tones, k = Xy<x#I00y2UI0 Yj2I0 f �j (y#j) + k(i)Yj2I0 f �j (x#j0 ):
Dem: N�otese que las variables observadas no se simulan, y por lo tanto �estas noambian los l��mites del intervalo, l y h.Haremos la demostrai�on por indui�on.Iniialmente, en la primera ejeui�on del proedimiento SIMULA, l = 0:0 y h =1:0, luego k(1) = k � lh� l = k, y, por el paso 3 en la siguiente llamada al proedimientoSIMULA, on par�ametros (2; l; h; k(1); in;�),

k(2) = k(1) � lh� l = k(1) �P y<x#�(1)0y2U�(1) f ��(1)(y#�(1))f ��(1)(x#�(1)0 ) ;lo que se sigue del heho de que, para ualquier variable X�(i), los valores de l y h sonaquellos alulados antes de llamar al proedimiento SIMULA uando se simula lavariable anterior: l = Xy<x#�(i�1)0y2U�(i�1) f ��(i�1)(y#�(i�1));
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h = Xy�x#�(i�1)0y2U�(i�1) f ��(i�1)(y#�(i�1)):Por lo tanto, k = Xy<x#�(1)0y2U�(1) f ��(1)(y#�(1)) + k(2) � f ��(1)(x#�(1)0 ):

Luego la proposii�on se umple para i = 1 e i = 2.Ahora demostraremos que si la proposii�on se umple para ualquier i, entones tambi�ense umple para i+ 1: k = Xy<x#I00y2UI0 Yj2I0 f �j (y#j) + k(i)Yj2I0 f �j (x#j0 ):Del proedimiento SIMULA(i+ 1; l; h; k(i+1); in;�), paso 3, se sigue que
k(i+1) = k(i) �P y<x#�(i)0y2U�(i) f ��(i)(y#�(i))f ��(i)(x#�(i)0 ) ;luego,

k = Xy<x#I00y2UI0 Yj2I0 f �j (y#j) +
0BBBBB�k(i+1) � f ��(i)(x#�(i)0 ) + Xy<x#�(i)0y2U�(i) f ��(i)(y#�(i))1CCCCCAYj2I0 f �j (x#j0 )



106 Cap��tulo 4: Algoritmos de Muestreo Estrati�ado= Xy<x#I00y2UI0 Yj2I0 f �j (y#j) + k(i+1)Yj2I f �j (x#j0 ) +Yj2I0 f �j (x#j0 ) Xy<x#�(i)0y2U�(i) f ��(i)(y#�(i));
y seg�un el lema 4.1, k = Xy<x#I0y2UI Yj2I f �j (y#j) + k(i+1)Yj2I f �j (x#j0 ): 2Teorema 4.1 Sea kj, j 2 f1; : : : ; mg una seuenia de n�umeros perteneientes alintervalo [0; 1℄. Sea fx(1); : : : ; x(m)g el onjunto de on�guraiones obtenidas por elalgoritmo ALG ME para la seuenia anterior, y fy(1); : : : ; y(m)g las obtenidas por elalgoritmo ALG MER. Entones,8i 2 f1; : : : ; mg; x(i) = y(i):Dem: Sean I y I 0 iguales que en la proposii�on 4.1. Para un k 2 [0; 1℄ dado, la on�-gurai�on obtenida por el algoritmo ALG ME es aquella on�gurai�on x0 veri�andoXy<x#I0y2UI Yj2I f �j (y#j) < k � Xy�x#I0y2UI Yj2I f �j (y#j);mientras que el algoritmoALG MER devuelve aquella on�gurai�on veri�ando que,para todo i 2 f1; : : : ; ng,Xy<x#�(i)0y2U�(i) f ��(i)(y) < k(i) � Xy�x#�(i)0y2U�(i) f ��(i)(y):



4.5. Muestreo Estrati�ado Reursivo 107Por lo tanto, para demostrar que el teorema se umple, es su�iente probar lasiguiente equivalenia:Xy<x#�(i)0y2U�(i) f ��(i)(y) < k(i) � Xy�x#�(i)0y2U�(i) f ��(i)(y), Xy<x#I0y2UI Yj2I f �j (y#j) < k � Xy�x#I0y2UI Yj2I f �j (y#j):Por la proposii�on 4.1, esta �ultima desigualdad es ierta si y s�olo siXy<x#I0y2UI Yj2I f �j (y#j) < Xy<x#I00y2UI0 Yj2I0 f �j (y#j) + k(i)Yj2I0 f �j (x#j0 ) � Xy�x#I0y2UI Yj2I f �j (y#j);y por el lema 4.1, esto es equivalente aXy<x#�(i)0y2U�(i) f ��(i)(y) < k(i) � Xy�x#�(i)0y2U�(i) f ��(i)(y): 2Este teorema da validez al algoritmo de muestreo estrati�ado reursivo, y aseguraque, en todos los asos en que el algoritmo l�asio sea apliable, el algoritmo reursivoproporiona los mismos resultados. En los asos en que el algoritmo l�asio no seaapliable debido a los errores de redondeo, el algoritmo reursivo proporiona los re-sultados que el l�asio, en teor��a, deber��a ofreer. Esto quiere deir que los resultadossobre onvergenia que pudieran apliarse al m�etodo de Boukaert, Castillo y Guti�errez[5℄, son tambi�en apliables a nuestro m�etodo.



108 Cap��tulo 4: Algoritmos de Muestreo Estrati�ado4.5 Evaluai�on Experimental de los AlgoritmosEn esta sei�on presentamos los resultados de la evaluai�on experimental de los algo-ritmos propuestos en este ap��tulo. Se han realizado tres experimentos, todos ellosiguales a los del ap��tulo anterior, salvo que en este aso, dado el ar�ater deterministade estos algoritmos, ada prueba s�olo se ejeuta una vez para ada valor �jado deln�umero de iteraiones de simulai�on.Tambi�en hemos omparado experimentalmente el omportamiento de los algoritmosde muestreo estrati�ado frente a los de muestreo por importania.Las pruebas se han realizado on los siguientes algoritmos:PV : Ponderai�on por Verosimilitud.MI2 : Muestreo por importania, riterio 2.MI3 : Muestreo por importania, riterio 3.PVE : Muestreo estrati�ado l�asio (PV Estrati�ado).ME2 : Muestreo estrati�ado reursivo, riterio 2.ME3 : Muestreo estrati�ado reursivo, riterio 3.Los resultados de la experimentai�on se muestran en las tablas 4.3, 4.4, 4.5, y en las�guras 4.4 a 4.14. Cada una de las tres tablas muestra los tiempos y errores en lasestimaiones para ada algoritmo en ada uno de los experimentos. Los errores en lasestimaiones son tambi�en presentados en una gr�a�a para ada experimento. Adem�as,se han inluido una gr�a�as adiionales en las que se ompara ada algoritmo on suversi�on estrati�ada. Atendiendo a los resultados obtenidos, podemos deir lo siguiente:� No hay diferenias importantes entre los algoritmos de muestreo estrati�adouando no se presentan evidenias (experimento 1). Se puede apreiar que, en



4.6. Conlusiones 109general, se obtienen mejores resultados en ada algoritmo estrati�ado que en suequivalente por importania.� En el experimento 2, se observa que los nuevos algoritmos de muestreo estrati-�ado mejoran laramente al l�asio, al igual que ourr��a para el muestreo porimportania.� En el experimento 3, ni el PV ni el PVE son apaes de dar una estimai�on delas probabilidades, mientras que los nuevos algoritmos mantienen un omporta-miento similar al de los dos experimentos anteriores.� En los experimentos 2 y 3, se observa que el omportamiento de los algoritmos demuestreo por importania es menos osilante respeto al n�umero de iteraionesde simulai�on que los estrati�ados. Esto se debe al heho de que ada algoritmopor importania se ha ejeutado 100 vees, promediando los resultados, mientrasque los estrati�ados solo se ejeutan una vez dado su ar�ater determinista.� Al igual que ourr��a en la experimentai�on del ap��tulo anterior, no se apreiandiferenias importantes entre los riterios 2 y 3 para obtener las funiones demuestreo. Las razones son las mismas que en el aso de los algoritmos de muestreopor importania.4.6 ConlusionesEn este ap��tulo hemos presentado una nueva lase de algoritmos de muestreo estra-ti�ado, que di�eren de los existentes en las funiones de muestreo que utilizan paraalular los intervalos en los que se busan las on�guraiones. Puede deirse queel avane es similar al de los algoritmos de muestreo por importania respeto al deponderai�on por verosimilitud, es deir, los nuevos m�etodos se muestran muho me-nos sensibles a la aparii�on de probabilidades muy peque~nas. Sin embargo, hemos dereordar que el problema que estamos abordando es NP-duro. Por lo tanto, siemprepodremos enontrar ejemplos en los que nuestros algoritmos, que son polinomiales,



110 Cap��tulo 4: Algoritmos de Muestreo Estrati�adono funionen. De ualquier manera, pensamos que la metodolog��a aqu�� presentadapermitir�a resolver una amplia lase de problemas.En uanto al muestreo estrati�ado reursivo, hemos visto que es apaz de trabajaron redes de tama~no arbitrario, lo ual es un avane importante. Adem�as, hemosdemostrado su equivalenia te�oria on el muestreo estrati�ado l�asio; por lo tanto,veri�ar�a los mismos resultados te�orios de onvergenia estudiados por Boukaert,Castillo y Guti�errez [5℄.
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PVE ME2 ME3Itera. (miles) Tiempo Error Tiempo Error Tiempo Error1 4 0.216340 3 0.190459 3 0.2172222 8 0.143627 6 0.155694 6 0.1370563 12 0.103606 9 0.108142 8 0.1156964 16 0.090895 12 0.079989 11 0.0884315 20 0.096965 14 0.075941 14 0.0842046 24 0.083591 17 0.080147 17 0.0723617 29 0.086390 20 0.085973 20 0.0813588 33 0.079168 23 0.076603 23 0.0738199 36 0.067176 26 0.058812 25 0.05618010 40 0.063141 28 0.059815 29 0.068373Tabla 4.3: Resultados del experimento 1.
PVE ME2 ME3Itera. (miles) Tiempo Error Tiempo Error Tiempo Error1 4 0.308384 3 0.156283 3 0.1347902 4 0.245075 6 0.128473 6 0.1488653 11 0.167003 8 0.105013 9 0.0898454 15 0.161373 11 0.080167 11 0.0844545 19 0.172051 14 0.073035 14 0.0768306 22 0.141424 16 0.072736 16 0.0838517 26 0.117056 19 0.067206 19 0.0628178 29 0.130670 21 0.062601 21 0.0649279 32 0.116119 25 0.050559 24 0.04955810 37 0.134387 27 0.051647 26 0.059121Tabla 4.4: Resultados del experimento 2.
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PVE ME2 ME3Itera. (miles) Tiempo Error Tiempo Error Tiempo Error1 - - 2 0.162481 3 0.1630882 - - 5 0.102723 5 0.1100563 - - 8 0.102858 8 0.0954014 - - 10 0.067462 10 0.0647535 - - 13 0.064567 13 0.0650176 - - 15 0.070015 15 0.0552747 - - 17 0.056331 17 0.0554528 - - 20 0.070842 19 0.0762499 - - 23 0.056379 22 0.05302510 - - 25 0.042342 25 0.038829Tabla 4.5: Resultados del experimento 3.
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Figura 4.5: Experimento 1, PV frente a PVE.
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Figura 4.6: Experimento 1, MI3 frente a ME3.
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Figura 4.7: Experimento 1, Muestreo estrati�ado.
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Figura 4.11: Experimento 2, Muestreo estrati�ado.

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

E
rr

or

Iteraciones (miles)

’MI2_error’
’ME2_error’

Figura 4.12: Experimento 3, MI2 frente a ME2.
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Figura 4.13: Experimento 3, MI3 frente a ME3.
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Cap��tulo 5
Algoritmos de Simulai�on usando�Arboles de Probabilidad
5.1 Introdui�onEn los dos ap��tulos anteriores, se ha puesto de mani�esto la importania que tieneel tama~no de los poteniales a la hora de alular las distribuiones de muestreo. Enlo visto hasta ahora, la representai�on que se ha utilizado para los poteniales es lade matries de n�umeros reales, es deir, la representai�on l�asia de las tablas deprobabilidad. Una expliai�on lara de las tablas de probabilidad puede verse en [47℄.El prinipal problema de las tablas es que no permiten reejar algunas de las posi-bles regularidades presentes en los poteniales: en la mayor��a de los asos, no permitensaar partido de la aparii�on de valores repetidos. Esto sugiere el estudio de representa-iones dispersas que permitan, de alguna forma, representar m�as informai�on en menosespaio. Hasta el momento se han utilizado prinipalmente dos tipos de representaio-nes dispersas on este �n: bases de reglas [70, 71℄ y �arboles de probabilidad [6, 9℄. Engeneral se pretende utilizar las posibles regularidades presentes en las distribuionesondiionadas de la red (independenias basadas en el ontexto [6℄) para simpli�ar lared de ara a failitar los algoritmos de inferenia (ver las referenias anteriores y [96℄).



120 Cap��tulo 5: Algoritmos de Simulai�on usando �Arboles de ProbabilidadCano y Moral [9℄, aprovehan las ualidades de los �arboles para aproximar los po-teniales por otros de menor tama~no. En este ap��tulo propondremos una metodolog��asimilar, profundizando en algunos aspetos de los �arboles que permiten mejorar signi-�ativamente la bondad de las funiones de muestreo en los algoritmos de simulai�on.Comenzaremos revisando los oneptos relativos a �arboles de probabilidad en lasei�on 5.2, estudiando la onstrui�on de los �arboles y la realizai�on de las operaionesneesarias para la propagai�on haiendo uso de ellos. En la sei�on 5.3 estudiamos lade�nii�on de algoritmos de muestreo por importania usando �arboles en lugar de tablas,viendo qu�e ventajas puede aportar la nueva representai�on. La sei�on 5.4 se dediaa desribir los experimentos realizados on los nuevos algoritmos y a presentar losresultados de los mismos, �nalizando el ap��tulo on las onlusiones en la sei�on 5.5.5.2 �Arboles de ProbabilidadUn �arbol de probabilidad es un �arbol dirigido etiquetado en el que ada nodo interiorrepresenta una variable, y ada nodo hoja un valor de probabilidad. Cada nodo interiortendr�a tantos aros salientes omo asos tenga la variable que representa. Los �arbo-les de probabilidad se han mostrado omo herramientas adeuadas para representarindependenias basadas en el ontexto (Boutilier et al. [6℄):De�nii�on 5.1 (Independenia basada en el ontexto) Sean X; Y y C tres onjuntosdisjuntos de variables. Se die que X e Y son independientes dado el ontexto  2 UCsi P (XjY = y1; C = ) = P (XjY = y2; C = ) para todo y1; y2 2 UY veri�ando queP (Y = y1; C = ) > 0 y P (Y = y2; C = ) > 0.Ejemplo 5.1 En la �gura 5.1 se muestra una red para las variables X1; X2 y X3, adauna de ellas on dos posibles valores, Xi = 1 �o Xi = 2, i = 1; 2; 3. La tabla representa ladistribui�on ondiionada P (X1jX2; X3). Puede observarse que las variables X1 y X3son independientes dado el ontexto X2 = 2. Esta independenia es aprovehada por



5.2. �Arboles de Probabilidad 121el �arbol de la �gura, pues representa la misma informai�on que la tabla pero utilizandoino valores en lugar de oho.
U � = ~� �� U UU

X2 X3X1 X1 X2 X3 P (X1jX2;X3)1 1 11 1 21 2 11 2 22 1 12 1 22 2 12 2 2
0.20.50.70.70.80.50.30.3

X2X3 X1X10.2 0.8 0.5 0.7 0.3
Figura 5.1: Tabla de probabilidad y su �arbol asoiadoObs�ervese que los �arboles de probabilidad pueden utilizarse para representar ual-quier potenial, y no solamente distribuiones ondiionadas. Por lo tanto, podremosemplearlos para representar los poteniales que surgen en los pasos intermedios de losalgoritmos de simulai�on, que no siempre son distribuiones de probabilidad (no est�annormalizados).De�nii�on 5.2 (�Arbol asoiado a un potenial) Sea f : UI ! IR un potenial sobreun onjunto de variables XI. Un �arbol dirigido Tf se die que es un �arbol asoiado af si veri�a las siguientes propiedades:1. Cada nodo interior est�a etiquetado on una variable Xi 2 XI.2. Cada nodo interior tiene tantos hijos omo asos tiene la variable a la que repre-senta, de forma que en el sub�arbol orrespondiente al i-�esimo aro de una variableXj representa las situaiones en que Xj toma su i-�esimo valor.3. Cada nodo hoja est�a etiquetado on un n�umero r 2 IR tal que f(xI) = r paratodo xI 2 UI tal que las oordenadas de xI orrespondientes a las variables que



122 Cap��tulo 5: Algoritmos de Simulai�on usando �Arboles de Probabilidadapareen en el amino entre la ra��z del �arbol y el nodo r oiniden on los valoresde dihas variables indiados por los aros del amino.El �arbol de la �gura 5.1 es un �arbol asoiado al potenial f(x1; x2; x3) = P (X1 =x1jX2 = x2; X3 = x3). Por ejemplo, el valor 0:2 se orresponde on f(1; 1; 1) = P (X1 =1jX2 = 1; X3 = 1), mientras que el valor 0:7 se orresponde on f(1; 2; 1) y f(1; 2; 2).5.2.1 Construi�on de �arboles de probabilidadLos �arboles de probabilidad pueden ser de gran ayuda a la hora de la asignai�on deprobabilidades. En general, ante un modelo en el que aparezan variables on un alton�umero de padres en la red, no paree natural que el usuario tenga que estableer unvalor de probabilidad para ada on�gurai�on de los padres a la hora de espei�arla distribui�on ondiionada de ierta variable. Es muy posible que muhos valoresoinidan y, por lo tanto, el usuario deber��a tener la posibilidad de expresar solamentelos valores distintos. Esto no es posible haerlo on tablas de probabilidad, pero s�� on�arboles.Por otro lado, puede ser que dispongamos de un potenial en forma de tabla y que-ramos representarlo mediante un �arbol, o bien neesitemos representar un nuevo �arbolque sea el resultado de marginalizar o ombinar otros. Este es el aso en que nos en-tramos en esta memoria. Para abordarlo, utilizaremos la metodolog��a de onstrui�ony �alulo on �arboles desarrollada por Cano y Moral [9℄. Estos autores proponen unaforma de aproximar poteniales uando el tama~no es limitado. Esto ser�a de gran utili-dad para los algoritmos de simulai�on, donde, reu�erdese, el tama~no de los potenialesestaba limitado.Dado un potenial f : UI ! IR de�nido sobre un onjunto de variables XI , elobjetivo es obtener un �arbol Tf asoiado al potenial f . En el aso en que el tama~nodel �arbol sea mayor que el l��mite que tengamos �jado en el sistema, interesar�a obtener el�arbol T que m�as se aproxime al potenial f . Si denotamos por pT y pf las distribuionesde probabilidad proporionales a T y f respetivamente, el grado de aproximai�on del



5.2. �Arboles de Probabilidad 123�arbol T al potenial f se mide omo la entrop��a de Kullbak-Leibler [55℄ de pT a pf :D(f; T ) = D(pf ; pT ) = � XxI2UI pf(xI) log pf (xI)pT (xI) : (5.1)De�nii�on 5.3 (Estrutura) Dos �arboles T1 y T2 se die que tienen la misma estru-tura T � si ontienen los mismos nodos interiores y di�eren a lo m�as en los n�umerossituados en las hojas.De�nii�on 5.4 (Restrii�on) Dado un �arbol T y un onjunto de variables XJ , sedenota por T R(XJ=xJ) a la restrii�on del �arbol T a los valores xJ de las variables enXJ , es deir, al �arbol que se obtiene sustituyendo en T todos los nodos orrespondientesa variables Xk; k 2 J por los sub�arboles Tk hijos de Xk orrespondientes a Xk = x#kJ .N�otese que si XJ ontiene todas las variables entre la ra��z y una hoja, T R(XJ=xJ )representa el valor almaenado en diha hoja.Proposii�on 5.1 Sea f : UI ! IR un potenial sobre un onjunto de variables XI.Sea J � I. Si T es un �arbol que ontiene el valor Px#JI =xJ f(xI)=jUI�J j en ada hojaT R(XJ=xJ ), entones T minimiza la distania de Kullbak-Leibler entre todos los �arboleson la misma estrutura que T y el potenial f .Obs�ervese que dada ualquier estrutura T �, seg�un la proposii�on anterior, el �arbolT on diha estrutura que mejor aproxima al potenial f ser�a aquel que en ada hojaontiene la media de los valores de f para las on�guraiones de las variables que llevana diha hoja.El proeso de onstrui�on de un �arbol onsiste en ir eligiendo, dado un �arbol T onestrutura T �, qu�e rama se va a expandir y on qu�e variable. Esta elei�on habr�a dehaerse de forma que, en ada momento, se minimie la distania al potenial que sequiere representar. Si un nodo hoja de T � est�a de�nido por los valores XJ = xJ ,



124 Cap��tulo 5: Algoritmos de Simulai�on usando �Arboles de Probabilidaddenotamos por T �(XJ = xJ ; Xk) a la estrutura que se obtiene de T � al aumentarla hoja de�nida por XJ = xJ on la variable Xk, y por T �(XJ = xJ ; Xk) al �arbolorrespondiente. En ada momento, elegiremos tanto la rama a expandir omo lavariable que minimien la distania a f , es deir,D(T (XJ = xJ ; Xk); f) = min fD(T (XJ 0 = xJ 0 ; Xk0); f)g; (5.2)donde XJ 0 = xJ 0 es una hoja de T � y k0 2 I � J 0.La siguiente proposii�on [9℄ india una forma senilla de alular este m��nimo.Proposii�on 5.2 El par (XJ = xJ ; Xk) que minimiza la expresi�on (5.2) es aqu�el quemaximiza la medida de informai�onI(XJ = xJ ; Xkjf) = SXJ=xJ � (log jUkj � logSXJ=xJ � E[XkjXJ = xJ ℄) ; (5.3)donde SXJ=xJ = Xx#JI =xJ f(xI);E[XkjXJ = xJ ℄ = � Xxk2Uk f #k(xkjXJ = xJ) log f #k(xkjXJ = xJ);f #k(xkjXJ = xJ) = Xx#JI =xJx#kI =xk f(xI):
La medida de informai�on I(XJ = xJ ; Xkjf) mide la diferenia entre la distaniadel �arbol T al potenial f antes y despu�es de expandir la rama XJ = xJ on lavariable Xk. La interpretai�on de la proposii�on anterior es que en ada momentodeben elegirse hojas de las que uelgue una suma de probabilidades alta y variables onentrop��a peque~na. La raz�on es que al expandir de esta manera se obtendr�an hojas onvalores de probabilidad bien difereniados, y reordemos que el objetivo es representarlas probabilidades distintas, ya que las que sean muy pareidas podr�an aproximarsesimplemente por un promedio.



5.2. �Arboles de Probabilidad 125Con esto, el algoritmo para onstruir un �arbol de forma exata onsistir��a enelegir los nodos uno a uno seg�un maximien la medida I. La onstrui�on terminar��auando para ada rama XJ = xJ los valores del potenial f fueran uniformes, es deir,f(xI) = f(x0I) para todo xI ; x0I 2 UI tales que x#JI = x0I#J = xJ . Es deir, va a~nadiendonodos hasta que la inlusi�on de m�as nodos no aporte nueva informai�on.Para la onstrui�on de un �arbol aproximado, Cano y Moral [9℄ proponen distin-tas opiones. Supondremos que tenemos un n�umero de nodos por �arbol limitado. Unade las opiones onsiste en ir a~nadiendo nodos y terminar el proeso de onstrui�onuando el l��mite pre�jado se alane. La segunda opi�on onsiste en onstruir el �arbolompleto y despu�es podarlo. Si T es el �arbol en uesti�on, una poda onsiste en sele-ionar un nodo tal que todos sus hijos sean hojas y sustituirlo por el promedio de sushijos, que tambi�en son eliminados del �arbol. Tenemos dos formas de realizar la poda:1. Si onsideramos un n�umero m�aximo de nodos, se van eliminando nodos mientrasdiho l��mite se exeda. En ada aso, la selei�on del nodo a podar vendr�a de-terminada por la elei�on del par (XJ = xJ ; Xk) que minimie la medida I(XJ =xJ ; Xkjf), es deir, el par que minimie el inremento de la distania respeto alpotenial f .2. En otro aso, se eliminan todos los nodos determinados por (XJ = xJ ; Xkjf)tales que I(XJ = xJ ; Xkjf) � Æ; (5.4)donde Æ es ierto umbral para el inremento de distania. El proeso de podaterminar��a uando ning�un nodo umpliera la ondii�on (5.4).5.2.2 Operaiones on �arboles de probabilidadTres son las operaiones sobre poteniales que requieren los algoritmos de propagai�on:restrii�on, ombinai�on y marginalizai�on. Los primeros autores en estudiar �omo rea-lizar estas operaiones on �arboles fueron Cano y Moral [9℄, proponiendo los algoritmosque desribiremos en esta sei�on.



126 Cap��tulo 5: Algoritmos de Simulai�on usando �Arboles de ProbabilidadLa operai�on m�as senilla es la restrii�on, que ya hemos desrito en la de�nii�on5.4. Pasamos pues a estudiar la ombinai�on y marginalizai�on.Dado un �arbol T asoiado a un potenial f : UI ! IR sobre un onjunto de variablesXI, denotamos por Var(T ) al onjunto de variables que etiquetan los nodos interioresde T . Se debe umplir que Var(T ) � XI .Dados dos �arboles T1 y T2 asoiados a los poteniales f1 y f2 respetivamente, elsiguiente algoritmo alula el �arbol asoiado al potenial f = f1 � f2.COMBINA(T1,T2)
1. Crear un nodo T de �arbol iniialmente sin etiqueta.2. Seleionar una variable Xi 2 Var(T1) [ Var(T2).3. A~nadir a la lista L el nodo ffT1; T2g; T ; Xig.4. Mientras L no est�e va��a,(a) Borrar un nodo ffTi; Tjg; Tr; Xkg de L.(b) Poner Xk omo etiqueta de Tr.() Para ada xk 2 Uk,i. Crear un nodo Th de �arbol iniialmente sin etiqueta, haiendo que seahijo del nodo Tr.ii. Sean Li y Lj las etiquetas de los nodos raiz(T R(Xk=xk)i ) y raiz(T R(Xk=xk)j ).iii. Si Li y Lj son n�umeros, sea L = Li � Lj. Poner L omo etiqueta de Th.iv. En aso ontrario,A. Seleionar una variable Xl 2 Var(T R(Xk=xk)i ) [ Var(T R(Xk=xk)j ).B. A~nadir a L el nodo ffT R(Xk=xk)i ; T R(Xk=xk)j g; Th; Xlg.



5.2. �Arboles de Probabilidad 1275. Devolver T .
Dado un �arbol T asoiado a un potenial f : UI ! IR de�nido sobre un onjunto devariables XI , el siguiente algoritmo alula el �arbol asoiado al potenial f #(I�fig), oni 2 I. Es deir, elimina la variable Xi.MARGINALIZA(T ,Xi)

1. Sea L la etiqueta del nodo raiz(T ).2. Si L es un n�umero,(a) Crear un nodo Tr de �arbol on etiqueta igual al valor L � jUij.3. En aso ontrario, sea Xk = L.(a) Si Xk = Xi, entones Tr =SUMA HIJOS(T ,Xi).(b) En aso ontrario,i. Crear un nodo Tr de �arbol on etiqueta igual al valor L.ii. Para ada xk 2 Uk,A. Poner el �arbol Th =MARGINALIZA(T R(Xk=xk),Xi) omo hijon�umero k de Tr.4. Devolver Tr.



128 Cap��tulo 5: Algoritmos de Simulai�on usando �Arboles de ProbabilidadEste algoritmo hae uso de la funi�on SUMA HIJOS(T ,Xi), que sustituye el nodoXi, que debe ser ra��z del �arbol T , por la suma de los sub�arboles hijos de Xi. La funi�ones omo sigue: SUMA HIJOS(T ,Xk)
1. Crear un nodo Tr de �arbol iniialmente sin etiqueta.2. Sean L1; : : : ; Lj las etiquetas de los nodos ra��z de T R(Xk=xk1); : : : ; T R(Xk=xkj ), onj = jUkj.3. Si L1; : : : ; Lj son todas n�umeros, poner el valor L = L1 + � � �+Lj omo etiquetade Tr.4. En aso ontrario(a) Seleionar una variable Xi 2 Var(T R(Xk=xk1)) [ � � � [ Var(T R(Xk=xkj )).(b) A~nadir a la lista Lm el nodo ffT R(Xk=xk1); � � � ; T R(Xk=xkj )g; Tr; Xig.() Mientras Lm no est�e va��a,i. Borrar un nodo ffT1; : : : ; Thg; Ts; Xlg de Lm.ii. Poner Xl omo etiqueta de Ts.iii. Para ada xl 2 Ul,A. Crear un nodo Tt de �arbol iniialmente sin etiqueta y ponerlo omohijo de Ts.B. Sean L1; : : : ; Lh las etiquetas de los nodos ra��z de T R(Xl=xl)1 ; : : :,T R(Xl=xl)h .C. Si L1; : : : ; Lh son todas n�umeros, poner omo etiqueta de Tt el valorL = L1 + � � �+ Lh.D. En aso ontrario



5.2. �Arboles de Probabilidad 129� Elegir una variable Xm 2 Var(T R(Xl=xl)1 ) [ � � � [ Var(T R(Xl=xl)h ).� A~nadir a Lm el nodo ffT R(Xl=xl)1 ; : : : ; T R(Xl=xl)h g; Tt; Xmg.5. Devolver Tr.
En los algoritmos anteriores se ha heho uso de dos listas, L para la ombinai�ony Lm para la suma de �arboles en la marginalizai�on. En el aso de L, ada nodoffT1; T2g; T ; Xig representa dos sub�arboles que deben ser ombinados almaenando elresultado en T y poniendo omo etiqueta del nodo ra��z del resultado la variable Xi.De forma an�aloga, ada nodo ffT1; : : : ; Tjg; T ; Xig de Lm ontiene j sub�arboles quehan de sumarse almaenando el resultado en el �arbol T y etiquetando el nodo ra��z delresultado on la variable Xi.Las operaiones de ombinai�on y marginalizai�on desritas anteriormente, son ope-raiones exatas, es deir, no limitan el tama~no del �arbol resultante. Cano y Moral [9℄proponen tambi�en m�etodos para efetuar dihas operaiones de forma aproximada. Laidea fundamental onsiste en ir oloando en los niveles superiores del �arbol resultadolas variables m�as informativas. En ada paso, se expande el �arbol por las ramas quem�as derementen el error, es deir, la distania al potenial resultado. La forma de re-alizar esto en los algoritmos se reeja en la variable que se inserta en las listas L y Lm:�esta ser�a aquella que aporte m�as informai�on de entre las variables ra��es de los �arbolesa operar. El heho de elegir s�olo entre las ra��es se debe a que si los �arboles est�anbien onstruidos, las ra��es ser�an las variables m�as informativas. El problema est�a enalular el valor de informai�on de una ierta variable Xk en una rama XJ = xJ , yaque esto impliar��a onoer el potenial resultado, que preisamente es lo que estamosalulando. Estos autores haen una estimai�on de diha informai�on de la siguienteforma:1. Combinai�on. Sean f1 y f2 los poteniales a ombinar. Se mide la informai�on



130 Cap��tulo 5: Algoritmos de Simulai�on usando �Arboles de Probabilidadde una variable Xk en la rama XJ = xJ omo:I 0(XJ = xJ ; Xkjf1�f2) = I(XJ = xJ ; XkjfR(XJ=xJ)1 #k)I(XJ = xJ ; XkjfR(XJ=xJ )2 #k):(5.5)2. Marginalizai�on. Sea f : UI ! IR el potenial a marginalizar sobre I �fig. Semide la informai�on de una variable Xk en la rama XJ = xJ omo:I 0(XJ = xJ ; Xkjf #I�fig) = I(XJ = xJ ; XkjfR(XJ=xJ)#k): (5.6)Las opiones para onstruir, de auerdo on lo diho, resultados aproximados, sondos:� Limitar el n�umero de nodos, de forma que, una vez alanzado el umbral, lasramas que queden por expandir (que vienen dadas por los elementos de las listasL o Lm) se aproximan por la media de los valores orrespondientes a esa rama.� Generar el �arbol ompleto y podarlo posteriormente. En este aso, la poda serealiza omo se expli�o para la onstrui�on del �arbol. �Esta es la opi�on adoptadaen este ap��tulo.5.3 Muestreo por Importania usando �ArbolesUna vez de�nidas las operaiones on los �arboles, estamos en ondiiones de formularlos algoritmos de los ap��tulos anteriores on esta nueva representai�on. Los �arbolesson una representai�on de los poteniales bastante so�stiada y ompliada en su fun-ionamiento en omparai�on on las tablas de probabilidad. Este inremento de laomplejidad puede verse su�ientemente justi�ado si la red es su�ientemente grandey, por lo tanto, se hae neesario el aproximar los poteniales resultantes de las opera-iones de ombinai�on y marginalizai�on por otros m�as peque~nos que los exatos. Porlo tanto, en lo que queda de este ap��tulo supondremos que el objetivo es propagarsobre redes de tama~no onsiderable. Esto mismo motiva el heho de que nos entremos



5.3. Muestreo por Importania usando �Arboles 131en el estudio de los algoritmos de muestreo por importania, dejando los de muestreoestrati�ado. Como se vio en el ap��tulo anterior, estos �ultimos son menos establesque los de muestreo por importania salvo para redes peque~nas, adem�as de que al serlos intervalos muy peque~nos, la probabilidad de que una misma on�gurai�on se o-rresponda on varios n�umeros generados es muy peque~na, lo que hae que la ventajaen tiempo de los algoritmos estrati�ados desapareza. En ualquier aso, la formade utilizar �arboles en estos algoritmos es totalmente an�aloga al aso del muestreo porimportania.Las diferenias entre usar �arboles o tablas se reejan en los algoritmos en la fasede �alulo de las distribuiones de muestreo. En onreto, ambiar��a la forma delproeso de eliminai�on aproximada de variables desrito en el ap��tulo 3 sei�on 3.5.Aqu�� surgen diferentes alternativas entre las que elegir. Una primera podr��a ser lasiguiente. A la hora de eliminar una variable, ombinar todos los poteniales de�nidospara esa variable, limitando siempre el resultado de la ombinai�on al l��mite de tama~noque se haya estableido. Formalmente, el algoritmo de eliminai�on de una variableX�(i)ser��a:1. Sea H(i) = fh 2 H j �(i) 2 s(h)g, el onjunto de poteniales de�nidos para lavariable X�(i). Eliminar H(i) de H.2. Mientras haya m�as de un potenial en H(i),(a) Tomar h1; h2 2 H(i).(b) Calular h = h1 � h2 limitando su tama~no al umbral estableido.() Reemplazar en H(i), h1 y h2 por h.3. Calular H+(i) a partir de H(i) eliminando X�(i) en el �unio potenial pertene-iente a H(i).4. A~nadir H+(i) a H.Sin embargo, despu�es de omprobar el funionamiento de este m�etodo en diferentes



132 Cap��tulo 5: Algoritmos de Simulai�on usando �Arboles de Probabilidadredes, se puso de mani�esto que las estimaiones obtenidas eran sensiblemente peoresque en el aso de las tablas de probabilidad.Por ejemplo, la tabla 5.1 ompara los resultados obtenidos en el experimento 2 delap��tulo 2 on los que se obtienen apliando el algoritmo de eliminai�on que aabamosde desribir (refereniado en la tabla omo MI arb). El tama~no tanto de las tablasomo de los �arboles estaba limitado tambi�en a 512 valores.S�olo para redes muy grandes y aumentando onsiderablemente el tama~no de lospoteniales se onsigui�o un nivel de exatitud similar on tablas y �arboles. La tabla 5.2muestra los errores obtenidos por el algoritmo MI arb frente al muestreo por impor-tania usando tablas para una red de 441 variables on 166 observaiones (la mismaque se usar�a en la sei�on 5.4). En este aso, se �j�o un tama~no m�aximo por potenialde 10:000 valores, onsigui�endose mejorar los resultados, a osta de un mayor osteomputaional. Sin embargo, los resultados tampoo llegan a ser tan destaados omopara justi�ar un m�etodo on �alulos tan elaborados.Esto paree ir en ontra de la intuii�on, pero un an�alisis detallado del funiona-miento de los algoritmos nos da la respuesta.El punto lave a la hora de alular las distribuiones de muestreo radia enla aproximai�on del produto de los poteniales asoiados a la variable a eliminar.Supongamos que queremos eliminar la variable Xi y que �esta tiene asoiados lospoteniales h1; : : : ; hn. La forma exata de realizar la eliminai�on ser��a alulandoh = (h1
� � �
hn)#(s(h1)[���[s(hn))�fig. Si el tama~no es demasiado grande, lo que los m�eto-dos del ap��tulo 3 haen es aproximar el potenial h omo h#s(h1)�fig1 
 � � �
h#s(hn)�fign ,mientras que usando �arboles lo que har��amos es quedarnos on una versi�on reduidadel �arbol orrespondiente a (h1
� � �
hn)#(s(h1)[���[s(hn))�fig. Obs�ervese que esta �ultimaaproximai�on puede ser peor que la anterior si la diferenia entre el tama~no del �arbolexato y el aproximado es muy grande. Ahora aproximamos on un solo potenial,mientras que antes aproxim�abamos on un produto de n poteniales. Los experimen-tos demuestran que la apaidad de aproximar de los �arboles no siempre ompensa laapaidad de aproximar por un produto de poteniales.



5.3. Muestreo por Importania usando �Arboles 133
Itera. (miles) PV MI2 MI3 MI arb1 0.369696 0.142527 0.144746 0.3443982 0.262667 0.118531 0.116398 0.2827033 0.214533 0.101944 0.103525 0.2487984 0.184992 0.091004 0.092368 0.2304965 0.167224 0.081832 0.082110 0.2126326 0.154013 0.077728 0.076983 0.1904807 0.139159 0.073540 0.073808 0.1814748 0.133997 0.067369 0.068852 0.1782389 0.125444 0.064750 0.065158 0.16363710 0.119467 0.061767 0.062544 0.158363Tabla 5.1: Un solo �arbol (MI arb) frente a produto de tablas (i).

Itera. (miles) MI2 MI arb1 0.472952 0.5221742 0.323111 0.3578223 0.283678 0.2730134 0.255418 0.2590475 0.218868 0.2161986 0.199451 0.1927877 0.187956 0.1818638 0.180048 0.1689929 0.170438 0.16565810 0.148126 0.159673Tabla 5.2: Un solo �arbol (MI arb) frente a produto de tablas (ii).



134 Cap��tulo 5: Algoritmos de Simulai�on usando �Arboles de ProbabilidadPor lo tanto, para que el uso de �arboles en lugar de tablas proporione bene�ios,es neesaria una apliai�on m�as uidadosa de �estos. Dado que los m�etodos para tablasofreen buenos resultados, el amino a seguir deber��a ser funionar de forma pareidaa los algoritmos para tablas, y en el momento adeuado, saar partido de las ventajasde los �arboles.En onreto los puntos a tener en uenta son los siguientes:� Dada la importania de reduir todo lo posible el tama~no de los poteniales, adavez que se ree uno nuevo se podar�a seg�un la f�ormula (5.4) para ierto Æ. Estopermite eliminar hojas muy pareidas ambi�andolas por su media, de forma quequedar�a m�as espaio libre para almaenar valores de probabilidad extremos. Laventaja de ara a los algoritmos de simulai�on es que �esta aproximai�on produ-ir�a pesos m�as uniformes.� A la hora de alular la distribui�on de muestreo para ierta variable, en lugar deombinar los �arboles de forma aproximada, se usan los �arboles sin ombinar omose ha��a en el aso de las tablas. Sin embargo, a la hora de eliminar la variable loque haemos es ombinarlos todos, marginalizar y luego podarlos para que est�endentro del l��mite de tama~no.La forma de alular el umbral Æ de informai�on por debajo del ual se eliminar�a unavariable, es el mismo utilizado en [9℄. Dado ierto par�ametro �, se alula Æ omo laentrop��a de la distribui�on (0:5� �; 0:5+ �), es deir, aquella que se obtiene \movi�endo-nos" en una antidad � de la uniforme para una variable binaria, on 0 < � < 0:5. Esdeir, Æ = �((0:5� �) � log(0:5� �) + (0:5 + �) � log(0:5 + �)): (5.7)Supongamos ahora que T es un onjunto de �arboles asoiados a iertos poteniales.En estas ondiiones, el algoritmo de eliminai�on de una variable puede enuniarseomo sigue.
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ELIMINA(T ,Xi,Æ)

1. Sea T (i) = fT 2 T j Xi 2 Var(T )g, el onjunto de �arboles de�nidos para lavariable Xi. Eliminar T (i) de T . Sea T+(i) = T (i).2. Mientras haya dos �arboles T1 y T2 en T (i) que puedan ser ombinados sin sobre-pasar el l��mite de tama~no,(a) Calular T =COMBINA(T1,T2).(b) Podar T de auerdo al valor de informai�on Æ.() Reemplazar en T (i), T1 y T2 por T .3. Mientras haya m�as de un �arbol en T+(i),(a) Tomar T1; T2 2 T+(i).(b) Calular T =COMBINA(T1,T2).() Reemplazar en T+(i), T1 y T2 por T .4. Sea T el �unio �arbol perteneiente a T+(i).5. Calular T 0 =MARGINALIZA(T ,Xi).6. Podar T 0 hasta que se enuentre dentro del l��mite de tama~no, eliminando, en adamomento, la rama que produza un menor aumento de la distania al potenialrepresentado.7. A~nadir T+(i) a T .



136 Cap��tulo 5: Algoritmos de Simulai�on usando �Arboles de ProbabilidadUna vez estableida la forma de eliminai�on de las variables, podemos formular elalgoritmo general de muestreo por importania omo sigue. Partimos de una red Gformada por las variables X1; : : : ; Xn, y un onjunto de observaiones E.Algoritmo MI A
1. Sea H = ffi j i = 1; : : : ; ng el onjunto de poteniales formado por las distribu-iones ondiionadas de la red G. Sea T = fT1; : : : ; Tng el onjunto de �arbolesasoiados a los poteniales de H.2. Elegir un orden � para las variables de la red.3. Inorporar las observaiones:(a) Restringir todos los �arboles en T a las evidenias felgl2E, es deir, Ti =T R(XE=eE)i , i = 1; : : : ; n.(b) Para ada variable observada Xl, l 2 E haer T = T [ fTÆelg, donde TÆel esel �arbol asoiado al potenial Æel.4. Desde i = 1 hasta n,(a) ELIMINA(T ,X�(i),Æ).5. Desde j = 1 hasta m (tama~no de la muestra),(a) wj = 1:0.(b) Desde i = n hasta 1,i. Obtener un valor para X�(i), x(j)i , de auerdo on N(h0i), donde N(h0i)es el potenial normalizado asoiado al �arbol T 0i de�nido sobre la va-riable X�(i) y obtenido omo T 0i = 
fT R(X�(i)=x0)jT 2 T (i)g, donde�(i) = f�(i+ 1); : : : ; �(n)g y x0 es la on�gurai�on de las variables yasimuladas (X�(i)).



5.4. Evaluai�on Experimental 137ii. Calular wj = wjN(h0i)(x(j)i ) :() Calular wj = wj � nYi=1 fi(x(j)#s(fi))! � Yl2E Æel(x(j)#l)! :6. Para ada xk 2 Uk, k = f1; : : : ; ng,(a) Estimar p(xk; e) usando la f�ormula (3.12).7. Normalizar los valores p(xk; e) para obtener p(xkje).
5.4 Evaluai�on ExperimentalPara omprobar el funionamiento de los algoritmos se ha realizado una experimen-tai�on similar a la de los ap��tulos anteriores, pero en este aso sobre una red de tama~nomuho mayor. La red en uesti�on representa un pedigree, y ha sido edida por Claus S.Jensen (Universidad de Aalborg, Dinamara). �Esta onsta de 441 variables, de las ua-les 166 han sido observadas. La red se utiliza para estimar la probabilidad de que iertoindividuo de entre una poblai�on de erdos tenga ierta enfermedad PSE hereditaria.Las arater��stias generales del modelo son:� M�aximo de 13 generaiones.� S�olo inuyen dos alelos: N y n, produiendo 3 genotipos: NN , Nn y nn.� Se da la enfermedad si el genotipo es nn.� Se sigue el modelo gen�etio mendeliano (probabilidad 0:5 de heredar ada uno delos genes).



138 Cap��tulo 5: Algoritmos de Simulai�on usando �Arboles de ProbabilidadLa red est�a formada por una serie de \familias" omo la mostrada en la �gura5.2. Cada variable puede tomar tres posibles valores, NN , Nn y nn. En la reddistinguiremos dos tipos de variables, las que son ra��es y las que no lo son. Lasprobabilidades asoiadas a ada uno de estos tipos de variables vienen dadas en lastablas 5.3 y 5.4. Cada variable llega a tener hasta un m�aximo de 43 hijos, lo que haeque el �alulo exato de las distribuiones de muestreo sea muy ostoso.Para la experimentai�on se ha �jado un tama~no m�aximo de 512 valores por potenialy un valor � = 0:01, lo que resulta en un valor de informai�on para la poda de Æ =0:000289. El experimento onsiste en propagar realizando 1:000 simulaiones en laprimera prueba, 2:000 en la segunda y as�� suesivamente hasta 10:000 en la d�eima.Cada prueba se ha repetido 100 vees para promediar los resultados. En ada una deellas, se ha medido el tiempo, el error y el n�umero de simulaiones v�alidas. El error seha medido usando las f�ormulas (3.20) y (3.21). En promedio, el n�umero de simulaionesv�alidas para el algoritmo MI A ha sido del 99:95%, mientras que para el MI2 ha sidodel 80:84%. Los tiempos que apareen en las tablas son tiempos de simulai�on. Eltiempo de ompilai�on, es deir, el dediado a alular las distribuiones de muestreo,ha sido de 16 segundos en el aso del MI A y de 3 segundos para el MI2.Las pruebas se han realizado sobre una estai�on de trabajo Pentium 166MHz, on32MB de RAM y sistema operativo Solaris 2.5. Los resultados pueden verse en la tabla5.5 y en la �gura 5.3.Atendiendo a los resultados experimentales, podemos onluir que la apliai�onde �arboles para representar poteniales representa un importante avane a la hora deapliar los algoritmos de muestreo por importania a redes de tama~no onsiderable.De heho, omo puede apreiarse en las tablas, para un n�umero bajo de simulaionesel error en las estimaiones del m�etodo MI2 llega a ser inadmisible. Sin embargo, elMI A muestra un omportamiento estable y es m�as r�apido que el anterior, a pesar deque requiera m�as tiempo para alular las distribuiones de muestreo.



5.5. Conlusiones 1395.5 ConlusionesEn este ap��tulo hemos presentado un m�etodo de propagai�on aproximada apaz detratar on redes de gran tama~no. Se omprueba que la apliai�on de �arboles es ven-tajosa frente al uso de las tablas, dado que los �arboles permiten representar mejor laspartes m�as \importantes" de una distribui�on, lo que a la postre bene�ia al muestreopor importania.Exist��an m�etodos apaes de tratar on redes muy grandes, por ejemplo el muestreode Gibbs por bloques, debido a Jensen, Kong y Kj�rul� [42℄. Sin embargo, este m�etodopuede llegar a ser demasiado lento en omparai�on on los de muestreo por importania.Una ualidad importante de los �arboles es su exibilidad, lo que hae al m�etodopresentado en este ap��tulo suseptible de ser mejorado, por ejemplo, utilizando rite-rios de entrop��a para seleionar las funiones que han de ser ombinadas. El hehode que podamos aproximar las zonas m�as \uniformes" de una distribui�on por un pro-medio para dejar m�as espaio para los valores m�as informativos, abre un abanio deposibilidades que no exist��a on el uso de tablas.
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H
MF

... ...
...

Figura 5.2: Una familia dentro de la red de pedigree.
P (F ) = P (M)NN Nn nnp2 2pq q20.25 0.5 0.25Tabla 5.3: Tabla de probabilidad para una variable ra��z.
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P (HjP;M)HP M NN Nn nnNN NN 1 0 0NN Nn 0.5 0.5 0NN nn 0 1 0Nn NN 0.5 0.5 0Nn Nn 0.25 0.5 0.25Nn nn 0 0.5 0.5nn NN 0 1 0nn Nn 0 0.5 0.5nn nn 0 0 1Tabla 5.4: Tabla de probabilidad para una variable no ra��z.



142 Cap��tulo 5: Algoritmos de Simulai�on usando �Arboles de Probabilidad
ALG. MI A ALG MI2Itera. It. V�alidas Tiempo Error It. V�alidas Tiempo Error1000 999.59 28.43 0.480905 809.13 31.88 0.9374252000 1998.96 59.35 0.381114 1615.74 61.15 0.6291303000 2998.34 85.73 0.300662 2425.97 93.10 0.5321364000 3998.10 108.36 0.252949 3231.20 125.38 0.3943135000 4997.44 141.42 0.227796 4044.82 161.65 0.4026246000 5996.66 172.76 0.213779 4853.02 181.44 0.3616927000 6996.19 200.12 0.195051 5662.95 214.21 0.3173558000 7995.31 219.12 0.171044 6464.62 257.68 0.3138659000 8995.06 252.62 0.167659 7270.55 274.72 0.29633610000 9994.42 285.13 0.160442 8082.92 317.00 0.279514Tabla 5.5: Resultados experimentales.
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Figura 5.3: MI A vs. MI2.



Cap��tulo 6
Esquema HUGIN para Propagai�onde Funiones de Creenia
6.1 Introdui�onEn los ap��tulos anteriores hemos estudiado la propagai�on de informai�on proba-bil��stia en grafos de dependenias. Sin embargo, la probabilidad no es el �unio for-malismo utilizado para representar la inertidumbre sobre un modelo. La Teor��a dela Evidenia de Dempster-Shafer [25, 82℄ ofree un maro de trabajo ampliamenteutilizado en la atualidad, y puede ser interpretada omo una forma m�as general deasignar probabilidades, haiendo estas asignaiones a onjuntos en lugar de a �atomosdel espaio muestral [93℄.La propagai�on de funiones de reenia en grafos de dependenias ha sido amplia-mente estudiada en la literatura, habi�endose de�nido axiom�atias que determinan laaptitud de ada formalismo para valerse de las t�enias de propagai�on loal. Destaanlos trabajos de Shafer y Shenoy [78, 87℄ y de Cano, Delgado y Moral [11℄. Mejorandolos esquemas itados, Jensen et al. [45℄ desarrollaron el esquema implementado en laherramienta de desarrollo de sistemas expertos HUGIN [2℄, iniialmente pensada paraprobabilidades. Sin embargo, no se hab��a desarrollado una axiom�atia para este es-



144 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de Creeniaquema que permitiera que se usase para Teor��a de la Evidenia. Lauritzen y Jensen[60℄ demostraron que la arquitetura HUGIN es v�alida para las funiones de reeniade Dempster-Shafer.En este ap��tulo entramos en detalle en el desarrollo de una arquitetura tipo HU-GIN para funiones de reenia, en la que abe destaar la posibilidad de realizar lapropagai�on ompleta, inluyendo divisiones, sin neesidad de transformar las masasen omunalidades, on las onsiguientes ventajas a nivel de e�ienia [74℄.La estrutura subyaente en los �alulos es la de representai�on por semi ret��ulo(RSR), muy similar a los �arboles jer�arquios [26, 75℄.El ap��tulo omienza on un repaso a los oneptos b�asios de funiones de reeniamultivariantes y on el planteamiento del problema a resolver en la sei�on 6.2. Algunosm�etodos onoidos de propagai�on de funiones de reenia se desriben en la sei�on6.3, pasando a estudiar en detalle la arquitetura HUGIN on funiones masa en lasei�on 6.4. Los aspetos onernientes a la representai�on de funiones de reeniase tratan en la sei�on 6.5, estudiando en detalle una estrutura basada en los �arbolesjer�arquios de Sandri [26, 75℄, y la forma de realizar las operaiones sobre esa estrutura.El �alulo on funiones de reenia representadas por RSR se desribe en la sei�on6.6, �nalizando el ap��tulo on las onlusiones en la sei�on 6.7.
6.2 Funiones de Creenia MultivariantesEn esta sei�on repasamos en onepto de funi�on de reenia multivariante, �jamosla notai�on y desribimos el problema a resolver en este ap��tulo.Dada una variable Xi denotamos por Ui su espaio de estados, es deir, el onjuntode todos los posibles valores de Xi. A los elementos de un espaio de estados Ui se lesllama on�guraiones de la variable Xi. En todo este ap��tulo onsideraremos espaiosde estados �nitos. Dado un onjunto de variables XI , UI denota el produto artesianode los espaios de estados de todas las variables on ��ndie en I: UI =Qi2I Ui.



6.2. Funiones de Creenia Multivariantes 145Supongamos que XI y XJ son onjuntos de variables, on I � J , y xJ es unaon�gurai�on de las variables de XJ . Entones, x#IJ es la proyei�on de xJ a I, i.e. laon�gurai�on de UI obtenida a partir de xJ eliminando las oordenadas que no est�enen I. Si A � UJ , la proyei�on de A a I se de�ne omo A#I = fx#I jx 2 Ag. DadoB � UI . La extensi�on de B a J se de�ne omo su onjunto ilindro: B"J = B � UJ�I .Una exposii�on detallada de la Teor��a de Dempster-Shafer se enuentra en [25, 82℄.El onepto b�asio es el de funi�on masa o asignai�on b�asia de probabilidad.De�nii�on 6.1 (Funi�on masa) Sea XI un onjunto de variables. Una funi�on masasobre XI es una apliai�on m : 2UI ! [0; 1℄ que veri�am(;) = 0; (6.1)XA�UI m(A) = 1: (6.2)El onjunto � � 2UI tal que m(A) 6= 0 para todo A 2 � se denomina soporte de lafuni�on de reenia representada por m. A ada elemento de � se le llama elementofoal.A partir de la funi�on masa se pueden de�nir las medidas de redibilidad y plausi-bilidad asoiadas.De�nii�on 6.2 (Funi�on de redibilidad) Sea XI un onjunto de variables. Unafuni�on de redibilidad es una apliai�on Bel : 2UI ! [0; 1℄ de�nida omoBel(A) = XB:B�Am(B) 8A � UI : (6.3)De�nii�on 6.3 (Funi�on de plausibilidad) Sea XI un onjunto de variables. Unafuni�on de plausibilidad es una apliai�on P l : 2UI ! [0; 1℄ de�nida omoP l(A) = XB:B\A6=;m(B) 8A � UI : (6.4)



146 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de CreeniaDe�nii�on 6.4 (Funi�on de omunalidad) Sea XI un onjunto de variables. Unafuni�on de omunalidad es una apliai�on Q : 2UI ! [0; 1℄ de�nida omoQ(A) = XB:B�Am(B) 8A � UI : (6.5)Cualquiera de las representaiones anteriores son equivalentes, pudi�endose, a partirde ualquiera de ellas, obtener el resto de las funiones [90℄:Bel(A) = 1� P l(UI � A); 8A � UI ; (6.6)m(A) = XB:B�A(�1)jB�AjQ(B); (6.7)m(A) = XB:B�A(�1)jA�BjBel(B): (6.8)Desde ahora hablaremos de funiones de reenia en un sentido general, que pue-den venir representadas por medio de una funi�on de omunalidad, una funi�on masa,una funi�on de redibilidad o una funi�on de plausibilidad. Cualquiera de estas repre-sentaiones ontiene la misma informai�on, y es una uesti�on de onvenienia u�al deellas se emplea. Sin embargo, la representai�on mediante funiones masa puede ser lam�as ompata. El aso extremo es uando Q(A) = 1 para todo A 2 � = 2UI , quepuede representarse mediante una funi�on masa on un solo elemento foal, a saber,� = SA2�A = UI , para el ual m(�) = 1.Sean dos funiones de reenia m1 y m2 de�nidas sobre un mismo onjunto devariables XI y on soporte �1 y �2 respetivamente. La informai�on aportada porambas funiones puede ombinarse mediante la regla de ombinai�on de Dempster omosigue:m12(A) = (m1 
m2)(A) = K�112 XA12�1;A22�2A1\A2=A m1(A1)m2(A2) para ; 6= A 2 2UI ; (6.9)



6.2. Funiones de Creenia Multivariantes 147donde K12 es una onstante de normalizai�on,K12 = XA12�1;A22�2A1\A2 6=; m1(A1)m2(A2): (6.10)
Si las masas a ombinar no est�an de�nidas sobre el mismo onjunto de variables,antes de apliar la f�ormula anterior hay que extenderlas un mismo onjunto de variables.Por ejemplo, si m1 est�a de�nida sobre XI1 , y m2 sobre XI2, habr��a que extender ambasmasas al onjunto de variables XI , on I = I1 [ I2. La extensi�on de una funi�on masam sobre un onjunto de variables XI a un onjunto XJ on I � J , se de�ne omosigue:

m"J(A) = 8>><>>: m(B) si A = B"J ; B 2 2UI0 en otro aso 8A 2 2UJ : (6.11)Si ignoramos la onstante de normalizai�on, y denotamos por Qm la funi�on deomunalidad orrespondiente a la funi�on masam, la regla de ombinai�on de Dempsterpuede esribirse en t�erminos de las omunalidades omo sigue [60℄:(Qm1 
Qm2)(A) = Qm1(A) �Qm2(A) para A 6= ;: (6.12)Supongamos ahora que tenemos un onjunto de funiones de reenia m1; : : : ; mnde�nidas, respetivamente, sobre los onjuntos de variables XI1; : : : ; XIn, y que estosonjuntos est�an organizados en un �arbol de grupos (ver sei�on 2.3.2 del ap��tulo 2).La funi�on de reenia universal,m, de�nida sobre el onjuntoXI on I = I1[� � �[Ines la ombinai�on de las funiones de reenia anteriores, es deir, m = m1
 � � �
mn.Nuestro objetivo es obtener la marginalizai�on de esta funi�on de reenia universal enada uno de los grupos del �arbol de grupos, es deir, m#Ii, i = 1; : : : ; n, donde
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m#Ii(A) = XB�UIB#Ii=A m(B) para todo A � UIi : (6.13)

Al proeso de obtener las marginales de la funi�on de reenia universal se le llamapropagai�on.
fX5;X6;X8g
fX1;X8g
fX9;X5g fX2;X3;X4g fX2;X3;X5g

fX2;X5;X6g
fX2;X6;X7g

Figura 6.1: �Arbol de uni�on para el onjunto de variables XI , I = f1; 2; : : : ; 9g.
6.3 M�etodos de Propagai�on Est�andarEn toda esta sei�on trabajaremos on un �arbol de grupos T representando a unonjunto de variables XI on I = I1 [ � � � [ In, y donde ada XIi lleva asoiada unafuni�on de reenia mi. Un ejemplo de �arbol de grupos puede verse en la �gura 6.1.La funi�on de reenia universal sobre XI se denotar�a por m = m1 
 � � � 
mn.La tarea de alular de forma direta la marginal de m en ada Ii presenta el pro-blema de que el onjunto UI puede ser muy grande, on lo que diho �alulo puede serdif��il o pr�atiamente imposible, mientras que los �alulos on las funiones de�nidas



6.3. M�etodos de Propagai�on Est�andar 149sobre los onjuntos XIi pueden ser muho m�as asequibles. Este �ultimo aso es ono-ido omo �alulo loal. En esta sei�on desribimos dos arquiteturas diferentes perorelaionadas, que permiten alular las marginales de la funi�on universal mediante�alulos loales. La primera de ellas es onoida omo arquitetura de Shafer-Shenoy,que ha sido estudiada en un ontexto muy amplio [87℄, y la otra es la arquiteturaHUGIN, introduida iniialmente para propagai�on de probabilidades [45℄ en el sis-tema HUGIN [2℄, y que reientemente ha sido extendida a formalismos m�as generalespor Lauritzen y Jensen [60℄. Ambos esquemas onllevan la realizai�on de suesivasoperaiones entre los nodos del �arbol de uni�on, proeso que es onoido omo paso demensajes. Las diferenias entre ambas radian en la forma de los mensajes y tambi�enen la plani�ai�on de los mismos.6.3.1 La arquitetura Shafer-ShenoyEn este esquema, se sit�uan dos buzones en ada aro del �arbol de uni�on. Dado unaro entre los nodos XIi y XIj , uno de los buzones es para los mensajes que salen deXIi y se dirigen a XIj , y el otro es para los mensajes que van en direi�on ontraria.Los mensajes alojados en ambos buzones ser�an funiones de reenia de�nidas sobreXIi\Ij . Iniialmente, todos los buzones est�an va��os, y una vez que se ha introduidoun mensaje en uno de ellos, se dir�a que �este est�a lleno.Un nodo XIi del �arbol de grupos podr�a mandar un mensaje a otro nodo veino XIjsi y s�olo si todos los buzones orrespondientes a mensajes entrantes a XIi est�an llenosexepto aqu�el orrespondiente al mensaje de XIj a XIi. Por lo tanto, iniialmente s�ololos nodos hoja pueden enviar mensajes. El mensaje de XIi a XIj se alula omo�XIi!XIj = 8<:mi 
0� OXIk2ve(XIi )�XIj �XIk!XIi1A9=;#Ij ; (6.14)donde mi es la funi�on de reenia iniial de XIi, �XIk!XIi son los mensajes en losbuzones salientes de XIk y entrantes en XIi, y ve(XIi) son los nodos veinos de XIi.



150 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de CreeniaN�otese que un mensaje ontiene la informai�on proedente de un lado del �arbol y esenviada al otro lado del �arbol. Puede probarse [87℄ que siempre existe al menos unnodo que puede enviar un mensaje hasta que todos los buzones se enuentren llenos, yque uando �naliza el paso de mensajes, para ada nodo XIi 2 T se umple quem#Ii = mi 
0� OXIk2ve(XIi )�XIk!XIi1A : (6.15)6.3.2 La arquitetura HUGINEste esquema ya ha sido desrito para el aso de probabilidades en la sei�on 2.3.2 delap��tulo 2, por lo que nos limitaremos a trasladarla al aso de funiones de reenia.En este m�etodo, en lugar de oloar buzones en los aros del �arbol de uni�on, entreada par de nodos veinos XIi y XIi, se inserta un nuevo nodo. Tal nodo es de laforma Sij = XIi \XIj y se denomina separador. El onjunto de todos los separadoresen el �arbol T se denota por S. En estas ondiiones, en ualquier momento la funi�onuniversal sobre XI se fatoriza omom = Nni=1miNS2SmS ; (6.16)donde mS representa la funi�on de reenia de�nida sobre el separador S. Iniialmente,las funiones de reenia asignadas a los separadores son la identidad, es deir, aquellafuni�on de reenia uya masa es 1 para UI y 0 en otro aso, o, lo que es lo mismo,aquella uya omunalidad es onstantemente igual a 1. La masa orrespondiente aesta identidad la denotaremos por 1I. Por tanto, en este aso la expresi�on (6.16) eslaramente la funi�on de reenia universal en XI .En el esquema HUGIN, el paso de mensajes se realiza en dos etapas. En primerlugar, un nodo ha de ser seleionado omo ra��z del �arbol, y a ontinuai�on, los mensajesomienzan a enviarse empezando por las hojas y en direi�on a la ra��z. Cuando un



6.4. Propagai�on HUGIN on Funiones Masa 151nodo reibe mensajes de todos sus veinos exepto de aquel en direi�on a la ra��z, �estepuede mandar a su vez un mensaje haia arriba. El proeso ontin�ua hasta que el nodora��z reibe mensajes de todos sus hijos. A esta fase se la llama de reolei�on.Despu�es de esto, el nodo ra��z env��a un mensaje a ada uno de sus hijos. Luego,ada nodo que reibe un mensaje env��a otro a ada uno de sus veinos exepto a aqu�eldel que reibi�o el mensaje, ontinuando este proeso hasta que se alanzan los nodoshoja. A esta fase se la llama de distribui�on.A diferenia de la arquitetura de Shafer-Shenoy, en el aso de HUGIN s�olo hayun tipo de mensaje, que se de�ne omo sigue. Siempre que un mensaje es enviadodesde XIi a XIj on separador Sij, las funiones de reenia de los nodos involuradosambian de la siguiente forma:m�i = mi; m�Sij = m#Ii\Iji ; m�j = mj 
 (m�Sij 
m�1Sij )"Ij ; (6.17)donde m�1Sij es el inverso de mSij respeto a la operai�on de ombinai�on.Siguiendo las mismas demostraiones que en [45℄, puede probarse que despu�es delas fases de reolei�on y distribui�on, ada nodo y ada separador ontiene lamarginal, en las variables que lo forman, de la funi�on de reenia universal sobre XI .6.4 Propagai�on HUGIN on Funiones MasaObs�ervese que en la expresi�on (6.17), a diferenia del esquema Shafer-Shenoy, hay querealizar una divisi�on; m�as onretamente, se ombina una masa on el inverso de otramasa. Sin embargo, la operai�on inverso para las funiones masa no la hemos de�nidoa�un. Esta sei�on se dedia a busar una expresi�on adeuada para tal inverso.Una opi�on que podr��amos elegir para de�nir el inverso es usar las funiones deomunalidad. La expresi�on (6.12) puede tomarse omo base para tal de�nii�on, pro-porionando, a su vez, una forma senilla de alularlo.



152 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de CreeniaDe�nii�on 6.5 Dado un onjunto de variables XI y Q una funi�on de omunalidadsobre XI, se de�ne el inverso de la funi�on Q omo
Q�1(A) = 8>>>>>><>>>>>>:

1Q(A) si Q(A) 6= 00 en otro aso 8A � UI : (6.18)
Lauritzen y Jensen [60℄, alaran que los inversos alulados de auerdo a la expresi�onanterior pueden dar omo resultado funiones que no sean funiones de reenia en elsentido de que pueden produir masas negativas. Sin embargo, las marginalizaionessiempre se realizan sobre funiones de reenia v�alidas, y se umple que, despu�es deuna propagai�on ompleta, y usando el inverso de�nido en (6.18), las funiones quequedan tanto en los grupos omo en los separadores de T son funiones de reeniav�alidas, y, adem�as, �estas son las marginales de la funi�on de reenia universal m. Estoasegura la validez de la propagai�on tipo HUGIN on funiones de reenia.De ualquier forma, omo dijimos anteriormente, las funiones masa son general-mente representaiones m�as ompatas que las omunalidades, y por lo tanto, prefe-ribles de ara a la representai�on en un ordenador. De�niremos ahora una expresi�onpara el inverso de una funi�on masa. A ontinuai�on, demostraremos que ambas de�-niiones, la realizada a partir de la omunalidad y la realizada a partir de la masa, sonequivalentes.De�nii�on 6.6 (Clausura por interseiones) Dado un onjunto �, se de�ne su lau-sura por interseiones, ~�, omo~� = fBjB = \A2H A; H � �g: (6.19)De�nii�on 6.7 (Inverso) Sea m una funi�on masa sobre un onjunto de variables XI,y on soporte � � 2UI . Sea ~� la lausura para interseiones de �. De�nimos el inverso



6.4. Propagai�on HUGIN on Funiones Masa 153de m omo una funi�on m�1 : 2UI ! IR on elementos foales en ~� on la siguienteexpresi�on,
m�1(A) =

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
1XB2�B�A m(B) � XB2~�B)A m�1(B); si A 2 ~�;

0; si A =2 ~�: (6.20)
N�otese que si A es maximal en ~�, m�1(A) = 1=m(A).Los siguientes resultados demuestran que esta de�nii�on es equivalente a la anterior;es deir, (6.20) alula realmente la masa asoiada a Q�1 de�nida por (6.18). Antes,hemos de �jar alguna notai�on. Por Qm1�m2 denotamos la funi�on de omunalidadorrespondiente a la ombinai�on de dos masas m1 
m2, i.e., el produto Qm1 �Qm2 .Proposii�on 6.1 Sea m una funi�on masa sobre un onjunto de variables XI, onsoporte �, y ~� la lausura para interseiones de �, y sea m�1 omo en la expresi�on(6.20). Entones, Qm�1(A) = 1Qm(A) 8A � UI :Dem: Distinguiremos tres asos.� Si A 2 ~� es maximal: Qm�1(A) = XB�Am�1(B)= m�1(A);y dado que A es maximal, esto es igual a1m(A) = 1XB�Am(B) = 1Qm(A) ;



154 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de Creeniadonde B 2 �.� Si A 2 ~� no es maximal:Qm�1(A) = XB�Am�1(B)= m�1(A) +XB)Am�1(B);donde B 2 ~�. Sustituyendo el valor de m�1(A) de auerdo on la euai�on (6.20),la expresi�on anterior puede esribirse omo sigue,Qm�1(A) = 1XB�AB2� m(B) � XB)AB2~� m�1(B) + XB)AB2~� m�1(B)
= 1XB�AB2� m(B)= 1Qm(A) :� Si A =2 ~�, hemos de tener en uenta dos asos:1. Supongamos que 9= B 2 ~� tal que A � B. Entones,Qm�1(A) = XB�Am�1(B)= XB�AB=2~� m�1(B)= 0;dado que m�1(B) = 0 para todo B =2 ~�. Adem�as,Qm(A) = XB�Am(B)



6.4. Propagai�on HUGIN on Funiones Masa 155= XB�AB=2~� m(B)= 0;de lo que se sigue, usando la f�ormula (6.18), que Q�1m (A) = 0. Por lo tanto, seumple que 0 = Qm�1(A) = Q�1m (A).2. Supongamos que 9C 2 ~� tal que A � C. Sea B = minfC 2 ~�jA � Cg.Tal B siempre existe, porque de otra forma podr��amos enontrar dos onjuntosminimales B1; B2 2 ~� onteniendo ambos a A y veri�ando que B1 6� B2 yB2 6� B1, lo que es equivalente a deir que A est�a ontenido en B1 \ B2, y estoes una ontradii�on on el heho de que B1 y B2 son minimales y ~� es erradopara la intersei�on. Entones,Qm�1(A) = XC�AC2~� m�1(C)= XC�BC2~� m�1(C)= Qm�1(B)= Q�1m (B);lo que es ierto dado que m�1(A) = 0 y B 2 �. Ahora, omo m(A) = 0, seumple que Qm(A) = XC�Am(C) = XC�Bm(C) = Qm(B);lo que implia que Q�1m (A) = Q�1m (B), por lo tanto, Qm�1(A) = Q�1m (B) =Q�1m (A). 2El siguiente teorema demuestra que m�1 es realmente un inverso para la ombi-nai�on por la regla de Dempster.



156 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de CreeniaTeorema 6.1 Sean las ondiiones de la proposii�on 6.1. Entones,(m
m�1)(A) = 1I(A); 8A 2 2UI ;donde 1I es la funi�on de reenia identidad sobre el onjunto de variables XI.Dem: De auerdo on la proposii�on 6.1, para todo A 2 ~� se umple queQm�m�1(A) = Qm(A) �Qm�1(A)= Qm(A) � 1Qm(A)= 1= Q1I (A);de lo que se sigue que (m
m�1)(A) = 1I(A) 8A 2 2UI : 2De este modo hemos de�nido el inverso de una funi�on masa, que no siempreser�a una funi�on masa v�alida. Sin embargo, omo alaramos on anterioridad, despu�esde una propagai�on ompleta, los resultados s�� son masas v�alidas. El avane de este en-foque es que no se neesita onvertir las funiones masa en omunalidades para realizarla propagai�on, on el onsiguiente ahorro de espaio.6.5 Representai�on de Funiones de CreeniaEl siguiente paso a la hora de dise~nar un sistema para la propagai�on de funiones dereenia es la elei�on de una representai�on apropiada para las mismas. El punto lavees �omo representar los onjuntos foales y �omo organizarlos para que las operaionesse realien de forma e�iente. En esta sei�on estudiamos la l�asia representai�onmediante adenas de bits (RCB) y proponemos una nueva representai�on dispersa quellamamos representai�on por semi ret��ulo (RSR) y que est�a basada en los �arbolesjer�arquios [26, 75℄.



6.5. Representai�on de Funiones de Creenia 1576.5.1 Representai�on por adenas de bits (RCB)Sea un onjunto de variables XI on un espaio de estados �nito UI . Sea x1; : : : ; xn unorden de las on�guraiones perteneientes a UI . Dado un onjunto A � UI , se de�neel ��ndie por adena de bits de A, on respeto al orden anterior, omoIA = Xxi2A 2i: (6.21)Puede demostrarse que 0 � IA � 2n, donde n = jUI j. El ��ndie 0 orrespondeal onjunto va��o, y el 2n a UI . Utilizando este esquema, una funi�on masa puederepresentarse omo un vetor indexado por los ��ndies de adena de bits y onteniendo,en ada posii�on, la masa asoiada al onjunto orrespondiente al ��ndie del vetor.Esta representai�on tiene numerosas ventajas. Por ejemplo, las operaiones de onjuntoomo uni�on e intersei�on se pueden implementar on operadores de bits, que son muyr�apidos, y adem�as es senillo transformar masas en omunalidades y vieversa (ver[90, 94, 95℄).Sin embargo, existe una importante restrii�on; esta representai�on est�a limitada aespaios de estados peque~nos. Supongamos, por ejemplo, que XI ontiene 8 variablesbinarias. Entones, jUIj = 256, y el n�umero de n�umeros reales requeridos para represen-tar una funi�on masa sobre XI es 2256, que es un n�umero enorme para los ordenadoreshabituales. Sin embargo, el n�umero de elementos foales de una funi�on de reenia eshabitualmente peque~no on respeto al tama~no de UI (ver [1℄), lo que sugiere pensar enotras representaiones que saquen partido de este heho. A ontinuai�on proponemosuna de estas representaiones.6.5.2 Representai�on por semi ret��ulo (RSR)En esta sei�on introduimos una representai�on gr�a�a dispersa para funiones realesde onjunto, y, por lo tanto, v�alidas para ualquier representai�on de las funionesde reenia. El objetivo es enontrar un esquema omputaional donde las prinipa-



158 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de Creeniales operaiones on funiones de reenia se puedan realizar de forma e�iente. Estasoperaiones son ombinai�on e inverso, as�� omo otras operaiones requeridas por elesquema HUGIN, omo son la extensi�on y marginalizai�on. En esta sei�on nos limi-taremos a la de�nii�on de la estrutura, para, m�as adelante, espei�ar �omo han dellevarse a abo las operaiones.La siguiente de�nii�on est�a pensada esenialmente para funiones masa, sin em-bargo, se enunia de forma general.De�nii�on 6.8 (RSR) Sea 
 un onjunto �nito, f : 2
 ! IR una funi�on de onjuntovaluada en IR. De�nimos la representai�on por semi ret��ulo (RSR) de la funi�on fomo un grafo dirigido a��lio G = (V; E), veri�ando las siguientes propiedades:1. El onjunto de nodos V � 2
 es el onjunto de elementos foales de f (V =fv 2 2
jf(v) 6= 0g).2. Asoiado a ada nodo X 2 V , hay un n�umero real orrespondiente a f(X).3. Si existe un aro (X; Y ) 2 E, signi�a que X ( Y y no hay otro Z 2 V tal queX ( Z ( Y .Ejemplo 6.1 Sea f una funi�on de�nida sobre un espaio 
 = fa1; a2; a3; a4g, y u-yos elementos foales son X1 = fa1g, X2 = fa4g, X3 = fa2; a4g, X4 = fa1; a2; a3g.Supongamos que los valores de la funi�on para esos elementos foales son f(X1) = 0:1,f(X2) = 0:1, f(X3) = 0:2, f(X4) = 0:3. La �gura 6.2 muestra una RSR para f .Supongamos ahora que queremos a~nadir un nuevo onjunto foal, por ejemplo X6 =fa1; a3; a4g on f(X6) = 0:3. Comenzamos examinando los nodos ra��z en la RSRpara ver u�ales de ellos son subonjuntos de X6 si es que alguno lo es. Vemos queX1; X2 ( X6. Por lo tanto, X6 debe ser insertado en el subgrafo formado por losdesendientes de X1 y X2, que en este aso no los hay. As��, debemos onetar X6 aX1 y X2, obteniendo el diagrama de la �gura 6.3.



6.5. Representai�on de Funiones de Creenia 159
(fa1g; 0:1) fa4g; 0:1)(fa1; a2; a3g; 0:3) (fa2; a4g; 0:2)Figura 6.2: Una RSR para f .

(fa1g; 0:1) (fa4g; 0:1)(fa1; a2; a3g; 0:3) (fa2; a4g; 0:2)(fa1; a3; a4g; 0:3)Figura 6.3: La RSR despu�es de insertar X6.



160 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de CreeniaCuando se onstruye una RSR, los onjuntos deben insertarse de tal manera que siun onjunto dado X se inserta despu�es de otro onjunto Y , debe umplirse que X * Y .De esta manera, se evita tener que omprobar en ada inseri�on u�ales deben ser losdesendientes de ada nodo nuevo. Para onseguir esto, basta on estableer un ordende los elementos a insertar veri�ando que para ualesquiera dos onjuntos Xi, Xj, sijXij < jXjj entones i < j.El siguiente algoritmo desribe el proedimiento de inseri�on, donde G = (V; E) esla RSR, Xi es el onjunto a insertar y f(Xi) es el valor asoiado al onjunto.INSERTA(G,Xi,f(Xi))
1. Sea I = ;.2. Para todo Xj 2 V tal que Xj es un nodo ra��z y Xj � Xi, haer I = I [ fjg.3. Sea H el onjunto de hijos de aquellos nodos uyos ��ndies est�an en I y sonsubonjuntos de Xi. Borrar de I aquellos ��ndies orrespondientes a padres delos nodos de H.4. Si H 6= ;,� Para ada Xj 2 H, haer I = I [ fjg.� Ir al paso 3.5. A~nadir Xi a V y onetar Xj a Xi para todo j 2 I.6. Asoiar al nodo Xi el par (Xi; f(Xi)).



6.5. Representai�on de Funiones de Creenia 161El onjunto I se utiliza para almaenar los ��ndies de los nodos que han de ser one-tados a Xi.En el paso 2, el algoritmo omienza explorando los nodos ra��z para ver u�ales deellos son subonjuntos de Xi. Si enuentra alguno, atualiza el onjunto I.A ontinuai�on, en el paso 3, la idea es busar, de entre los desendientes de losnodos uyos ��ndies est�an en I, aquellos que son subonjuntos de Xi.N�otese que uando un onjunto se indexa en I, el ��ndie de sus padres debe borrarsede I, para mantener la ondii�on 3 de la de�nii�on 6.8.Haiendo uso del algoritmo anterior, es f�ail espei�ar la forma de onstruir una RSRorrespondiente a ualquier funi�on de onjunto valuada en IR on soporte �nito.Sea 
 un onjunto �nito, f : 2
 ! IR una funi�on de onjunto valuada en IR. Sea� = fX1; : : : ; Xng el soporte de f . Supongamos que se umple que jXij < jXjj ) i < j.En estas ondiiones, el siguiente algoritmo onstruye una RSR G = (V; E) para f .RSR(G,f ,�)
1. Sea n = j�j.2. Desde i = 1 hasta n,(a) INSERTA(G,Xi,f(Xi))

El siguiente ejemplo ilustra el proeso de onstrui�on de una RSR.



162 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de CreeniaEjemplo 6.2 Sea f una funi�on real de�nida sobre las partes de 
 = fa1; a2; a3; a4gon elementos foales X1 = fa1g, X2 = fa4g, X3 = fa2; a4g, X4 = fa1; a2; a3g yX5 = 
. Supongamos que los valores de f para dihos elementos son f(X1) = 0:1,f(X2) = 0:1, f(X3) = 0:2, f(X4) = 0:3 y f(X5) = 0:3. El algoritmo omienzainsertando X1 y X2. La inseri�on es direta y no hay que haer ninguna onexi�onentre ellos. El siguiente onjunto a insertar es X3. Para ello se exploran los nodosra��z, vi�endose que X2 est�a ontenido en X3. Luego X3 estar�a onetado on X2 (ver�gura 6.4). De igual manera, se a~nade X4, obteniendo la RSR de la �gura 6.5. Ahorapasamos a inluir X5. En primer lugar se examinan los nodos ra��z, enontr�andose queambos son subonjuntos de X5. Por lo tanto, la explorai�on ontin�ua a partir de loshijos de X1 y X2, es deir, X3 y X4. �Estos son a su vez subonjuntos de X5 y, dadoque no hay m�as nodos por explorar, X5 debe ser onetado a ambos. El resultado semuestra en la �gura 6.6.(fa1g;0:1) (fa4g;0:1)(fa2;a4g;0:2)Figura 6.4: Estado del diagrama despu�es de insertar X3.(fa1g;0:1) (fa4g;0:1)(fa1;a2;a3g;0:3) (fa3;a4g;0:2)Figura 6.5: Estado del diagrama despu�es de insertar X4.



6.5. Representai�on de Funiones de Creenia 163
(fa1g;0:1) (fa4g;0:1)(fa1;a2;a3g;0:3) (fa2;a4g;0:2)(fa1;:::;a4g;0:3)Figura 6.6: Estado del diagrama despu�es de insertar X5.Ahora, la RSR debe ser extendida para manejar onjuntos de on�guraiones devariables. Cada on�gurai�on puede representarse omo una adena de arateres,reservando dos arateres para la etiqueta de la variable y otros dos para la modalidadde la variable dentro de la on�gurai�on. Por ejemplo, supongamos que tenemos dosvariablesX1 y X2, y una on�gurai�on onsistente en el primer valor de X1 y el segundode X2. Esta on�gurai�on podr��a representarse omo la adena X101X202.En lugar de repetir una on�gurai�on ada vez que �esta apareza en un onjuntofoal, todas las on�guraiones podr��an ser almaenadas en una tabla general, y serrefereniadas desde ualquier onjunto foal en el sistema. Esa tabla general puedeimplementarse omo una tabla hash. A partir de ahora, denotaremos diha tabla porH. El siguiente paso es de�nir �omo ha de representarse ada elemento foal de unaRSR. Hay representaiones e�ientes para onjuntos en general, por ejemplo, los �arbo-les binarios de b�usqueda balaneados, que proporionan proedimientos e�ientes deinseri�on de elementos o omprobai�on de pertenenia de elementos al onjunto pormedio de funiones on omplejidad O(logn) donde n es el n�umero de elementos enel onjunto. Cada elemento, en este aso, ser��a simplemente un n�umero entero refe-reniando a una on�gurai�on de la tabla H. La orrespondenia entre diho n�umero



164 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de Creeniay su on�gurai�on se de�ne omo sigue: sea N el n�umero de eldas en la tabla H, yx una on�gurai�on almaenada en la j-�esima posii�on de la i-�esima elda. Entones,el identi�ador de esa on�gurai�on es el resultado de onatenar los n�umeros i y j,formando un nuevo entero ji. Obs�ervese que si N es pr�oximo al n�umero total de on-�guraiones en el sistema, las operaiones de b�usqueda en la tabla H se realizan enun tiempo onstante. Una expliai�on detallada de este tipo de estruturas de datospuede enontrarse en [54℄.6.5.2.1 C�alulo de la lausura mediante intersei�on de una RSREn algunos asos, es neesario a~nadir una ualidad m�as a las RSR: deben ser erradaspara interseiones. La raz�on es que el inverso de una funi�on masa est�a de�nido sobrela lausura para interseiones de su soporte, omo se desribe en la f�ormula (6.20).Pasamos pues a desribir �omo se alula esta lausura para una RSR.Teniendo en uenta los dos hehos siguientes, la tarea puede simpli�arse. Enprimer lugar, la intersei�on de un onjunto dado on ualquiera de sus subonjuntoses el propio subonjunto. Por otro lado, para ualesquiera dos onjuntos A y B, y paraC � B, se umple que A \ C � A \B y, adem�as, A \ C = (A \B) \ C.Entones, la estrategia a seguir de ara a obtener la lausura mediante interseionesonsiste en dividir los nodos de la RSR en diferentes niveles. El primero ser��a aquelompuesto por los nodos hoja (aquellos que son maximales en la RSR). A ontinuai�onse alulan las interseiones dos a dos de todos los onjuntos de ese nivel y los onjuntosque resulten se insertan en la RSR. El siguiente nivel onsistir�a en aquellos nodosque son anteesores diretos de aquellos en el primer nivel. De nuevo se alulan lasinterseiones y el proeso se repite hasta que no quedan nodos por explorar.Hemos diho que siempre que se alula una nueva intersei�on, �esta debe inser-tarse en la RSR. Sin embargo, el algoritmo INSERTA, no es apliable en este aso,dado que est�a formulado para insertar elementos que en el momento de la inseri�onson maximales. Por tanto, hemos de realizar algunas modi�aiones para permitir la



6.5. Representai�on de Funiones de Creenia 165inseri�on de elementos que no sean maximales. A grandes rasgos, la tarea adiional arealizar en este aso ser��a onetar el onjunto insertado on sus superonjuntos. Elalgoritmo detallado es omo sigue.Sea G = (V; E) una RSR, y C = A \B el elemento a insertar.INSERTA2(G,C,A,B)
1. Sea I = ;.2. Para todo Xj 2 V tal que Xj es un nodo ra��z y Xj � C, haer I = I [ fjg.3. Sea H el onjunto de hijos de aquellos nodos uyos ��ndies est�an en I, y que sonsubonjuntos de C. Si alguno de ellos es igual a C, ir al paso 7. En otro aso,eliminar de I aquellos ��ndies orrespondientes a padres de los nodos de H.4. Si H 6= ;,� Para ada Xj 2 H, haer I = I [ fjg.� Ir al paso 3.5. A~nadir C a V.6. Para ada Xk tal que k 2 I, sustituir ada aro (Xk; Y ) 2 E tal que C � Y , porel par de aros (Xk; C) y (C; Y ).7. Si A no es alanzable desde C, a~nadir el aro (C;A).8. Si B no es alanzable desde C, a~nadir el aro (C;B).9. Asoiar al nodo C el valor 0:0.



166 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de CreeniaUna vez rede�nida la inseri�on, se puede espei�ar de forma senilla un algoritmopara alular la lausura para interseiones:CLAUSURA(G)
1. Sea L = fX1; : : : ; Xng el onjunto de hojas de G.2. Mientras L 6= ;,(a) Desde i = 1 hasta n� 1,i. Desde j = i+ 1 hasta n,� Sea X = Xi \Xj.� Si X 6= ;, INSERTA2(G,X,Xi,Xj).(b) Sustituir L por el onjunto de anteesores diretos de sus elementos. SeaL = fX1; : : : ; Xng el onjunto resultante. Ir al paso 2.

El siguiente ejemplo explia el funionamiento de este algoritmo.Ejemplo 6.3 Sea la RSR de la �gura 6.6. Queremos errarla para interseionesutilizando el algoritmo anterior. Para ello omenzamos on las hojas, tomando L =fX5g. Puesto que s�olo hay un elemento en L vamos al paso 2.(b), obteniendo L =fX4; X3g. Ahora hemos de alular X4\X3 resultando X6 = fa2g. Despu�es de insertareste onjunto seg�un el algoritmo INSERTA2 obtenemos la RSR de la �gura 6.7. Ahorareemplazamos L por L = fX1; X2; X6g, omprob�andose que todas las interseiones sonva��as, y, por lo tanto, no hay que insertar ning�un nuevo elemento. Dado que no hayning�un anteesor de los nodos de L, el algoritmo onluye y la RSR queda errada parainterseiones.
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(fa1g;0:1) (fa4g;0:1)(fa1;a2;a3g;0:3) (fa2;a4g;0:2)(fa1;:::;a4g;0:3)

(fa2g;0:0)

Figura 6.7: Una RSR errada para interseiones.6.6 Operaiones on Funiones de Creenia sobrela RSRSupongamos que representamos las funiones masa mediante RSR. En esta sei�ondesribiremos �omo realizar las operaiones de la expresi�on (6.17) sobre esa estrutura.En onreto, las operaiones son: marginalizai�on, inverso, ombinai�on y extensi�on.Comenzaremos on la marginalizai�on. Supongamos que tenemos una funi�onmasa mI sobre un onjunto de variables XI , representada mediante una RSR GI , yqueremos alular mJ = m#JI on J � I. El proeso es senillo: para ada elementofoal de mI , alular su proyei�on sobre J y atualizar su masa. El siguiente algoritmoalula GJ , una RSR para mJ . MARGINAL(GI,J)
1. Elegir un orden anestral de los onjuntos de la RSR GI . Es deir, realizar unreorrido primero en anhura del grafo. Sea fA1; : : : ; Ang el orden resultante.



168 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de Creenia2. Desde i = 1 hasta n,(a) INSERTA(GJ,A#Ji ,mI(Ai)).3. Devolver GJ .
Obs�ervese que un orden anestral siempre veri�a la propiedad requerida para apli-ar el algoritmo INSERTA, esto es, si Ai ( Aj entones i < j. Si diha propiedadse umple en GI , es laro que si A#Ji ( A#Jj entones i < j, luego el orden en GI estambi�en v�alido para GJ .Un heho debe ser onsiderado en este punto: si el onjunto que est�a siendo inser-tado en GJ es ya un elemento Ai de GJ , entones, en lugar de asignarle la masamI(A"Ii ),lo que hay que haer es inrementar su anterior valor de masa en una antidadmI(A"Ii ).La siguiente operai�on a desribir es el inverso. Tenemos una masa mI represen-tada por una RSR GI = (VI ; EI), y el objetivo es alular una RSR para m�1I . Seg�un(6.20), si � es el onjunto de elementos foales de mI , los de m�1I estar�an en ~�. Portanto, no es neesario alular una nueva RSR para el inverso, pues basta on errar laantigua para interseiones y atualizar los valores de masa almaenados. Pero ser�a ne-esario almaenar dos valores de masa en ada nodo en lugar de uno: el valor de mI yel de m�1I , de ara a failitar los �alulos.La f�ormula (6.20) muestra una forma de alular el inverso, en la ual, para adanodo, la suma de los inversos y de las masas de todos sus superonjuntos es neesaria.Un algoritmo para haer esto es el siguiente.INVERSO(GI)
1. CLAUSURA(GI).



6.6. Operaiones on Funiones de Creenia sobre la RSR 1692. Elegir un orden anestral de los onjuntos de VI . Sea fA1; : : : ; Ang tal orden.3. Desde i = n hasta 1,(a) a = 0:0, b = mI(Ai).(b) Para ada nodo B 2 VI en ualquier amino desde Ai haia arriba (i.e.Ai ( B),i. a = a +m�1I (B).ii. b = b+mI(B).() m�1I (Ai) = 1b � a.
Al omenzar el proeso desde las hojas del grafo, toda la informai�on neesaria paraalular la suma en el paso 3.(b).i est�a disponible.La siguiente operai�on a de�nir es la extensi�on. Sea una RSR para una funi�onmasa mi sobre un onjunto de variables XIi . El objetivo es obtener una RSR para lamasa m"Iji sobre el onjunto de variables XIj , on Ii � Ij. Seg�un la f�ormula (6.11),los elementos foales de m"Iji se orresponden on los onjuntos ilindro de los elemen-tos foales de mi, es deir, para ada A elemento foal de mi, su onjunto ilindro,A"Ij , ser�a un elemento foal de m"Iji , y �estos son los �unios elementos foales de m"Iji .Adem�as, m"Iji (A"Ij ) = mi(A). Por lo tanto, podemos obtener la RSR para la extensi�onsustituyendo ada onjunto de la RSR de mi por su onjunto ilindro, y manteniendoel antiguo valor de masa.Finalmente, espei�aremos un algoritmo de ombinai�on. Supongamos que te-nemos dos funiones masa, m1 y m2, de�nidas sobre el mismo onjunto de variablesXI . Sea G1 = (V1; E1) la RSR asoiada a m1 y G2 = (V2; E2) la RSR asoiada a m2. Elsiguiente algoritmo alula la RSR G12 = (V12; E12) orrespondiente a m12 = m1 
m2:



170 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de Creenia
COMBINA(G1,G2)

1. Sea V1 = fA1; : : : ; Ang y V2 = fB1; : : : ; Bmg.2. Calular ada intersei�on no va��a S = Au \ Bv, u = 1; : : : ; n, v = 1; : : : ; m yalmaenarla en una lista L junto on el valor f(S) = m1(Au) �m2(Bv).3. Ordenar L de auerdo al ardinal de los onjuntos que la forman. Sea fC1; : : : ; Cpgtal orden.4. Desde l = 1 hasta p,(a) INSERTA(G12,Cl,f(Cl)). Si Cl ya est�a en la RSR G12, en lugar de asignarleun valor de masa f(Cl), simplemente inrementar su antiguo valor en laantidad f(Cl).5. Devolver G12.
Y on este algoritmo ompletamos las operaiones neesarias para implementaruna arquitetura tipo HUGIN usando una representai�on dispersa. A ontinuai�onestudiaremos �omo utilizar la RSR para alular de forma r�apida valores de Bel y Q apartir de una funi�on masa representada por una RSR.6.6.1 C�alulo de Bel y Q sobre la RSREn esta sei�on abordamos la tarea de responder a la siguiente pregunta: dado unonjunto de variables XI , una funi�on de reenia mI sobre XI y una RSR GI , paraada onjunto A � UI , >Cu�al es el valor de Bel(A) y Q(A)?



6.6. Operaiones on Funiones de Creenia sobre la RSR 171La RSR proporiona una forma senilla de responder a este tipo de onsultas, sim-plemente realizando reorridos sobre el grafo asoiado. El siguiente algoritmo alulaBel(A): BEL(GI,A)
1. Sea R el onjunto de nodos de GI predeesores diretos de A.2. Bel(A) = mI(A) +XB2R bPROP(GI,B,A).

donde bPROP(GI,B,A) es una funi�on que devuelve un valor real y que est�a de�nidaomo bPROP(GI,B,A)
1. s = mI(B).2. Marar B omo visitado.3. Para ada nodo C padre de B en GI tal que C no haya sido visitado,(a) s = s+bPROP(GI,C,A).4. Devolver s.



172 Cap��tulo 6: Esquema HUGIN para Propagai�on de Funiones de CreeniaLa forma de alular la omunalidad es ompletamente an�aloga, pero en lugar de dirigirla propagai�on haia las ra��es, en este aso se dirige haia las hojas:Q(GI,A)
1. Sea L el onjunto de nodos de GI suesores diretos de A.2. Q(A) = mI(A)XB2L qPROP(GI,B,A).

donde qPROP(GI,B,A) es una funi�on que devuelve un n�umero real y de�nida omoqPROP(GI,B,A)
1. s = mI(B).2. Marar B omo visitado.3. Para ada nodo C hijo de B en GI tal que C no haya sido visitado,(a) s = s+qPROP(GI,C,A).4. Devolver s.



6.7. Conlusiones 1736.7 ConlusionesEn este ap��tulo hemos presentado una estrutura sobre la ual desarrollar un esquemade propagai�on tipo HUGIN para funiones de reenia. Esta estrutura est�a basadaen los �arboles jer�arquios [26, 75℄, a~nadiendo la arater��stia de que est�e errada parainterseiones en los asos neesarios (uando se alula el inverso de una masa).Adem�as, se propone una forma de alular el inverso de una funi�on masa, queno es neesariamente una funi�on masa v�alida, pero permite realizar la propagai�onompleta sin neesidad de transformar las masas en omunalidades para realizar lasdivisiones y luego volver a traduir. Se demuestra que el resultado despu�es de unapropagai�on ompleta es una funi�on de reenia v�alida [60℄.El esquema propuesto en este ap��tulo, servir�a de base para los m�etodos aproxima-dos del pr�oximo ap��tulo.





Cap��tulo 7
Algoritmos Aproximados paraFuniones de Creenia
7.1 Introdui�onEn el ap��tulo anterior estudiamos un esquema tipo HUGIN para propagar funionesde reenia de Dempster-Shafer. Este esquema es una forma e�iente de realizar los�alulos de forma exata, al igual que ourr��a para probabilidades, frente a otras ar-quiteturas omo la de Shafer-Shenoy. Sin embargo, no siempre ser�a posible haer los�alulos de forma exata, inluso si partimos de un �arbol luster ya onstruido, tal yomo haemos en el ap��tulo anterior. El prinipal problema que surge aqu��, y quehae el problema de la inferenia m�as ompliado a�un que en el aso de probabilidades,es la regla de ombinai�on de Dempster. El �alulo de la ombinai�on de una serie demasas es de omplejidad exponenial en el n�umero de masas y el ardinal del espaiomuestral [65℄.En este ap��tulo nos proponemos el desarrollo de un m�etodo aproximado de infe-renia igual al presentado en el ap��tulo 5 para el aso de las probabilidades. En estaoasi�on, el papel que jugaban las distribuiones de probabilidad lo desempe~nan lasfuniones masa, mientras que el orrespondiente a los �arboles de probabilidad es ahora



176 Cap��tulo 7: Algoritmos Aproximados para Funiones de Creeniaatribuido a las representaiones por semi ret��ulo.El ap��tulo omienza on un planteamiento general del problema en la sei�on 7.2.En la sei�on 7.3 se desriben las nuevas operaiones que se neesitan sobre las re-presentaiones por semi ret��ulo, prinipalmente, la ombinai�on aproximada de dosRSR. El algoritmo prinipal se estudia en la sei�on 7.4, terminando el ap��tulo onlas onlusiones en la sei�on 7.5.7.2 Planteamiento del ProblemaEl punto de partida ahora es algo distinto al del aso de las probabilidades. Vamos asuponer que disponemos de un onjunto de funiones masa M = fm1; : : : ; mkg, adauna de ellas de�nidas sobre un onjunto de variables XIi, i = 1; : : : ; k, de forma queN = Ski=1 Ii = f1; : : : ; ng es el onjunto de ��ndies de todas las variables del sistema,XN . El objetivo ser�a obtener una estimai�on de la masa `a posteriori' sobre ada unade las variables Xi, i 2 N , es deir, la marginal m#Ii de la funi�on masa universalm = m1
 � � �
mk para ada variable del sistema, de auerdo on la expresi�on (6.13).En primer lugar, neesitamos de�nir una operai�on de restrii�on para funionesmasa. En el aso de probabilidades, la restrii�on es trivial, pero a la hora de de�-nirla para funiones masa hay que ser m�as uidadoso, puesto que estas �ultimas est�ande�nidas sobre onjuntos de on�guraiones de variables en lugar de estarlo sobre on-�guraiones simples. La de�nii�on que proponemos es la siguiente:De�nii�on 7.1 (Restrii�on) Sea m una funi�on masa sobre un onjunto de variablesXI. Dado A � UJ un onjunto de on�guraiones para un onjunto de variables XJ ,J � I, se de�ne la restrii�on de m a A omomR(A)(B) = 8>>>>>><>>>>>>: m(B) si B � A"I ;0 si B 6� A"I : (7.1)
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A UJ

UI�J UI
C1 C2C3 C4

Figura 7.1: Foales para una masa sobre UI .Ejemplo 7.1 Sea una masa m de�nida sobre un onjunto UI on foales C1; : : : ; C4omo se muestra en la �gura 7.1. Supongamos que queremos alular la restrii�onmR(A) on A 2 UJ . Esta nueva masa vendr�a dada por aquellos foales de m que est�anontenidos en la extensi�on il��ndria de A, es deir, mR(A) tendr�a dos foales, C1 y C3,on masa mR(A)(C1) = m(C1) y mR(A)(C3) = m(C3).Una vez de�nida la restrii�on, es posible plantear un m�etodo similar al usadopara probabilidades para estimar las masas de ada variable mediante simulai�on. Sepretende obtener una muestra uyos elementos son on�guraiones de onjuntos foales(un onjunto foal para ada masa) on intersei�on no va��a.Lo ideal es seleionar ada on�gurai�on (A1; : : : ; Ak) on A"N1 \� � �\A"Nk 6= ; onuna probabilidad proporional a m1(A1) � � �mk(Ak). De esta forma, podemos estimarla masa m#Ii , i = 1; : : : ; n, mediantem̂#Ii(A) = jf(A1; : : : ; Ak) j (A"N1 \ � � � \ A"Nk )#Ii = Agjm ; (7.2)



178 Cap��tulo 7: Algoritmos Aproximados para Funiones de Creeniadonde m es el tama~no de la muestra.�Este es un estimador insesgado de m#Ii(A) on varianzavar(m̂#Ii(A)) = m#Ii(A)(1�m#Ii(A))m : (7.3)En general, ser�a dif��il obtener una muestra on esta distribui�on de probabilidad:hay que realizar una ombinai�on exata. As�� que el proedimiento que seguiremosser�a similar al que usamos en el aso de las probabilidades: alularemos una aproxi-mai�on de esta distribui�on mediante una preomputai�on r�apida aunque no exata, yusaremos diha distribui�on para obtener una muestra f(A(i)1 ; : : : ; A(i)k ) j i = 1; : : : ;Mg.Cada elemento de la muestra, (A(i)1 ; : : : ; A(i)k ), tendr�a un peso asoiado wi, y la esti-mai�on habr�a que realizarla de auerdo on la media ponderada de los pesos:m̂#Ii(A) = P fwi j A(i)"N1 \ � � � \ A(i)"Nk = AgPMi=1 wi : (7.4)Una primera aproximai�on al problema viene dada por el siguiente ejemplo.Ejemplo 7.2 Supongamos que tenemos tres variables X1; X2 y X3 y tres masas m1; m2y m3 de�nidas para los onjuntos de variables fX1; X2g, fX1; X3g, y fX2; X3g respe-tivamente. Lo primero que neesitamos es un orden de eliminai�on de las variables,por ejemplo, X1; X2; X3. En la eliminai�on de ada variable lo que debemos obtener esuna distribui�on de probabilidad de muestreo que nos permita simular un foal para lamasa marginal orrespondiente a diha variable. Esa distribui�on de muestreo debe seronsistente on la masa que queremos simular. Lo ideal ser��a que ambas fueran propor-ionales, pero eso, en general, ser�a inalanzable, on lo que tendremos que quedarnoson una aproximai�on.Una vez de�nido el orden de eliminai�on de las variables, pasamos a borrarlas. Elproeso de borrado onsiste en tomar todas las masas de�nidas para la variable a eli-minar y marginalizar ada funi�on sobre las dem�as variables. Esto se har�a habi�endolas



7.2. Planteamiento del Problema 179ombinado antes o no, al igual que pasaba en el aso de las probabilidades. Veamos�omo ser��a:� Eliminai�on de X1. Las funiones que est�an de�nidas para X1 son m1 y m2.Aqu�� tenemos dos opiones, ombinarlas o no. Esto depender�a de que el tama~node la ombinai�on no exeda ierto umbral que se de�ne de antemano. Supondre-mos en este ejemplo que las ombinamos, obteniendo una funi�on m�1 : 2Uf1;2;3g ![0; 1℄ de�nida omo m�1 = m1
m2. �Esta ser�a la funi�on masa que se usar�a paraalular la distribui�on de muestreo para X1. Ahora hay que eliminar la variableX1 de la funi�on m�1 mediante marginalizai�on.� Eliminai�on de X2. Las funiones que est�an de�nidas para X2 son m�1#f2;3g y m3.Al igual que en el paso anterior, las ombinaremos. El resultado es una funi�onm�2 : 2Uf2;3g ! [0; 1℄ de�nida omo m�2 = m�1#f2;3g 
 m3. Ahora se elimina lavariable X2 de la funi�on m�2 mediante marginalizai�on.� Eliminai�on de X3. La �unia funi�on que queda de�nida para X3 es m�3 = m�2#f3g.Por lo tanto, no tenemos que haer nada m�as.Una vez onluido el proeso de borrado, pasamos a simular las funiones masa mar-ginales. Lo que haemos es ir simulando en orden inverso al de eliminai�on. Por lotanto, omenzamos on X3. Tomamos una distribui�on de probabilidad p�3 : 2U3 ! [0; 1℄proporional a m�3. Usando p�3 simulamos un foal A3 � U3 para la masa marginal deX3. Ahora tenemos que simular un foal para la masa marginal de X2 que sea on-sistente on A3. Para ello, alulamos una distribui�on p�2 : 2U2 ! [0; 1℄ proporionala m�2R(A3) y la usamos para obtener un foal A2 � U2. Ahora tenemos que simularX1. Para ello tomamos una distribui�on de muestreo p�1 : 2U1 ! [0; 1℄ proporional am�1R(A2;A3) y la usamos para obtener un foal A1 � U1. De esta forma, hemos simuladoun foal para ada una de las masas marginales de las variables. La masa que se asig-nar��a a la on�gurai�on de foales obtenida, vendr�a dada por el peso del muestreo porimportania, es deir, el oiente entre la probabilidad de la on�gurai�on de foales yla probabilidad de muestreo de diha on�gurai�on.



180 Cap��tulo 7: Algoritmos Aproximados para Funiones de CreeniaObs�ervese que en el ejemplo anterior se ha seguido un enfoque similar al del ap��tulo3, es deir, uando se usaban tablas de probabilidad. Sin embargo, ya dijimos en elap��tulo 5 que uando el problema era de un tama~no onsiderable, hab��a que adoptarsoluiones m�as so�stiadas, omo era el uso de �arboles de probabilidad y el estudio deformas m�as uidadosas de alular las funiones de muestreo.En de�nitiva, seguiremos un desarrollo paralelo al del ap��tulo 5. Por lo tanto,lo primero que neesitamos es una representai�on dispersa para las funiones masa, yuna de�nii�on de las operaiones aproximadas sobre esa estrutura. La estrutura aemplear ser�a la RSR desrita en el ap��tulo anterior.7.3 Operaiones Aproximadas sobre una RSRLas operaiones que realizaremos sobre una RSR son la ombinai�on, marginalizai�ony restrii�on. La marginalizai�on nuna a~nade omplejidad a la RSR original, por lotanto basta on utilizar el algoritmo del ap��tulo anterior. Nos entraremos, pues, enla ombinai�on aproximada y en la restrii�on.7.3.1 Combinai�on aproximadaPor aproximar una funi�on masa entendemos el heho de eliminar algunos de sus foa-les, on objeto de onseguir una representai�on m�as ompata. Un primer enfoque ala aproximai�on de la ombinai�on podr��a ser ombinar primero y luego ir eliminandofoales de la masa resultante. En este sentido, se han estudiado algunos riterios paraeliminar foales de una funi�on masa [1, 90℄, pero no se ha llegado a un onsenso sobreu�al es mejor. B�asiamente, se han seguido dos l��neas a la hora de eliminar foales. Laprimera onsiste en tomar los foales on m�as elementos y borrarlos, repartiendo sumasa entre los dem�as. La segunda onsiste en borrar los onjuntos on menos masa,repartiendo tambi�en la masa borrada entre los foales restantes. Como se~nala Almond[1℄, ambos enfoques plantean problemas en determinadas irunstanias.



7.3. Operaiones Aproximadas sobre una RSR 181En esta sei�on proponemos un enfoque diferente. La idea onsiste en ir aproxi-mando onforme se realiza la ombinai�on. Para ello, se van seleionando los foalesmaximales de ada masa y se van alulando las interseiones y el produto de ambasmasas. El onjunto resultante se va insertando en una nueva estrutura junto on elvalor de masa orrespondiente. Si el onjunto a insertar ya existe, lo que se hae esinrementar su valor de masa. Este proeso se mantiene mientras no se exeda iertoumbral de tama~no. Cuando diho umbral se sobrepasa, hay que reduir el tama~no dela estrutura que vamos onstruyendo, tratando de eliminar, en ada momento, el foalque menos altere la representai�on de la funi�on masa resultado de la ombinai�on.En onreto, lo que haremos ser�a seleionar parejas de onjuntos y sustituirlos porla uni�on de ambos, asign�andole al onjunto resultante la suma de las masas de los dosque se han eliminado. De esta forma, habr�a que determinar un riterio de selei�on delas parejas de nodos que tenga en uenta la diferenia entre ambos onjuntos y tambi�enla masa que tiene asignada ada uno de ellos. El riterio que proponemos es elegir losnodos A1 y A2 que minimien la siguiente funi�on:D(A1; A2) = m(A1) � jA2 � A1j+m(A2) � jA1 � A2j: max fjA1j; jA2jg (7.5)La raz�on de dividir por max fjA1j; jA2jg es para dar m�as importania a la difereniaentre onjuntos peque~nos. Por ejemplo, dos onjuntos que di�eren en un elemento ser�anm�as \distintos" si tienen ardinal 1 que si tienen ardinal 100.Sin embargo, la apliai�on de este riterio podr��a llegar a ser muy ostosa, dadoque habr��a que omparar ada nodo on todos los dem�as. Una forma de aelerarla b�usqueda de la pareja �optima es limitar el ampo de b�usqueda para ada nodo.Pensamos que es razonable que ada nodo s�olo ha de ser omparado on los que est�anera de �el en la estrutura, en onreto, on su envolvente en el grafo asoiado a laRSR, es deir, on el onjunto formado por sus padres, sus hijos y los hijos de suspadres. Para ada nodo A, denotaremos este onjunto omo env(A).El �alulo de la funi�on de oste D() puede haerse al mismo tiempo que se van



182 Cap��tulo 7: Algoritmos Aproximados para Funiones de Creeniainsertando elementos en el resultado de la ombinai�on. En ada inseri�on, se alulala funi�on de oste del nodo que se inserta (Xi) respeto a ada uno de los nodos (Xj)que forman su envolvente. A ontinuai�on se inserta ada tripleta (Xi; Xj; D(Xi; Xj))en una lista ordenada de mayor a menor seg�un. De esta forma, seleionar una parejade nodos para reduir la RSR es simplemente tomar el primer elemento de la listaordenada.A�un neesitamos una osa m�as para espei�ar un algoritmo de ombinai�on apro-ximada. En onreto, neesitamos modi�ar el algoritmo INSERTA2 de�nido en elap��tulo anterior para que permita inluir elementos no maximales que no sean el re-sultado de la intersei�on de dos ya existentes. La modi�ai�on es muy senilla. SeaG = (V; E) una RSR, y C el onjunto a insertar, on masa .INSERTA3(G,C,)
1. Sea I = ;.2. Para todo Xj 2 V tal que Xj es un nodo ra��z y Xj � C, haer I = I [ fjg.3. Sea H el onjunto de hijos de aquellos nodos uyos ��ndies est�an en I, y que sonsubonjuntos de C. Si alguno de ellos es igual a C, ir al paso 7. En otro aso,eliminar de I aquellos ��ndies orrespondientes a padres de los nodos de H.4. Si H 6= ;,� Para ada Xj 2 H, haer I = I [ fjg.� Ir al paso 3.5. A~nadir C a V.6. Para ada Xk tal que k 2 I, sustituir ada aro (Xk; Y ) 2 E tal que C � Y , porel par de aros (Xk; C) y (C; Y ).



7.3. Operaiones Aproximadas sobre una RSR 1837. Inrementar la masa asoiada al nodo C en una antidad .
En estas ondiiones, podemos proponer el siguiente algoritmo para la ombinai�onaproximada de dos masas. Sean m1 y m2 las masas a ombinar, ambas de�nidas sobreel mismo onjunto de variables. Si no lo est�an, habr�a que extenderlas al onjuntouni�on. Sean G1 = (V1; E1) y G2 = (V2; E2) las RSR asoiadas a las masas m1 y m2respetivamente. El siguiente algoritmo devuelve la RSR G12 de la aproximai�on a lamasa m12 = m1 
m2. COMBINA APR(G1,G2)
1. Sea L una lista, iniialmente va��a, de tripletas (A;B; ) donde A y B son on-juntos y  un valor real. Los elementos de esta lista estar�an ordenados de menora mayor seg�un el valor de .2. Sean V1 = fA1; : : : ; Ang y V2 = fB1; : : : ; Bmg. Supongamos sin p�erdida degeneralidad que Au 6� Av si u < v y Bu 6� Bv si u < v. Es deir, los onjuntosm�as grandes tienen sub��ndie m�as bajo.3. Mientras jV1j > 0 y jV2j > 0,(a) Saar el primer elemento A 2 V1.(b) Para todo B 2 V2 tal que C = A \ B 6= ;,i. A~NADE(G12,C,m1(A) �m2(B),L).() Saar el primer elemento B 2 V2.(d) Para todo A 2 V1 tal que C = A \ B 6= ;,i. A~NADE(G12,C,m1(A) �m2(B),L).



184 Cap��tulo 7: Algoritmos Aproximados para Funiones de Creenia4. Devolver G12.
donde A~NADE es un proedimiento que a~nade un onjunto a la RSR y la redue sise exede el l��mite de tama~no: A~NADE(G,A,,L)

1. INSERTA3(G,A,).2. Para ada B 2 env(A),(a) Borrar de L ualquier tripleta de la forma (A;B; ) o (B;A; ).(b) A~nadir a L la tripleta (A;B;D(A;B)).3. Si G exede el l��mite de tama~no,(a) Extraer la primera tripleta (A;B; ) de la lista L.(b) Sean m(A) y m(B) los valores de masa asoiados a A y B en G respetiva-mente.() Eliminar A y B de G.(d) Eliminar de L ualquier tripleta que ontenga al onjunto A o al B.(e) A~NADE(G,A [B,m(A) +m(B),L).
Obs�ervese que el proedimiento COMBINA APR realiza la ombinai�on exatasi �esta no exede el l��mite de tama~no estableido.



7.3. Operaiones Aproximadas sobre una RSR 185El siguiente ejemplo ilustra el proeso de ombinai�on aproximada.Ejemplo 7.3 Disponemos de dos RSR G1 = (V1; E1) (�gura 7.2) y G2 = (V2; E2) (�gura7.3). Queremos obtener una aproximai�on de la ombinai�on de ambas, G12, que notenga m�as de 5 elementos. Iniialmente, tenemos queV1 = ffa1; a2g; fa1; a3g; fa1g; fa2g; fa4gg;V2 = ffa1; a2; a3; a4g; fa2; a3g; fa3g; fa4gg:Tomamos fa1; a2g de V1 y alulamos las interseiones no va��as on elementos deV2, obteniendofa1; a2g \ fa1; a2; a3; a4g = fa1; a2g on masa 0:2� 0:2 = 0:04;fa1; a2g \ fa2; a3g = fa2g on masa 0:2� 0:3 = 0:06:A~nadimos estos onjuntos a la RSR G12, obteniendo la estrutura de la �gura 7.4.Despu�es de este paso, el estado de la lista L ser�aL = f(fa1; a2g; fa2g; 0:03)g;puesto que D(fa1; a2g; fa2g) = 0:04� 0:0 + 0:06� 12 = 0:3:Ahora tomamos fa1; a2; a3g de V2 y, repitiendo el proeso anterior, on V1, obtenemosfa1; a2; a3; a4g \ fa1; a3g = fa1; a3g on masa 0:2� 0:3 = 0:06;fa1; a2; a3; a4g \ fa1g = fa1g on masa 0:2� 0:1 = 0:02;fa1; a2; a3; a4g \ fa2g = fa2g on masa 0:2� 0:2 = 0:04;fa1; a2; a3; a4g \ fa4g = fa4g on masa 0:2� 0:1 = 0:02:La �gura 7.5 muestra G12 despu�es de insertar estos onjuntos. Veamos �omo se atua-liza la lista L. Al insertar fa1; a3g, �esta no ambia, pues su envolvente es el onjunto



186 Cap��tulo 7: Algoritmos Aproximados para Funiones de Creeniava��o. Luego se a~nade fa1g, uya envolvente est�a formada por fa1; a3g, fa1; a2g y fa2g.Insertamos las orrespondientes tripletas en L y obtenemosL = f(fa1g; fa1; a3g; 0:01); (fa1g; fa1; a2g; 0:01); (fa1; a2g; fa2g; 0:03); (fa1g; fa2g; 0:12)g:La inseri�on de fa2g s�olo modi�a la pen�ultima tripleta y la de fa4g no afeta a lalista. En de�nitiva,L = f(fa1g; fa1; a3g; 0:01); (fa1g; fa1; a2g; 0:01); (fa1; a2g; fa2g; 0:05); (fa1g; fa2g; 0:12)g:Ahora tomamos fa1; a3g de V1 y repetimos la mismo operai�on, obteniendofa1; a3g \ fa2; a3g = fa3g on masa 0:3� 0:3 = 0:09;fa1; a3g \ fa3g = fa3g on masa 0:3� 0:1 = 0:03:Despu�es de a~nadir dos vees el onjunto fa3g, obtenermos la RSR de la �gura 7.6. Seobserva que la envolvente de fa3g est�a formada por fa1; a3g y fa1g, on lo que la listaL quedar�a omoL = f(fa1g; fa1; a3g; 0:01); (fa1g; fa1; a2g; 0:01); (fa1; a2g; fa2g; 0:05);(fa3g; fa1; a3g; 0:06); (fa1g; fa2g; 0:12); (fa3g; fa1g; 0:14)g:Dado que el tama~no m�aximo de la RSR est�a limitado a 5 nodos, tendremos que reduirG12. Para ello, seleionamos el primer elemento de la lista L: (fa1g; fa1; a3g; 0:01).Eliminamos ambos onjuntos de G12 y borramos de L todas las tripletas en las que apa-reza ualquera de ellos. A ontinuai�on, a~nadimos a G12 la uni�on de ambos onjuntoson masa igual a la suma de las masas de ambos. El resultado puede verse en la �gura7.7. El estado de L despu�es de este paso es:L = f(fa1; a2g; fa2g; 0:05); (fa1; a3g; fa3g; 0:06)g:Los siguientes elementos a onsiderar son fa1g de V1, fa3g de V2 y fa2g de V1, peropara todos ellos las interseiones resultantes son va��as y no inuyen, por tanto, enel resultado de la ombinai�on.



7.3. Operaiones Aproximadas sobre una RSR 187El siguiente es fa4g de V2. Para este onjunto obtenemosfa4g \ fa4g = fa4g on masa 0:1� 0:4 = 0:04:A~nadimos este onjunto a G12 y obtenemos la RSR de la �gura 7.8. La lista L no semodi�a porque la envolvente de fa4g es el onjunto va��o.En este momento, se tiene que V2 = ;, y por tanto, el algoritmo termina, dandoomo aproximai�on de la ombinai�on la RSR de la �gura 7.8.
(fa1g; 0:2)

(fa1; a3g; 0:3)
(fa2g; 0:2)

(fa1; a2g; 0:2)
(fa4g; 0:1)

Figura 7.2: RSR G1.(fa4g; 0:4) (fa3g; 0:1)
(fa2; a3g; 0:3)

(fa1; : : : ; a4g; 0:2)Figura 7.3: RSR G2.



188 Cap��tulo 7: Algoritmos Aproximados para Funiones de Creenia
(fa2g; 0:06)

(fa1; a2g; 0:04)Figura 7.4: Construi�on de G12 (i).
(fa1g; 0:02) (fa2g; 0:1) (fa4g; 0:02)

(fa1; a3g; 0:06) (fa1; a2g; 0:04)Figura 7.5: Construi�on de G12 (ii).
(fa1g; 0:02) (fa2g; 0:1)

(fa1; a2g; 0:04) (fa1; a3g; 0:06)
(fa3g; 0:12) (fa4g; 0:02)

Figura 7.6: Construi�on de G12 (iii).



7.3. Operaiones Aproximadas sobre una RSR 189

(fa1; a2g; 0:04)
(fa2g; 0:1) (fa3g; 0:12) (fa4g; 0:02)

(fa1; a3g; 0:08)Figura 7.7: Construi�on de G12 (iv).

(fa1; a2g; 0:04)
(fa2g; 0:1) (fa3g; 0:12)

(fa1; a3g; 0:08)
(fa4g; 0:06)

Figura 7.8: Estrutura �nal de G12.



190 Cap��tulo 7: Algoritmos Aproximados para Funiones de CreeniaUna propiedad importante de la ombinai�on aproximada es que la uni�on de losfoales nuna disminuye uando se redue una RSR. De otra forma el muestreo porimportania no ser��a v�alido, omo veremos m�as adelante.7.3.2 Restrii�onA ontinuai�on de�niremos la restrii�on de una RSR de ierta funi�on masa, siguiendola de�nii�on 7.1. Obs�ervese que no es neesario de�nir una operai�on de restrii�onaproximada, dado que el tama~no de la RSR resultante siempre va a ser menor o igualque el de la original.El siguiente algoritmo muestra �omo realizar la operai�on de restrii�on, aprove-hando que los elementos de una RSR est�an ordenados para la inlusi�on. Partimos deuna masa m : 2UI ! [0; 1℄ de�nida para un onjunto de variables XI , representadamediante una RSR G = (V; E) y queremos obtener una RSR GR(A) orrespondiente ala masa mR(A) : 2UI ! [0; 1℄, donde A � UJ es un onjunto de on�guraiones de lasvariables XJ , on J � I. RESTRIC(G,A)
1. Sea N una lista de onjuntos ordenados de menor a mayor seg�un su ardinal.2. Sea L el onjunto de nodos minimales de V.3. Para ada nodo V 2 L,(a) Si V 6� A"I , marar V y todo nodo anteesor suyo omo visitado.(b) Si V � A"I ,i. Marar V omo visitado.ii. A~nadir el par fV;m(V )g a la lista N .



7.4. Algoritmo de Muestreo por Importania para Funiones Masa 1914. Reemplazar L por todos los nodos de V que sean padres de alg�un nodo de L yque no hayan sido visitados.5. Si L 6= ;, ir al paso 3.6. Supongamos que N = ffV1; m(V1)g; : : : ; fVn; m(Vn)gg es la lista de foales obte-nida.7. Desde i = 1 hasta n,(a) INSERTA3(GR(A),Vi,m(Vi)).8. Devolver GR(A).
Una vez de�nidas las operaiones neesarias sobre la RSR, estamos en ondiionesde formular el algoritmo de muestreo por importania para funiones masa.7.4 Algoritmo de Muestreo por Importania paraFuniones MasaEn esta sei�on pretendemos espei�ar un algoritmo equivalente al presentado en lasei�on 5.3 del ap��tulo 5 para el aso de funiones masa. Hay dos tareas prinipalesque deben ser abordadas de ara a enuniar el algoritmo general; estas tareas son:1. Eliminai�on de una variable de un onjunto de funiones masa.2. A partir de las funiones obtenidas en la eliminai�on de una ierta variable, yteniendo en uenta los foales simulados para las dem�as variables, obtener unfoal para la funi�on masa orrespondiente a la variable en uesti�on.



192 Cap��tulo 7: Algoritmos Aproximados para Funiones de CreeniaTeniendo de�nidas estas tareas, el algoritmo general de simulai�on para funionesmasa, an�alogo al de probabilidades, puede enuniarse omo sigue.Partimos de un onjunto de masas, fm1; : : : ; mkg, ada una de ellas de�nidas sobreun onjunto de variables XIi, i = 1; : : : ; k, de forma que Ski=1 Ii = N = f1; : : : ; ngforman el onjunto de ��ndies de todas las variables del sistema, XN . El siguientealgoritmo alula una funi�on masa a posteriori m0i, i = 1; : : : ; n, para ada variableXi del sistema. ALG MI DS
1. Sea M = fm1; : : : ; mkg.2. Elegir un orden � para el onjunto N .3. Desde i = 1 hasta n,(a) M(i) =ELIMINA(M ,X�(i)).4. Desde j = 1 hasta m (tama~no de la muestra)(a) wj = 1:0.(b) Desde i = n hasta 1,i. A(j)i =SIMULA(X�(i),M(i),wj).() Desde i = n hasta 1,i. m0i(A(j)i ) = m0i(A(j)i ) + wj.5. Normalizar los m0i, i = 1; : : : ; n.



7.4. Algoritmo de Muestreo por Importania para Funiones Masa 193Obs�ervese que en el algoritmo prinipal no es neesario distinguir si las masas se vana representar por semi ret��ulos o no. Sin embargo, en el proedimiento de eliminai�onde variables y en la simulai�on s�� haremos uso de esta estrutura. Pasamos a de�nirlos proedimientos ELIMINA y SIMULA.Supongamos que M es un onjunto de RSR asoiadas a iertas funiones masa.Dada una RSR G, denotaremos por s(G) el onjunto de ��ndies de las variables paralas que est�a de�nida la masa asoiada a G. En estas ondiiones, el algoritmo deeliminai�on de una variable Xi de las masas de M puede enuniarse omo sigue.ELIMINA(M ,Xi)
1. Sea M(i) = fG 2M j i 2 s(G)g, el onjunto de RSR de�nidas para la variableXi. Eliminar M(i) de M . Sea M+(i) =M(i).2. Mientras haya m�as de una RSR en M+(i),(a) Tomar G1;G2 2M+(i).(b) Calular G =COMBINA APR(G1,G2).() Reemplazar en M+(i), G1 y G2 por G.3. Sea G la �unia RSR perteneiente a M+(i).4. Calular G 0 =MARGINALIZA(G,Xi).5. A~nadir M+(i) a M .
El proedimiento SIMULA(X�(i),M(i),w) debe devolver un foal para la masaorrespondiente a una ierta variable X�(i), donde la masa en uesti�on vendr�a dada por



194 Cap��tulo 7: Algoritmos Aproximados para Funiones de Creeniala ombinai�on de las funiones masa ontenidas en M(i). Algunas formas de realizarla ombinai�on de una serie de funiones masa uando �estas est�an de�nidas sobre elmismo dominio han sido estudiadas por Moral y Wilson [62, 63℄. En este aso, no todaslas funiones de M(i) estar�an de�nidas sobre el mismo dominio, por lo que habr�a querestringirlas al onjunto de onjuntos de on�guraiones de la variable X�(i). Por otrolado, introduimos el uso de preomputai�on aproximada en el paso 5.(i), on la ideade obtener de forma m�as probable foales on intersei�on no va��a en el proeso desimulai�on. SIMULA(X�(i),M(i),w)
1. Sea A�(i) = fAi+1; : : : ; Ang el onjunto de los foales simulados hasta el momento.2. Sea M(i) = fG1; : : : ;Gkg el onjunto de RSR alulado en el paso 1 del proedi-miento ELIMINA, y fm1; : : : ; mkg las masas orrespondientes.3. Desde j = 1 hasta k,(a) Para ada A 2 A�(i), haer Gj =RESTRIC(Gj,A).4. Sea m0j la funi�on masa representada por Gj.5. Desde j = k hasta 1,(a) Si j = k, haer G(j) = Gj.En otro aso, G(j) =COMBINA APR(Gj,G(j+1)).(b) Calular P l(j), la funi�on de plausibilidad asoiada a la funi�on masa m(j),orrespondiente a G(j), es deir,P l(j)(A) = XB\A6=;m(j)(B); 8A � Us(m(j)):



7.5. Algoritmo de Muestreo por Importania para Funiones Masa 195() Simular un onjunto foal Aj de m0j tal queA"s(m(j))j \ A"s(m(j))j+1 \ � � � \ A"s(m(j))k 6= ;;on probabilidadPj(Aj) / m0j(Aj) � P l(j)(A"s(m(j))j \ A"s(m(j))j+1 \ � � � \ A"s(m(j))k ):(d) Si mj es una de las masas iniiales del sistema, haer w = w �mj(Aj).(e) Haer w = wPj(Aj) .6. Devolver el onjunto A = (Tkj=1A"s(m(1))j )#�(i).
Obs�ervese que ada vez que se ombinan dos RSR en el paso 5.(a), el resultadoest�a de�nido sobre la uni�on de los onjuntos de variables para los que est�an de�nidas lasRSR que se ombinan. Por lo tanto, al �nal del algoritmo se tiene que m(1) est�a de�nidapara todas las variables que intervienen en ualquiera de las mi, i = 1; : : : ; k. Por esola intersei�on del paso 6 hay que alularla sobre el dominio Us(m(1)).Una propiedad que debe veri�arse para que el muestreo por importania sea v�alidoes que debe ser posible obtener ualquier on�gurai�on que tenga probabilidad exatamayor que ero. En el aso de las funiones masa, debemos estar seguros que ualquierfoal que tenga masa mayor que ero, tenga probabilidad de muestreo tambi�en mayorque ero. Esto se veri�a graias a la propiedad de la ombinai�on aproximada demantener onstante la uni�on de los foales. Esto garantiza que ualquier foal quetenga masa positiva podr�a ser obtenido, pues su plausibilidad (paso 6.(b)) ser�a positivaaunque �este haya sido eliminado de la RSR.



196 Cap��tulo 7: Algoritmos Aproximados para Funiones de Creenia7.5 ConlusionesEn este ap��tulo hemos presentado una metodolog��a de muestreo por importania parafuniones de reenia de Dempster-Shafer. El desarrollo ha sido an�alogo al seguido enel aso de probabilidades. Por un lado, se introdue la preomputai�on aproximadapara limitar el tama~no de las funiones masa, y por otro lado se utiliza un m�etodo deMonte Carlo para estimar las masas `a posteriori' para ada variable.El trabajo llevado a abo en este ap��tulo dan muestra de la generalidad de lasideas propuestas para propagai�on de probabilidades.Una ontinuai�on inmediata de este trabajo debe ser un estudio experimental delomportamiento de los algoritmos aqu�� propuestos, de ara a omprobar su funiona-lidad en la pr�atia.



Cap��tulo 8
Conlusiones y L��neas Abiertas
En esta memoria, hemos llevado a abo un estudio detallado sobre m�etodos de propa-gai�on aproximados sobre modelos gr�a�os. El uso de estos m�etodos est�a justi�adouando no podemos obtener en un tiempo razonable soluiones exatas.Dentro de los algoritmos aproximados, hemos puesto el mayor �enfasis en la t�eniade muestreo por importania. En este sentido, abe destaar la forma de obtenerlas funiones de muestreo, mediante una preomputai�on aproximada. Es importantedestaar que en esta fase de preomputai�on, es posible detetar u�ando se puedenobtener resultados exatos, en uyo aso no ser�a neesario llevar a abo la fase desimulai�on.La misma idea puede apliarse a la simulai�on estrati�ada. �Este es un m�etodo e�-iente de simulai�on, pero su apliabilidad se ve��a fuertemente limitada por el tama~node la red. Hemos resuelto ese problema introduiendo el esquema estrati�ado reur-sivo, equivalente formalmente al anterior, pero apaz de tratar on redes de mayortama~no. Se observa, seg�un los resultados experimentales, que el muestreo estrati�-ado se ve bene�iado por la obteni�on de las distribuiones de muestreo mediantepreomputai�on aproximada.En uanto al uso de los �arboles de probabilidad, los bene�ios son destaables sise emplean en problemas dif��iles, tales omo los grafos de pedigree. Los experimentos



198 Cap��tulo 8: Conlusiones y L��neas Abiertasrealizados en ese grafo muestran �omo la apliai�on de �arboles hae que los algoritmossean m�as r�apidos y que se reduza el error a la mitad, aproximadamente, del que seprodue utilizando tablas. En grafos m�as senillos, la l�asia representai�on mediantetablas puede ser m�as e�iente, tal y omo se ha omprobado en el ap��tulo 5. Laprinipal ventaja de los �arboles radia en que permiten aprovehar las regularidadesque pueda presentar un potenial.Hemos realizado tambi�en un estudio sobre m�etodos de propagai�on para Teor��a dela Evidenia. En primer lugar, hemos propuesto un m�etodo exato similar al algoritmoHUGIN para probabilidades. La prinipal ualidad del m�etodo propuesto es que realizatodos los �alulos sobre funiones masa. Es de destaar la de�nii�on de un inverso parafuniones masa (de�nii�on 6.7). Este inverso est�a de�nido de forma reursiva, por loque desarrollamos tambi�en una estrutura que permitiera alularlo de forma e�iente.Diha estrutura, que llamamos representai�on por semi ret��ulo, juega un papel similaral de los �arboles de probabilidad a la hora de desarrollar un algoritmo de muestreo porimportania para Teor��a de la Evidenia.Con ese algoritmo aproximado para funiones masa, tratamos de expresar la gene-ralidad de los m�etodos desarrollados para probabilidades.En uanto a las l��neas a seguir en un futuro, debemos onsiderar que los m�etodosestudiados en esta memoria siempre ser�an suseptibles de mejora. No en vano, tenemosque reordar que el problema a resolver (la inferenia) es NP-duro, on lo que nuestrosm�etodos, que son exponeniales, nuna resolver�an todos los posibles ejemplos. Comoposibles l��neas de trabajo, adem�as de las itadas en ada uno de los ap��tulos, podr��amosse~nalar:1. Generalizai�on de los m�etodos de preomputai�on aproximada a otros formalis-mos. Al igual que se han extendido en esta memoria para Teor��a de la Evidenia,pensamos que estos m�etodos, iniialmente pensados para probabilidades, puedenser apliables a otros formalismos omo los intervalos de probabilidad, e inlusopodr��an generalizarse a un nivel m�as abstrato.2. Estudio de nuevos riterios para aproximai�on de poteniales usando �arboles de



8.0. Conlusiones y L��neas Abiertas 199probabilidad, y masas usando representaiones por semi ret��ulo. Aqu�� ser�a degran ayuda el trabajo experimental.3. Apliai�on pr�atia de los m�etodos desarrollados. Pensamos que posibles proble-mas a resolver son todos aquellos que involuren un alto n�umero de variables,de manera que los �alulos exatos sean inviables. Por ejemplo, en la Universi-dad de Aalborg, han apliado t�enias de simulai�on para propagar en grafos depedigree. Problemas similares podr��an resolverse on nuestros m�etodos.
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