1°ITIS Matematica discreta Relacion 5

RETICULOS Y ALGEBRAS DE BOOLE

1. Sea 4={1,2,3,4,6,8,9,12,18,24} ordenado por divisibilidad. Dibujar el

diagrama de orden de A.

2. Sea X ={a,b,c}. Dibujar el diagrama de orden (inclusion) de @(X).

3. Sea §={2,4,6,12,20} ordenado por divisibilidad. Hallar elementos maximales,

minimales, maximo y minimo de S.

4. Sea T = {2,3,4,16} ordenado por divisibilidad. Hallar elementos maximales,

minimales, maximo y minimo de 7.

5. Hallar los elementos maximales y minimales del conjunto P = {2,3,5, 7,11,.. }

de nimeros naturales primos, ordenador por divisibilidad.
6. Hallar los elementos maximales y minimales del siguiente conjunto ordenado:

g

\
SN
SN

7. Sea F = {a,b,c,d,e} ordenado segun el siguiente diagrama. Hallar todos los

subconjuntos de F en los que el elemento ¢ sea minimo.

NS
\,/

8. Para el mismo conjunto ordenado del ejercicio anterior, hallar todos los
subconjuntso de F' para los que el elemento ¢ sea maximo.

9. SeaV = {a,b,c,d,e, f, g} ordenado como muestra la figura. Hallar las cotas

superiores e inferiores, supremo e infimo de X = {c,d ,e} .
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10. Sea W = {a,b,c,d e, f } ordenado como muestra la figura. Hallar las cotas

superiores e inferiores, supremo e infimo de ¥ = {b,c,d } .

11. Sea S = {O,a,b,c,d e, f, g} el conjunto ordenado que muestra la siguiente

figura, ysea L = {b,c, d } . Hallar cotas superiores e inferiores de L, asi como
sup(L) e inf(L).

12. Repetir el ejercicio anterior para los subconjuntos M = {a,e, g} y
K:{b,c,f,g}.

13. Sea E = {2, 4,6,8,.. } el conjunto de naturales pares, ordenado por divisibilidad.
(Se trata de un conjunto bien ordenado?

14. Sea el reticulo D(m) de los divisores del natural m, con las operaciones:
avb= m.c.m.{a,b} =la,b]ly anb= m.c.d.{a,b} =(a,b)
Dibujar el diagrama de orden para m = 36.

15. (Cuadles de los siguientes conjuntos ordenados son reticulos?
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16. Determinar cudles de los siguientes conjuntos es reticulo respecto de la
divisibilidad: 4 = {2,3,4,12} , B= {1, 2,3,9,18} yC= {1, 3, 4,9} .

17. Sea P = {a,b,c,d ,e} el conjunto ordenado cuyo diagrama se muestra a

continuacion. (Es P un reticulo? Hallar dos subconjuntos de P que sean reticulos

con el orden inducido.
d ><
b

N,

e

c

18. Sea el reticulo L que se muestra a continuacion. Determinar cuales de los
siguientes subconjuntos son subreticulos de L: L, ={x,a,b,y}, L, ={x,a,e,y},

L, :{a,c,d,y} y L :{x,c,d,y}.
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19. Sea el reticulo D = {v, w, X, y,z} representado a continuacion. Hallar todos los

subreticulos de K con tres o mas elementos.
z

S

1%

é\x

20. Razonar si son o no isomorfos los dos reticulos siguientes:

21. Se considera el siguiente reticulo:

d
c

7N

a b

.,

a) (Qué elementos no nulos son disyuntivamente irreducibles?

b) (Qué elementos son atomos?

c) (Cuales de los siguientes son subreticulos de L?
Li={0,a,b,1};L,=1{0,a,e,1} ;Ls={a,c,d, 1} ;Ls=1{0,¢c,d, 1}
d) (Es L distributivo?

e) Encontrar, si existen, los complementarios de los elementos a, b, y c.
f) (Es L un reticulo complementado?
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22. Se considera el siguiente reticulo:
i
N\
SN
N,/

d

a) Encontrar los elementos disyuntivamente irreducibles no nulos y los
atomos de L.

b) (Es L distributivo?

c) (Es L complementado?

23. Se considera el reticulo representado por el siguiente diagrama:

1

\

/ /N

b
|
0

a) Encontrar todos sus subreticulos con cinco elementos.

b) Encontrar todos sus atomos y sus elementos disyuntivamente
irreducibles.

¢) Encontrar, si existen, los complementos de a y b.

d) (Es L distributivo?

e) (Es L complementado?

24. Dado el siguiente reticulo, hallar todos sus elementos disyuntivamente
irreducibles:
1

VA
N/

25. Sea el reticulo L representado por el siguiente diagrama:
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a) Encontrar todos los elementos disyuntivamente irreducibles.

b) Encontrar todos los 4tomos.

c) Encontrar, si existen, los complementos de a y b.

d) Expresar cada elemento x de L como disyuncion irredundante de
elementos disyuntivamente irreducibles.

e) (Es L distributivo?

f) ¢(Es L complementado?

26. Se considera el reticulo D(60) de los divisores naturales de 60, ordenado por la
relacion de divisibilidad.
a) (Qué elementos son disyuntivamente irreducibles?
b) (Qué elementos son atomos?
c) Encontrar, si existen, los complementos de 2 y 10.
d) Expresar cada nimero x como disyuncion irredundante de un numero
minimo de elementos disyuntivamente irreducibles.

60

N,
|
=

27. Considerar el reticulo de los enteros positivos ordenados por la relacion de
divisibilidad.
a) (Qué elementos son disyuntivamente irreducibles?
b) (Qué elementos son atomos?

/
%

3
1

28. Hallar los atomos de los siguientes reticulos:
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N\ ;
NS
\ N

1 1

29. Demostrar que el reticulo D(m) de los divisores naturales de m es un algebra de
Boole si m es libre de cuadrados (todos sus divisores primos son distintos). /Es
cierto el reciproco?

30. Considerar el algebra de Boole D(210).
a) Enumerar sus elementos y dibujar su diagrama.
b) Encontrar el conjunto 4 de atomos.
c) Encontrar dos subalgebras con ocho elementos.
d) (EsX={1,2,6,120} un subreticulo de D(210)? ;Es una subéalgebra?
e) (EsY={1,2, 3,6} unsubreticulo de D(210)? ;Es una subalgebra?
f) Hallar el nimero de subalgebras de D(210).

31. Considerar el algebra de Boole D(110).
a) Enumerar sus elementos y dibujar su diagrama.
b) Hallar todas sus subalgebras.
c) Hallar el conjunto 4 de atomos de D(110).
d) Establecer el isomorfismo candnico existente entre D(110) y P(A).

32. {Qué elementos de P(X) son atomos? ;Cuales son disyuntivamente
irreducibles?

33. Utilizar el siguiente reticulo para probar que, en un reticulo, la descomposicion
de un elemento como disyuncion irredundante de elementos disyuntivamente
irreducibles no es Unica:

f
N

~

34. Hallar una descomposicion irredundante y disyuntivamente irreducible del
elemento /4 del siguiente reticulo:
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/l\

\l/

35. Hallar una descomposicion irredundante y disyuntivamente irreducible del

elemento g del siguiente reticulo:
0
36. Demostrar que en un reticulo distributivo finito, todo elemento se expresa como
disyuncion irredundante de elementos disyuntivamente irreducibles, de forma unica.
37. Determinar cudles de los siguientes reticulos son no distributivos:
/ |
c \

d e

DN
/

b

N
/

a a

/ \ \
pd N4
N N
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38. Se considera el siguiente reticulo. Hallar los 4&tomos y los elementos
disyuntivamente irreducibles. ;Es distributivo?

T
>

b

N

c

/

a

39. Hallar complementos para el elemento a en el siguiente reticulo acotado:

d/l

a \ b / c
0
40. Probar que en un reticulo distributivo y acotado, si existen complementos, éstos
son unicos. Comprobarlo con el siguiente reticulo:

SN
\,/

41. Concluir que el siguiente reticulo es no distributivo, verificando que existen
elementos con mas de un complemento.

N
N
N/
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42. Sea el reticulo D(12) ={1,2,3,4,6,12} ordenado por la divisibilidad. Hallar

complementos para los elementos 4 y 6. ;Es D(12) distributivo?

12

e

4

/

w—

2

N

1

\

43. Sea D(70)={1,2,5,7,10,14,35,70} .
a) Razonar que se trata de un algebra de Boole con las operaciones:
a+b= m.c.m.{a,b} =[a,b] , a-b= m.c.d.{a,b} =(a,b) , a= 7%
b) Hallar 10+14, 10-14, 10, 35-(2+7), 35-10+14 y (2+7)-14-10
¢) Determinar si los conjuntos X ={1,5,10,70} e ¥ ={1,2,35,70} son
subalgebras.

44. Probar que las siguientes igualdades son equivalentes en un algebra de Boole:
a) a+b=>b
b) a-b=a
c)a+b=1
d)a-b=0

45. Encontrar todas las subalgebras de D(210).

46. Transformar las siguientes expresiones booleanas en sumas de productos
completas, utilizando las propiedades de algebra de Boole:

a) F(x,y,2)=xyz

b) Fy(x,y,2)=z(X+y)+¥

0) Fy(x,y,2)=(T+y)+X

d) F,(x,y,2) = x(xy + Xy + 3z)
e) Fy(x,y,2) = (x+y)(x)

f) Fo(x,,2) = y(z+yz)

g) F(x,p,2)=x(xy+Y+Xy)

47. Escribir cada una de las siguientes expresiones del algebra de Boole P(.X)
como uniodn de intersecciones completa:

a) F(4,8,C)=(4UB)n(CuUB)
b) G(4,B,C) :(m)m(m)

48. Dada la expresion booleana E(x,y,z) =Xy +Xx)z +X)z , probar;
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a) E+xz=E
b) x+E#FE
c)z+E#E

49. Calcular las tablas de valores para las siguientes funciones booleanas:
a) F(x,y)=xy
b) F(x,y,z)=xy+Z
¢) F(x,7,2) =7 +(xyz)
d) F(x,y,z)=x(yz+yZ7)
e) F(x,y,z)=Xy+)z
f) F(x,y,2) = xyz + (xy2)
g) F(x,y,z)=y(xz+Xz2)

50. Calcular, en caso de que existan, los valores de la variable x que satisfacen las
siguientes ecuaciones:
a) x-1=0
b) x+x=0
c) x-1=x
d) x-x=1

51. {Qué valores de las variables booleanas x e y satisfacen la igualdad xy =x+y?
52. Demostrar que Xy + )z + Xz =Xy +yz+xz .

53. El operador XOR, representado por el simbolo @ se define asi: 1®1=0,
1©0=1, 0®1=1y 0®0=0. Demostrar que se verifican las relaciones:

a) x®y = (x+y)p)
b) x®y=(y)+ ()

54. Probar la veracidad o falsedad de las siguientes relaciones:
a) x®y=y®x
b) x®(yPz)=(xDy)Dz
) x+(y®@z)=(x+y)®D(x+2)
d) x@(y+2)=(xDy)+(xD2z)

55. Encontrar las fromas normales conjuntiva y disyuntiva para cada una de las
funciones dadas por la siguiente tabla:

x |y |z |F |G |H |I
I {1 |1 O (O |O |O
I (1 (0 |0 |1 |0 |1
1 {0 |1 |1 (O |0 |O
1 {0 [0 |O O |O |O
O |1 |1 |0 |0 |O |1
0O |1 |0 |O |1 1 1
0 |0 |1 |O (O |1 |0
0 |0 |0 |O |O |1 1
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56. Hallar la forma normal disyuntiva de la funcion F(x, y,z)=(x+ )z :

a) utilizando las propiedades del 4lgebra de Boole.
b) a partir de la tabla de valores.

57. Demostrar que tanto {+,_} como {-,_} son conjuntos de operadores

funcionalmente completos (toda funcion booleana se puede representar
utilizando exclusivamente dichos operadores), mientras que {+, } no lo es.

58. Demostrar que el operador NAND, representado por T, y definido como sigue,
es en si mismo, un conjunto funcionalmente completo:

1T1=0,1%0=0%T1=0T0=1
(probar que x=xTx y(xy:(xTy)T(xTy) 0 x+y:(xTx)T(yTy)))

59. Demostrar que el operador NOR, representado por ¥ , y definido como sigue, es
en si mismo, un conjunto funcionalmente completo:

0L0=1,1l0=0l1=141=0
(probar que X =x4x y(xy=xi I () 6 x+y=x I I xdy))
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