3. Polinomios.

Sea R un anillo cualquiera. Un polinomio sobre R es una expresion
de la forma

f(x) = Zaixi =ag+ar+ -+ az”
1=0
donde n es un entero no negativo, los coeficientes a;,0 < i < n, son
elementos de R, y x es la ideterminda sobre R.
Dos polinomios f(z) = Y.I jaix'y g(z) = >.! bz’ sobre R son
iguales si a; = b; para 0 < i < n. Definimos la suma de f(z) y g(x)
como

n

f(x)+g(x) = (ai+b)z'

i=0
Si f(z)=>"" aix’y g(z) =", bz' definimos el producto como

n+m
flz)g(x) = Z crx”, donde ¢ = Z a;b;
k=0 i+j=k

0<i<nO0<j<m

Con estas operaciones, los polinomios sobre R es un anillo al cual
llamaremos el anillo de polinomios sobre Ry |0 notaremos por R|x].

El cero en R[z] es el polinomio con todos sus coeficientes nulos y lo
representaremos por 0.

Si f(x) = fo+ fir + ... fnx™ es un polinomio sobre Ry f,, # 0,
entonces m es llamado el grado de f(x), y a f,, se le llama el lider del
polinomio. Si f,, = 1, entonces decimos que el polinomio es moanico.



Teorema 3.25 Sea f, g € R[z|. Entonces

gr(f +g) < max(gr(f), gr(g))

gr(fg) < gr(f)+gr(g)
Si R es un dominio de integridad, entonces

gr(fg) = gr(f) + gr(g)
Teorema 3.26 1. R[z| es un anillo conmutativo si y solo si lo es R.
2. R|x| es un anillo con identidad si y solo si R posee identidad.

3. R[z] es un dominio de integridad si y solo si R es un dominio de
integridad.

Sea F un cuerpo. Un polinomio b(z) es divisible por d(z) y d(x) es un
factor de b(x) si existe un ¢(z) tal que b(x) = g(x)d(x). Sid(x) es un
factor de b(x), entonces cd(x) también es un factor para ¢ # 0 € F.
Las unidades de F[x] son los divisores del polinomio 1 que son todos
los elementos no nulos de F.

Teorema 3.27 Sea g # 0 un polinomio en F[x|. Entonces para todo
f € F[x]| existen dos polinomios q,r € F|x| tal que

f =4qg+r, donde gr(r) < gr(g)

El hecho de que F[x] permita un algoritmo de divisién, implica que
todo ideal de F[x]| es principal.

Teorema 3.28 F[x| es un dominio de ideales principales y cualquier
ideal J € F|x] es generado por un unico polinomio monico de menor
grado de J.



Teorema 3.29 Sean f1, fo, ..., f, € F[x]| con alguno de ellos no nulos.
Entonces existe un unico polinomio monico d € F[x| con las sigu-
ientes propiedades:

1. d divide a cada f;,1 < j <n.

2. Cualquier polinomio c € F[x| que divida a f;,1 < j < n, divide a d.
Es mas, d se puede expresar como

d="bifit -+ baf

conby, ... b, € Flx|.

Sean f, g € F[x], el maximo comun divisor se puede obtener gracias
al algoritmo de Euclides de la siguiente forma:

f=qg+m 0 <gr(r) <gr(g)
g = qor1 + 79 0 < gr(ry) < gr(ry)

7L =(q3ry + T3 0 < gr(rs) < gr(ry)

I's—2 = {2Ts—1 + T2 0 S gr(rs) < 97“(7“3—1)
T's—1 = {gs+17s

donde ¢1,...,qs:11,71,-..,7s € F[x]. El maximo comun divisor viene
dado por
med(f,g) = b,

donde b es el coeficiente lider de r,

Teorema 3.30 Sean fi, f>,..., f, € F[x] con alguno de ellos no nu-
los. Entonces existe un unico polinomio monico m € F[x| con las
siguientes propiedades:

1. m es multiplo de cada f;,1 < j < n.

2. Cualquier polinomio b € F[x| mdltiplo f;,1 < j < n, es un multiplo
de m.

Ademas,
a”'fg = mem(f, g)med(f, g)
donde a es el coeficiente lider de fg.



Algoritmo de Euclides Extendido

1V

gﬂf) Jll, po(x) # 0, m = gr(pi(z))

n; J un cuerpo
)

1. [Inicio ] [po( ), p
2. [Ciclo ] D

()]
190(2), g1(x)] = |g1(z), go(z) — g1(z)q(z)]
fo(z), fi(2)] = [fi(z), fo(z) — fi(z)q(@)]
3.[Salida ] Return [ph<$),g($), f(ZL’)] = po(il? 1 90 ZL’), fO(:U)]
Ejemplo 9:
Sea py(r) = 7x° +42° + 22 + 1y po(z) = 52 + 2 sobre el cuerpo Zy;

lteracion  ¢(x) po(x) p1(x) go(x)  aqi(x) fo(z) fi(z)
0 Tad + 425 + 22+ 1 52° +2 1 0 0 1
1 8z2 43 5% 42 622 4+ 2z + 6 0 1 1 322 48
2 102 + 4 62722 + 6 9 1 z+7 322 + 8 323 4+ 10z + 8z 4 2
3 847 9x 6 47 32248 323 4+1022+8x+2 9zt + 422+ 32+ 10
4 T 6 0 322 +8 - 9z + 422 + 3z + 10 -



Definicion 3.31 Un polinomio p € F[x]| es irreducible sobre F si p
tiene grado positivo y sip = bc con b, c € F[x| implica que b o c es una
constante.

Lema 3.32 Si un polinomio irreducible p € F[x]| divide al producto
fi... fm de polinomios en F|x|, entonces como minimo un factor f;
es divisible por p.

Teorema 3.33 (Factorizacion Unica) Cualquier polinomio f € F[x]
de grado positivo se puede expresar como

&
f=api'...p}
cona € F ypy,...,pr € F[x] son polinomios monicos irreducibles
distintos y e1, ..., e enteros positivos. Ademas, dicha factorizacion
es unica.

Teorema 3.34 Para todo f € F[x|, el anillo cociente F|x|/(f) es un
cuerpo si y solo si f es irreducible sobre F.

Definicion 3.35 Dos polinomios g(z), h(x) en F,[z], se dicen que son
congruentes modulo f(x), y se denota por

g(:l?) =f(x) h(:lf)
si y solo si g(x) — h(x) es divisible por f(z).



Ejemplo 10:
1. Sea f(z) = x € Fo[x]. Entonces F,[x|/(x) = {[0], [1]}.

2.Sea f(z) = 22+ 2+ 1 € Folx|/(f). Entonces Fylx|/(f) =
{lo], (1], [x], [x + 1]} y la tabla de operaciones viene dado por

AR I (% A £ B o B U |
e () £ eI
Ao lz+1 e
N I (R I
ez +1 2] 1] (0]
< oy [ fe] fr ]
o o] o] [o] [0
L T e
<l 0 ]z (1
e +110] 1] 1) (2]

Definicion 3.36 Un elemento b € F es una raiz de f € F[x| si f(b) =
0.

Teorema 3.37 Un elemento b € F[x] es una raiz de f € F[x] si y solo
sixz — b divide a f(z).

Definicion 3.38 Sea b € F una raiz de f € F[x]. Si k es un entero
positivo tal que f(x) es divisible por (x — b)* pero no por(x — b)*"!, en-
fonces llamamos a k la multiplicidad de b. Si k = 1 enfonces decimos
que b es de multiplicidad simple.

Teorema 3.39 Un elemento b € ¥ es una raiz multiple de f € F si y
solosiesraizde f y f'.

Teorema 3.40 E/ polinomio f € F[x] de grado 2 o 3 es irreducible en
F[x] si y solo si no posee raices en F|x]



Congruencias mddulo un polinomio p(x) € F[x] verifican las mismas
propiedades que para enteros. Por ejemplo:

1. Si f =, g, entonces fk =, kg.
2.S1 fi=n g1 Y fo=m g2, €NtONCES fi + 91 = 91 + 92 Y f191 =m 9192
3.Sif=,9Y 9=, hentonces f =, h.

Teorema 3.41 (Resto Chino) Sea F un cuerpo y
ai1(x),as(x), ..., an(x), mi(x), mo(x),...,m,(x) € F[x|, tal que m;(x)
y m;(x) sean coprimos . Entonces existe un f(x) € F|x| tal que

f(@) Sy () a1(@)

f(:l?) =ma(z aQ(m)

f(z) Em;@) a, ()

Si fix), f2(x) son dos soluciones, entonces fi(x) =y folx) con
M(z) = [Tmi(z)

Las formulas para el algoritmo del resto chinoparai=1,...,n

(
bi ZIZ’) = bi_l(CE‘> + w; ZL’)MZ(CU)

Ejemplo 11:
f(x)=p., 2y f(x) =2, 1 €N Zs[z| poseen la tabla
r x4z 1 1 —

1 224241 2242 1 142 28



Calculo de polinomios irreducibles en Z,[z]

Definicion 3.42 Seam € Z*. La funcion de Mobiuis se define por

1,sim=1
u(m) =< 0,sim es divisible por el cuadrado de un primo
(—1)%, sim es el producto de k primos diferentes

Ejemplo 12:

10
1

ml2 3456 7 8
0

9
\1—1—10—11—1 0

El nimero de polinomios monicos irreducibles de grado m en Z,[x]
para p primo viene dado por

Nyfm) = 3" ()"
dlm

La probabilidad de que un polinomio aleatorio moénico sea irreducible
es aproximandamente 1/m.

Teorema 3.43 Seap unprimoyk € Z+*

1. El producto de todos los polinomios monicos irreducibles en Z,| x|

de grado un divisor de k es igual a
o —

2. Sea f(x) un polinomio de grado m en Z,|x]. Entonces f(x) es
irreducible sobre Z,|z] si y solo si

mcd(f(a:),:z:pi —x)=1VWi, 1<i< L%J
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Test Irreducibilidad

Entrada: Un primo p y un polinomio moénico de grado m € Z,|x]
Salida: Respuesta a, ¢ es f(x) irreducible en Z,[z] ?.
1. u(x) ==z
2.Fori=1to [%] do
2.1 u(x) = u(z)’ mod f(x)
2.2 d(z) :=mcd(f(x),u(r) — x)
2.3 if d(x) # 1 then Return("Reducible”)
3. Return(”lrreducible”)

Generacion de un polinomio irreducible ménico de grado m

Entrada: Unprimopyunme Z*
Salida: f(x) monico irreducible de grado m en Z,)|x]
1. Generar ag,ay,...,a,—; de forma aleatoria con 0 <
a; <p—1yay+#0
2. f(x) = ap+ a1 + asx® + -+ + a1 ™ " + 2™
3. Testear si f(z) es irreducible
3.1 Si f(z) es irreducible Return(f(z))
3.2 Si f(x) no esirreducible ira 1.
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