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1 Introduccion

La teoria de codlgebras y algebras de Hopf ha acaparado la atencién de gran parte
de la comunidad matemética desde que Drinfel’d la relacionara con la fisica a través
de los grupos cudnticos. Algunos invariantes para estas nuevas estructuras han sido
propuestos en [2], [6], [13], [14]. Nosotros estamos interesados en el grupo de Brauer y
de Picard de una codlgebra, que son construidos a partir de la teoria de Morita para
codlgebras desarrollada en [12] y [5]. En esta comunicacién exponemos los resultados
obtenidos en [3] sobre el grupo de Brauer e intentamos dar una breve idea de los
argumentos usados en la demostraciéon de los mismos. El objetivo principal es estu-
diar qué equivalencias entre categorias de comddulos son inducidas por equivalencias
sobre la categoria de médulos sobre las dlgebras duales. La técnica para abordar este
problema es considerar la categoria de comédulos como la clase pretorsiéon heredi-
taria asociada a la topologia lineal de los ideales cofinitos y cerrados en las dlgebras
duales. El teorema 8 da una respuesta parcial a este problema. Como aplicacién de
este resultado resolvemos las preguntas formuladas en [13] sobre el grupo de Brauer.
En concreto, probamos que para una codlgebra coconmutativa e irreducible C, el
homomorfismo dualidad (—)* : Br(C) — Br(C*),[D] — [D*] es inyectivo. Como
consecuencia inmediata Br(C) es un grupo torsién. También demostramos que el
homomorfismo i, : Br(C) — Br(Cp) inducido por la inclusién del corradical Cp en
C es inyectivo. Finalmente estudiamos algunas condiciones suficientes para que estas
aplicaciones sean isomorfismos.

2 Notacion y preliminares

Los libros de referencia basicos sobre codlgebras son [1] y [11]. Para la definicién de
dlgebra de Azumaya, la construccién del grupo de Brauer de un anillo conmutativo,
y sus propiedades referimos al lector a [7]. A lo largo de este articulo k denotard
un cuerpo, todos los espacios vectoriales, dlgebras, codlgebras, productos tensores,
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etc serdn sobre k a menos que se diga otra cosa. La notacién y los preliminares
requeridos son los de [3]. Para una codlgebra C, la categoria de C-comdédulos a derecha
es denotada por M®. Dada un &algebra A, su categoria de médulos a izquierda se
denota por g M.

Uno de los resultados importantes en la teoria de codlgebras es la caracterizacion
de las equivalencias entre categorias de comédulos obtenida por M. Takeuchi en [12].
Estas se caracterizan a través del producto cotensor, el funtor co-hom, y los comédulos
quasi-finitos. Esta teoria de equivalencias para coalgebras, en cierto modo dual a la de
Morita para anillos, es bastante diferente de aquella ya que requiere a menudo de las
condiciones de finitud de la categoria de comédulos. También es menos manejable por
la compleja definicién del funtor co-hom y la codlgebra de co-endomorfismos. Existe
otra aproximacién, mas intuitiva, dada por B. I-Peng Lin en [5] que estudia un tipo
particular de equivalencias. Es bien conocido que la categoria de comédulos M se
puede ver como una subcategoria plena de ¢+« M a través de los médulos racionales.
En [5] se estudian qué equivalencias entre las categorias de médulos inducen equiva-
lencias entre las categorias de comdédulos.

Se dice que M € MY es un ingenerador si es un cogenerador inyectivo finitamente
cogenerado. Dos codlgebras C'y D son llamadas fuertemente equivalentes si M es
equivalente a MP via f: MY = MP, g: MP — MY, f(C) es un ingenerador en
MP y g(D) es un ingenerador en M.

Teorema 1 [5, Th. 5] Sean C' y D codlgebras.
a) Si C es fuertemente equivalente a D via f : M® — MP y g: MP - M,
entonces o~ M es equivalente a p+ M a través de los funtores

F(=)=pPl ®c+ —:cxM = p«M,
G(-) = c=Q%H. ®p — : pM = = M.

donde P = g(D) y Q = f(C). Ademds, f y g son naturalmente isomorfos a F y G
respectivamente.

b) Si o+ M es equivalente a p«M wvia los funtores F': cxM — p«M, G : px M —
o+ M tal que F(MS) C MP y G(MP) C M, entonces C es fuertemente equivalente
aD.

Es interesante estudiar qué equivalencias verifican la condicién b), y por tanto,
inducen una equivalencia fuerte entre las coalgebras. En [3] estudiamos algunas equi-
valencias que verifican esta propiedad. La idea clave para construir tales equivalencias
es ver la categorfa de comédulos M® como la clase pretorsién hereditaria asociada
a la topologia lineal de los ideales cofinitos y cerrados en C*. Por ello planteamos el
problema en un ambiente méas general con clases pretorsién hereditarias y topologias
lineales.

3 Equivalencias y clases pretorsién hereditarias

Para la definicién de topologia lineal, clases pretorsién hereditarias, y demds nociones
usadas en esta seccién referimos al lector a [10].
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Definicién 2 Sea R un anillo y F una topologia lineal a izquierda sobre R. Se dice

que F es simétrica si para cada I € F existe un ideal bilatero J en R tal que J C I
yJeF.

Proposiciéon 3 Sea R un anillo conmutativo y A una R-dlgebra. Supongamos que
T es una topologia lineal sobre R, y F es una topologia lineal simétrica sobre A.
Entonces:

i) La familia TA ={J < 4A: 1A C J para algin I € T} es una topologia lineal
simétrica sobre A.

it) La familia FNR={J < R:INR CJ para algin ideal bildtero I € F} es una
topologia lineal sobre R.

Supongamos que A es una R-dlgebra de Azumaya. Debido a la correspondencia
biyectiva entre ideales bildteros de A e ideales de R, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4 Si T es una topologia lineal sobre R y F una topologia lineal simétrica
sobre A, entonces T = (TA)NR y F = (F N R)A. Por tanto, existe una corre-
spondencia biyectiva entre topologias lineales sobre R y topologias simétricas sobre

A.

Sean A, B dos R-algebras. Dados M,N € aM, Homa(M,N) es un R-médulo.
Una una equivalencia sobre R, es una equivalencia, F' : 4 M — gM, verificando que
el isomorfismo inducido Hom4(M,N) — Homp(F(M),F(N)) es R-lineal. Se dice
que A y B son equivalentes Morita sobre R.

Teorema 5 Sea T una topologia lineal sobre R. Consideremos C4 and Cg las clases
pretorsion hereditarias asociadas a las topologias inducidas TA,TB sobre A y B
respectivamente. Entonces, toda equivalencia sobre R entre 4M y pM induce por
restriccion una equivalencia entre C4 y Cp.

Demostracion: Sean F : M - pM y G : pM — 4 M las equivalencias inversas
sobre R. Por los teoremas de Morita, existen bimédulos g P4 y 4@ B, centralizados por
R, tal que F(—) 2 gPy®4 —, y G(—) = 4Qp ®p —. Veamos que F(C4) C Cp.
Sea M € Ca y x € F(M), entonces existen elementos p; € P,m; € M tal que
z =31 pi®m;. Como M € Ca, Anna(m;) € TA para todo i = 1,...,n. Luego,
N, Anna(m;) € TA. Sea I un ideal de R tal que I € T e TA C N, Anna(m;).
Consideremos el ideal IB en B, y sea y € IB. Entonces y = Z;nzl y;b; con y; €
I,b; € B. Ahora,

yor = (00 yiby) (i pi@ms) = YT SO bjyip @ my
=YL Y bipiy; @ my = 3000, YL bipi @ yjm; =0,

donde hemos usado que P estd centralizado por R, que y; € I C R, y que I C
N, Anna(m;). Por tanto, IB C Anng(z) y asi Anng(z) € TB. Esto prueba que
F(Ca) C Cp- Simétricamente se prueba que G(Cg) C C4. Concluimos pues que C4 y
Cp son equivalentes. [ |
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4 Aplicaciones a comoédulos

Sea C una codlgebra y C* su algebra dual. Se dice que un ideal a izquierda I de C*
es cofinito si C*/I es de dimensién finita, y cerrado si existe un espacio W C C tal
que I = W) El conjunto de los ideales a izquierda de C* cofinitos y cerrados,
denotado por Fc, es una topologia lineal a izquierda sobre C*. Considerando M
embebido en ¢« M a través de los médulos racionales, tenemos que

MC ={M € c- M : Annc.(m) € Fo Ym € M}.
Proposiciéon 6 F¢ es una topologia lineal simétrica.

Demostracion: Sea I € F¢, entonces existe un subespacio W de C' de dimensién finita
tal que I = W) Sea E la subcodlgebra generada por W, que es de dimensién
finita, en virtud del teorema fundamental de codlgebras. El espacio J = E1+(C7) es
un ideal bildtero que pertenece a F¢ y contenido en I. [ |

Lema 7 Sea C una codlgebra coconmutativa e irreducible, y D una C-codlgebra de
Azumaya. Entonces Fo = Fp NC*.

En adelante, C siempre denotara una codlgebra coconmutativa. Sean D y E dos
C-codlgebras equivalentes Morita-Takeuchi. Sea F : MP — M¥ uno de los funtores
que da la equivalencia. Por el teorema de Takeuchi sabemos que F' es representable
como el producto cotensor por un cierto (D, E)-bicomédulo M. Diremos que F' es
una equivalencia sobre C' si M es un bicomddulo sobre C. D y E serdn llamadas
coalgebras equivalentes Morita- Takeuchi sobre C.

Teorema 8 Sea C' una codlgebra coconmutativa e irreducible, y D, E dos C-codlge-
bras de Azumaya. Entonces, D* y E* son equivalentes Morita sobre C* si y sdlo si
D y E son equivalentes Morita- Takeuchi sobre C.

Demostracion: (Esquema) Consideremos las topologias F¢, Fp, Fg sobre C*, D* y
E* respectivamente. Por la Proposicién 6 sabemos que todas ellas son simétricas. Las
clases pretorsién hereditarias asociadas a Fp y Fg son MP y M¥F respectivamente.
Porel Lema 7, Fo = FpNC* = FgNC*. Como C es irreducible, las dlgebras duales
D* y E* son algebras de Azumaya sobre C*, por [13, Prop. 4.10 (4)]. El corolario
4 establece que FocD* = (Fp N C*)D* = Fp, y FcE* = (FE N C*E* = Fg.
Luego, las clases pretorsién hereditarias asociadas a FocD* y FoE* son MP y MP
respectivamente. Si p- M y g+ M son equivalentes Morita sobre C*, el Teorema 5
nos dice que MP y M¥ son equivalentes. La segunda parte de la demostracién, mas
técnica, consiste en demostrar que esta equivalencia es sobre C. |

Es posible dar otra aplicacién del Teorema 5 para obtener equivalencias entre las
categorias de comdédulos sobre codlgebras que sean duales finitos de algebras. Sea A
un algebra, el dual finito de A,

A® = {f € A* : Ker(f) contiene un ideal cofinito},
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es una codlgebra, [11, Prop. 6.0.2]. La categoria de comédulos MA” es isomorfa a la
categoria de A-médulos a izquierda localmente finitos, [1, p. 125]. La topologia lineal
a izquierda sobre A asociada a M4 es la familia de todos los ideales a izquierda
cofinitos de A, que denotaremos por 74.

Proposicion 9 T4 es una topologia lineal simétrica.

Teorema 10 Sea R un dlgebra conmutativa, y A, B dos R-dlgebras de Azumaya. Si
A y B son equivalentes Morita sobre R, entonces A° y BY son equivalentes Morita-
Takeuchi.

5 El grupo de Brauer de una coalgebra coconmuta-
tiva

Sea B(C') el conjunto de clases de isomorfia de C-coélgebras de Azumaya. El grupo de
Brauer de C, denotado por Br(C), fue construido en [13] definiendo una relacién de
equivalencia en B(C). Se dice que dos C-codlgebras D, E € B(C) son equivalentes,
denotado por E ~ D, si D y E son equivalentes Morita-Takeuchi sobre C. El grupo
cociente Br(C) = B(C)/ ~ es un grupo abeliano con la multiplicacién inducida por
el producto cotensor, [D][E] = [DO¢E], el elemento neutro es [C], y el inverso de
[E] es [E°P]. Una aplicacién de codlgebras coconmutativas n : C' — C' induce un
homomorfismo de grupos 7. : Br(C) — Br(C") definido como 7. ([E]) = [EOcC']
para todo [E] € Br(C).

Cuando C' es de dimensién finita, Br(C) es isomorfo al grupo de Brauer del dlgebra
dual mediante la aplicacién dualidad (—)* : Br(C) — Br(C*),[D] — [D*]. Toda
coalgebra coconmutativa C' descompone como suma directa de subcodlgebras irre-
ducibles, digamos C' = ®©;e;C;. El grupo de Brauer verifica que Br(C) = [[,.; Br(C5).
De esta descomposicién en producto tenemos las dos siguientes consecuencias:

1) A diferencia del grupo de Brauer de un anillo conmutativo, el grupo de Brauer
de una codlgebra coconmutativa no es necesariamente un grupo torsion. Sea @ el
cuerpo de los numeros racionales, y C = @, @ la codlgebra group-like indizada en
los niimeros naturales. Entonces Br(C) = [, v Br(@). Este no es un grupo torsién
ya que para cada n € IN podemos encontrar un elemento de orden n en Br({).

2) Para calcular el grupo de Brauer de una codlgebra coconmutativa es suficiente
calcular el grupo de Brauer de codlgebras coconmutativas irreducibles. Si C' es una
codlgebra de este tipo, entonces la aplicacién dualidad (=)* : Br(C) — Br(C*),[D] —
[D*] es un homomorfismo de grupos.

Las siguientes preguntas quedaron abiertas en [13].

Cl1.- ;Es el grupo de Brauer de una codlgebra coconmutativa irreducible un grupo
torsién?

C2.- ;Es la aplicacién dualidad (—)* : Br(C) — Br(C*) inyectiva para cualquier
codlgebra coconmutativa irreducible C?, ; Cudndo es un isomorfismo?
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C3.- Problema de Auslander para codlgebras: Sea C una codlgebra coconmutativa
e irreducible y consideremos i : Cy — C' la inclusién del corradical en C'. Entonces
i induce un homomorfismo en los grupos de Brauer i, : Br(C) — Br(Cp). ;Es esta
aplicacién inyectiva?

Como aplicacién del Teorema 8 podemos responder afirmativamente a la cuestién

C1l.

Teorema 11 Para una codlgebra coconmutativa e irreducible C, el homomorfismo
dualidad (—)* : Br(C) — Br(C*) es inyectivo.

Demostracion: Sean [D], [E] € Br(C) tal que [D*] = [E*] en Br(C*). Entonces D* y
E* son algebras de Azumaya equivalentes Morita sobre C*. El Teorema 8 nos da que
D y FE son equivalentes Morita-Takeuchi sobre C. Por tanto, [D] = [E] en Br(C). B

Como el grupo de Brauer de un anillo conmutativo es siempre un grupo torsién ([7,
Th. 12.9]), obtenemos:

Corolario 12 El grupo de Brauer de una codlgebra coconmutativa e irreducible es un
grupo torsion.

Usando el Teorema 11, también se puede dar una respuesta afirmativa a la pregunta
C3. Los ingredientes fundamentales para demostrar esto, ademds del anterior teore-
ma, son que las dlgebras duales de codlgebras tienen la propiedad de levantamiento
de idempotentes, y el siguiente lema.

Lema 13 [4, Lem. 1] Sea R un anillo conmutativo local con ideal maximal J y A una
R-dlgebra de Azumaya. Supongamos que se pueden levantar idempotentes de A/JA
a A. Si A®p R/J = My, (R), entonces A = M,,(R).

Lema 14 [8, Prop. 2.2.2] Sea E una codlgebra y D una subcodlgebra tal que Ey C D.
Si €* es un idempotente en E* /D>, entonces eviste un idempotente e* € E* tal que
e se aplica en € mediante la proyeccion candnica.

Teorema 15 Sea C' una codlgebra coconmutativa e irreducible con corradical Co. El
homomorfismo i. : Br(C) — Br(Cy), inducido por la inclusion i : Cy — C, es
inyectivo.

Demostracion: (Esquema) El algebra dual C* es local ya que C es irreducible. Su
radical de Jacobson es J = C’d‘(c*). La proyeccién canénica p : C* — C*/.J se
identifica con la aplicacién dual de la inclusién ¢ : Cy — C ya que C*/J = Cf.
La proyeccién p induce un homomorfismo en los grupos de Brauer p, : Br(C*) —
Br(C*/J),[A] = [A ®c+ C*/J]. Tenemos entonces un diagrama conmutativo:

[

Br(C) — Br(Cy)
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Mostramos que la composicién p. o (—)* es inyectiva. Sea [E] € Br(C) tal que
(p« o (=)*)([E]) = [C§] en Br(Cg). Entonces, E* ®c+ C§ = M, (C§) para algin
n € IN. Por [13, Prop. 4.10, Cor. 3.17], el corradical de E, Ey, es isomorfo a EO~C.

El radical de Jacobson de E* coincide entonces con Eé‘ ) y

E*/Ey P = By = (EOcCy)* = E* 0 Cf & My (CF).
La Proposicién 14 establece que los idempotentes pueden ser levantados de E*/ EOL (B%)
a E. Luego, E* = M,,(C*) para algin m € IN por la Proposicién 13. Esto es,
[E*] = [C*] en Br(C*). Por la inyectividad de (—)* (Teorema 11), [E] = [C] en
Br(C). Finalmente, de la conmutatividad de (1), concluimos que i. es injectiva. W

En [3] damos algunas condiciones necesarias bajo las cuales los homomorfismos
ix : Br(C) — Br(Cy) y (—)* : Br(C) — Br(C*) son isomorfismos.

Teorema 16 Sea C una codlgebra coconmutativa e irreducible con corradical Coy. En
cualquiera de los siguientes casos:

i) Co separable,

it) C coneza, i.e., Cy =k, o

iii) C correfleziva,
el homomorfismo i. : Br(C) — Br(Cy) es un isomorfismo.

De la descomposicién en producto del grupo de Brauer de cualquier codlgebra co-
conmutativa, y utilizando el anterior teorema en cada componente, podemos calcular
algunos ejemplos.

Ejemplos:

1.- El grupo de Brauer de una codlgebra coconmutativa sobre el cuerpo de los
numeros reales es isomorfo un producto directo de Z>.

2.- El grupo de Brauer de una codlgebra coconmutativa sobre un cuerpo finito o
algebraicamente cerrado es trivial.

3.- Si C es una codlgebra coconmutativa conexa. Entonces Br(C) = Br(k). En
particular, el grupo de Brauer del dlgebra universal envolvente de un dlgebra de Lie
es isomorfo al grupo de Brauer del cuerpo base.

Teorema 17 Sea C' una codlgebra coconmutativa e irreducible con corradical separa-
ble. Bajo cualquiera de las siguientes hipdtesis:

i) C* henseliano (esto ocurre, si C' es correflexiva), o

it) J = Rad(C*) es un nil-ideal (en particular, nilpotente),
el homomorfismo (—)* : Br(C') — Br(C*) es un isomorfismo. En este caso, Br(Cp) =
Br(C) = Br(C*) = Br(C}).

La condicién que Rad(C*) sea nilpotente es equivalente a que C' tenga filtracién co-
rradical finita. Ademds, si el cuerpo base es de caracteristica cero, entonces Rad(C*)
es nilpotente si y sélo si es un nil-ideal, [9, Prop. 3.4].
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