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Notación.

∅ conjunto vacio

N conjunto de los números naturales.

R conjunto de los números reales.

s+ ≡ máx{s, 0}, s− ≡ mı́n{s, 0}, con s ∈ R.

Ω conjunto abierto y acotado de R
N .

χB función caracteŕıstica del conjunto B ⊂ R
N .

|Ω|, meas Ω medida de Lebesgue del subconjunto Ω de R
N .

a.e. casi por doquier.

ξ · ζ producto escalar usual de los vectores ξ, ζ de R
N .

∇u = ( ∂u
∂x1
, ∂u

∂x2
, ..., ∂u

∂xN
) gradiente de u : Ω → R.

div u = ∂u1

∂x1
+ ∂u2

∂x2
+ ...+ ∂uN

∂xN
divergencia de u : Ω → R

N .
∂u

∂n
(x) derivada de u : Ω → R en la dirección normal exterior en el

punto x ∈ ∂Ω.

∂A frontera de un subconjunto de un espacio topológico.

A, cl{A} cierre de un subconjunto de un espacio topológico.

BR(0) bola abierta de un espacio normado, de radio R > 0 y centro

cero.

dist(A,B) distancia entre A y B, conjuntos compactos de un espacio

métrico.

⇀ convergencia débil en un espacio de Banach.

Lr(Ω) 1 ≤ r ≤ ∞ espacio de Lebesgue usual con norma ‖u‖r.

v



vi NOTACIÓN

H1
0 (Ω) espacio de Sobolev con la norma ‖u‖ = ‖∇u‖2.

2∗ exponente cŕıtico de Sobolev (2∗ = 2N
N−2

si N > 2 y 2∗ = ∞ si

N ≤ 2).

H−1(Ω) es el espacio dual de H1(Ω).

W 1,p
0 (Ω) espacios de Sobolev usuales, dotados de su norma usual.

C0(Ω) espacio de funciones continuas en Ω que se anulan en ∂Ω, dotado

con la norma ‖u‖0 = supΩ |u|.
Ck

0 (Ω) espacio usual de funciones continuas y diferenciables, dotado de

su norma usual.
◦
P interior del cono en C1

0(Ω) de funciones no negativas.

I matriz identidad, operador identidad.

M ≤ 0 (respect. M ≥ 0) la forma cuadrática inducida por la matriz

M es definida no positiva (respect. no negativa).

deg(Φ, A, a) grado de Leray-Schauder de Φ : E → E en el abierto

A ⊂ E respecto a a ∈ Φ(E) \ Φ(∂A).

i(Φ, u0) ı́ndice de la solución aislada u0 de la ecuación Φ(u) = 0.

Proy
R

: R × E → R proyeción del espacio producto R × E sobre R.



Introducción.

En la interacción constante y rećıproca entre las Matemáticas y

el resto de las Ciencias es de especial importancia el campo de las

ecuaciones diferenciales y es inmensa, desde cualquier perspectiva, la

cantidad de problemas que pueden plantearse. En la presente Memoria

pretendemos contribuir al estudio de una clase particular de problemas

de contorno eĺıpticos casi-lineales empleando técnicas de Análisis Fun-

cional No Lineal. Al mismo tiempo que probamos nuevos resultados

surgen nuevas cuestiones, la mayoŕıa está siendo aún objeto de nuestro

estudio y no todas ellas tendrán cabida en esta Memoria.

Con el fin de plantear dichos problemas consideramos Ω ⊂ R
N

un conjunto acotado con frontera ∂Ω suficientemente regular y sea

A(x, s) := (aij(x, s)), i, j = 1, . . . , N una matriz cuadrada simétrica

de tamaño N , cuyos coeficientes aij : Ω × R → R sean funciones de

Carathéodory, esto es

aij(x, s) es medible respecto a x para cada s ∈ R,

aij(x, s) es continua en s a.e. x ∈ Ω.

En ese caso, para cada función u : Ω → R medible en Ω, la función dada

por x→ aij(x, u(x)) es también medible. (Para un estudio detallado de

las principales propiedades de los operadores de Nemytskii aśı definidos

véase por ejemplo [12, 55, 76]).

vii
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Supongamos además que existen dos constantes positivas α y β

satisfaciendo, para cada (s, ξ) ∈ R × R
N y a.e. x ∈ Ω, que

|A(x, s)| ≤ β, (A1)

A(x, s)ξ · ξ ≥ α|ξ|2. (A2)

Gracias a la condición (A1) podemos considerar el operador Q de-

finido en H1
0 (Ω) como

Qu = −div(A(x, u)∇u), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Además, (A1) garantiza que, para cada w ∈ H1
0 (Ω), los coeficientes

de la matriz A(x,w) sean acotados, es decir, aij(x,w) ∈ L∞(Ω). La

hipótesis (A2) es una condición de elipticidad sobre el operador Q.

Hemos de hacer notar también que Q es monótono si, y solamente si

la matriz A no depende de la variable s (véase [38]).

Trataremos en esta Memoria diferentes problemas no lineales que

involucran al operador Q, es decir, dada una función de Carathéodory

f(x, s) consideraremos el problema de contorno con condiciones de Di-

richlet homogéneas en la frontera

Qu = f(x, u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,



 (0.1)

y lo estudiaremos para distintos tipos de funciones f . Destacamos

expĺıcitamente el carácter casi-lineal de la ecuación (0.1). De hecho

(0.1) es un problema semi-lineal si, y sólo si A(x, s) es independiente

de s. Por analoǵıa con el caso semi-lineal (A(x, s) = A(x)), de ahora

en adelante seguiremos refiriéndonos al término f como no-linealidad

de la ecuación.

En el caso semi-lineal, dependiendo del comportamiento de la no-

linealidad f , el problema (0.1) ha sido estudiado extensivamente usando
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métodos variacionales, métodos de sub y super-solución y técnicas de

bifurcación. Podemos citar varios libros y surveys donde aparecen des-

arrolladas todas estas técnicas [4, 5, 17, 44, 54, 55, 60, 90, 91, 92].

Sin embargo, si la matriz A(x, s) depende de s, el problema (0.1) no

tiene, en general, estructura variacional y no es posible usar herra-

mientas variacionales directamente. Las técnicas basadas en sub- y

super-soluciones han sido aplicadas para el estudio de (0.1) en [33].

Parece, al menos para nuestro conocimiento, que la teoŕıa de bifur-

cación no ha sido usada anteriormente para estudiar (0.1) en el caso de

no-linealidades f dependientes de un parámetro. Una de las principales

dificultades técnicas para aplicar este método funcional consiste en la

no-linealidad del operador diferencial considerado, −div(A(x, u)∇u).
De hecho, este operador no es, en general, ni homogéneo ni diferencia-

ble. Recordemos que la homogeneidad del operador diferencial subya-

cente es esencial para aplicar las técnicas de bifurcación tanto en el caso

semi-lineal, (véase [10]), como en sus extensiones casi-lineales [8, 9] pa-

ra operadores homogéneos como el p-Laplaciano ∆p ≡ div(|∇u|p−2∇u).
Aqúı, nosotros evitamos la falta de homogeneidad tomando convenien-

tes funciones test. Aśı mostramos como se puede usar teoŕıa de bi-

furcación para mejorar los resultados obtenidos con anterioridad pa-

ra el problema (0.1) ofreciendo además un análisis más completo del

conjunto de soluciones y permitiendo contemplar no-linealidades más

generales.

El primer caṕıtulo de la Memoria lo dedicaremos a describir desde

el punto de vista general del Análisis Funcional No Lineal el método de

sub y super-soluciones aśı como distintos métodos para la obtención de

continuos (conjuntos conexos y cerrados) de soluciones de ecuaciones

funcionales dependientes de un parámetro. Una introducción al Grado
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Topológico de Leray-Schauder será de utilidad a fin de fijar la notación

y propiedades fundamentales que usaremos a lo largo de la Memoria.

Recordaremos aśı mismo algunos de los resultados principales de la

Teoŕıa de Bifurcación. Concluiremos el caṕıtulo con la prueba de la

existencia de continuos de soluciones sin bifurcación, destacamos por

su novedad los Teoremas 1.9 y 1.10.

En el Caṕıtulo II consideraremos ya el problema (0.1) y precisare-

mos el concepto de solución del mismo. Probaremos además la exis-

tencia, monotońıa y compacidad del operador inverso de Q, lo cual

permitirá presentarlo como un problema en el ambiente general del

Caṕıtulo I. Para ello es necesario probar un Teorema de Comparación

que permita su extensión al caso de matrices A generales. En [33]

(véase también [32]), Artola y Boccardo prueban dicho teorema im-

poniendo además de (A1−2), la existencia de una función de Osgood

ω : R
+ → R, esto es,

ω no decreciente, ω(0) = 0,

∫

0+

ds

ω(s)
= +∞

tal que

|A(x, s) − A(x, t)| ≤ ω(|s− t|), ∀ s, t ∈ R. (A3)

Incluimos aqúı la prueba por conveniencia del lector. En muchas si-

tuaciones es interesante plantearse la existencia de solución positiva

para (0.1). Para el estudio posterior realizado en el Caṕıtulo V, con-

cluiremos el caṕıtulo probando que, modificando convenientemente la

no-linealidad el problema de la existencia de solución positiva de (0.1)

es equivalente al de existencia de solución del problema modificado.

En el Caṕıtulo III recogemos los principales resultados de Bifurca-

ción de soluciones positivas desde infinito y desde la solución trivial
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que hemos obtenido para este tipo de operadores casi-lineales (Teore-

mas 3.4 y 3.9). Para ello, consideraremos el problema (0.1) inmerso en

un problema uniparamétrico, es decir, la no-linealidad dependiente de

un parámetro, y estudiaremos el problema,

Qu = f(λ, x, u), x ∈ Ω ,

u = 0, x ∈ ∂Ω ,



 (Pλ)

donde f : R × Ω × R → R es ahora una función de Carathéodory, de

manera que para algún r > N/2, para cada conjunto acotado Λ de R

y para cada s0 > 0 existe una función positiva C(x) en Lr(Ω) tal que

|f(λ, x, s)| ≤ C(x), a.e. x ∈ Ω, ∀λ ∈ Λ, ∀ s ∈ [0, s0]. (f̃1)

Conviene recordar que en el caso semi-lineal, la sucesión diver-

gente formada por los valores propios del operador diferencial lineal

−div(A(x)∇u) juega un papel crucial en el estudio de la existencia de

solución, bajo las condiciones apropiadas sobre la no-linealidad. En

efecto, la naturaleza y dificultad de los problemas depende en gran me-

dida de la relación entre dichos valores propios y el comportamiento

asintótico de la no-linealidad. En el caso de matrices A(x, s) genera-

les, es decir, para el operador no lineal Q no podemos hablar de una

sucesión de valores propios. No obstante, en el estudio de la bifurca-

ción desde infinito que realizamos en el Caṕıtulo III veremos que, si la

matriz A verifica a.e. x ∈ Ω

ĺım
|s|→∞

A(x, s) = A∞(x), (A4)

de nuevo, es determinante la inter-relación entre el comportamiento

asintótico de la no-linealidad y los valores propios {λk} del siguiente
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problema de valores propios

−div(A∞(x)∇u) = µu x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω,



 (0.2)

De una forma totalmente análoga, estudiaremos también la bifurcaión

desde cero de soluciones positivas, siendo en este caso relevante la in-

teracción del comportamiento local de la no-linealidad para u = 0 y el

conjunto de los valores propios del problema

−div(A(x, 0)∇u) = µu x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω,





Continuaremos poniendo de manifiesto esta conexión en el desarro-

llo del Caṕıtulo IV. En el caso semi-lineal es conocido, desde el trabajo

de Dolph [62], la existencia de solución en el caso de no interacción

entre el comportamiento asintótico de la no-linealidad y el conjunto de

valores propios (véase también [55, 71, 84]). Por nuestra parte, pa-

ra cada µ 6∈ {λk / k ∈ N}, probaremos (Teorema 4.1) la existencia de

solución del problema de contorno

−div(A(x, u)∇u) = µu+ g(x, u), x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω.



 (0.3)

donde g : Ω × R → R es una función de Carathéodory satisfaciendo

ĺım
|s|→∞

g(x, s)

s
= 0, uniformemente en Ω.

El siguiente problema donde se revela el papel de la sucesión {λk}
es el de existencia de solución de (0.3) en el caso que µ = λ1. Este tipo

de problemas resonantes en infinito ha sido extensivamente estudiado

en el caso semi-lineal. Entre otros podemos citar [1, 11, 12, 19, 20,

24, 34, 45, 72, 74, 77, 85]. Respecto el caso casi-lineal cabe desta-

car los trabajos [16, 47, 48, 49, 74] para operadores similares a los
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considerados por nosotros, aśı como [6, 15, 28, 39] para el operador p-

Laplaciano. En el reciente trabajo de Arcoya-Gámez [26], se introduce

la novedad de estudiar los fenómenos resonantes a partir de condicio-

nes que determinan el lado en el que ocurre toda posible bifurcación

desde (λ1,∞). Necesariamente dichas condiciones implican la existen-

cia de una cota a priori para soluciones en el lado donde no ocurre la

bifurcación. Esta cota a priori es lo único necesario (véase [72]) para

probar la existencia de solución del problema resonante usando argu-

mentos de compacidad. En el Teorema 4.2 usamos este punto de vista

junto con los resultados de bifurcación obtenidos en el Caṕıtulo III,

para obtener existencia de solución del problema resonante bajo unas

condiciones menos restrictivas que aquellas impuestas por Chabrowski

en [48]. Concretamente, eliminamos la siguiente condición sobre los

coeficientes de la matriz A

ĺım
|s|→∞

∇xaij(x, s) = ∇aij
∞(x),

donde aij
∞(x) denota los coeficientes de la matriz A∞(x). Más aún, en

[48] el autor impone que λ1 = Λ1, donde

Λ1 = ı́nf{λ1(w) : w ∈ L2(Ω)},

y λ1(w) denota el primer valor propio asociado al problema de autova-

lores

−div(A(x,w)∇u) = µu x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω.





Nosotros sustituimos esta condición, por otra sobre el carácter de la

matriz [A(x, s) − A∞(x)], pudiendo contemplar aśı casos en los que

λ1 6= Λ1.
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Ambrosetti y Prodi estudian en [13] para el caso semi-lineal otro

tipo de interacción de la no-linealidad con el primer valor propio del

operador lineal (Laplaciano). Concretamente, entre otras condiciones

más, su hipótesis básica es la siguiente

ĺım
s→−∞

f ′(s) = f ′(−∞) < λ1 < f ′(+∞) = ĺım
s→+∞

f ′(s) < λ2;

es decir, la derivada de la no-linealidad salta (jumps, en inglés) el primer

valor propio.

A partir de este trabajo, problemas como el anterior, donde la no-

linealidad tiene derivada que salta uno o varios de los valores propios

del operador lineal, han sido exhaustivamente estudiados en el caso

semi-lineal. Podemos citar por ejemplo [3, 17, 29, 30, 35, 36, 50,

52, 55, 58, 64, 65, 73, 74, 78, 79, 86, 94]. Sin embargo, para el

caso de operadores casi-lineales la literatura no es tan amplia, quizás

debido a la aparente dificultad en obtener resultados de multiplicidad

de soluciones. En este ambiente consideramos el problema

−div(A(x, u)∇u) = f(x, u) + tϕ x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω,



 (Qt)

donde ϕ ∈ L∞(Ω) es una función positiva y f es una función de Ca-

rathéodory para la que existen funciones positivas c1(x), c2(x), f
′
±∞(x)

en Lr(Ω) (r > N/2) tales que

|f(x, s)| ≤ c1(x)|s| + c2(x), a.e. x ∈ Ω, ∀ s ∈ R, (f1)

ĺım
s→±∞

f(x, s)

s
= f ′

±∞(x), uniformemente en x ∈ Ω. (f2)

Además de (f1−2), supondremos que existen constantes reales positivas

c+, c−, c tales que a.e. x ∈ Ω

−∞ < f ′
−∞(x) < c+ < λ1 < c− < f ′

+∞(x) < c < λ2. (f3)
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Para este tipo de operadores casi-lineales cabe destacar [48]. En

este trabajo Chabrowski necesita imponer una condición más fuerte

que (f3). Concretamente se considera

−∞ < f ′
−∞(x) < c+ < Λ1 ≤ Λ2 < c− < f ′

+∞(x), (0.4)

siendo

Λ2 = sup{λ1(w) : w ∈ L2(Ω)}.

Es decir, la interacción debe ser con el primer valor propio de toda una

clase de operadores lineales. Por contraposición, con esta condición

más restrictiva es posible estudiar el caso en que no se verifique (A4).

El autor obtiene (con una demostración cuanto menos escabrosa) un re-

sultado similar al caso semi-lineal con la existencia de t∗, t∗ ∈ R tal que

(Qt) no tiene ninguna solución para t > t∗, tiene al menos una solu-

ción para t = t∗ y al menos dos soluciones para t < t∗. Lefton-Shapiro

en [80] intentan abarcar una familia de operadores más generales, per-

mitiendo la dependencia de la matriz A respecto del gradiente ∇u de

u (con ciertas restricciones que excluyen por ejemplo el caso del ope-

rador p-Laplaciano), pero no obtienen resultados de multiplicidad de

soluciones.

Por nuestra parte, con la hipótesis (f3) (menos restrictiva que (0.4)),

recuperamos en la tercera sección del Caṕıtulo IV el resultado de Cha-

browski (Teorema 4.7). Más aún, podemos mejorarlo (para una clase

particular de matrices A(x, s)) probando que t∗ = t∗ (Teorema 4.11).

Este resultado se obtiene como consecuencia de la existencia, para cada

t < t∗, de un continuo C contenido en

Σ ≡ {(t, u) ∈ R × E : u es solución de (Qt)},
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de manera que Ct′ ≡ {u ∈ E : (t′, u) ∈ C} contiene dos soluciones

distintas de (Qt′) para cada t′ ∈ [t, t∗]. La existencia de este continuo

en forma de ⊃ de soluciones parece ser desconocido incluso en el caso

semi-lineal. Podemos extender (Teorema 4.12) también este resultado

al caso en que la no-linealidad f inter-actúe con todos los autovalores

de (0.2). Concretamente al caso que f satisfaga

−∞ < f ′
−∞(x) < c+ < αµ(1) < f ′

+∞(x) ≡ +∞, ∀x ∈ Ω, (f ′
3)

junto con una condición de crecimiento subcŕıtico, o sea que para algún

p ∈ (1, 2∗ − 1) se tenga

ĺım
s→+∞

f(x, s)

sp
= h(x) > c > 0, uniformemente en x ∈ Ω. (f4)

En el Caṕıtulo V, usando los resultados de los anteriores, estu-

diamos la existencia de solución positiva para distintos tipos de no-

linealidades. Entre los resultados conocidos a este respecto, cabe des-

tacar [33], donde el método de sub y super-solución se usa para ma-

trices A generales y algunas clases particulares de no-linealidades f .

Espećıficamente se consideran la función cóncava f1(λ, x, s) = λsq, con

0 < q < 1, y la función cóncavo-convexa f2(λ, x, s) = λsq + sp, con

0 < q < 1 < p. Su resultado es relativo a la existencia de, al me-

nos, una solución positiva para cada λ positivo en el caso f = f1;

mientras que, si f = f2, encuentran un número positivo λ∗ de manera

que el problema (Pλ) tiene al menos una solución positiva para cada

λ ∈ (0, λ∗). Al contrario que en el caso semi-lineal (véase [43] para

la unicidad y [7, 27, 40, 67] para la multiplicidad), la cuestión de

la unicidad de solución positiva para f = f1 y de multiplicidad para

(1)µ denota al primer valor propio del operador Laplaciano con condiciones de

Dirichlet cero en la frontera
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f = f2 y p < (N + 2)/(N − 2) permanećıa abierta. Hemos de men-

cionar también que este tipo de no-linealidades ha sido estudiado en

[18] para operadores casi-lineales variacionales, usando, en este caso,

técnicas de puntos cŕıticos de funcionales no diferenciables.

Por nuestra parte, además de generalizar los resultados de [10] para

operadores casi-lineales de la forma −div(A(x, u)∇u) y funciones f

asintóticamente lineales, en cero o en infinito (Teorema 5.1), mejoramos

[33]. Espećıficamente, en el caso f = f1 mejoramos el resultado de

existencia de [33] al deducir ésta como consecuencia de la existencia de

un continuo en R×C0(Ω) de parejas (λ, u), con u solución positiva de

(Pλ), “emanando”de (0, 0) cuya proyección sobre el eje de λ contiene al

intervalo (0,+∞) (Teorema 5.4). Además, bajo hipótesis convenientes

sobre la matriz A(x, s), también probaremos un resultado de unicidad,

Teorema 5.7, que extiende al ambiente casi-lineal los resultados de [43].

Si f = f2 y p < (N + 2)/(N − 2) (N > 2) mejoramos los resultados de

[33] mostrando que existen λ, Λ∗ con 0 < λ ≤ Λ∗ tal que el problema

(Pλ) tiene al menos dos soluciones positivas para cada 0 < λ < λ y

no tiene soluciones positivas para λ > Λ∗ (véase Teorema 5.9). De

hecho, encontramos Λ∗ como una estima a priori sobre el parámetro

λ y probamos la existencia de un continuo Σ0 de soluciones positivas

partiendo de u = 0 en λ = 0 que retorna en algún λ = λ para alcanzar

de nuevo λ = 0 (véase Figura 6). Más aún todav́ıa, para una clase

particular de matrices del tipo A(x, s) = A(x)a(s) también probamos,

Teorema 5.12, que λ = Λ∗, es decir, la proyección de Σ0 en el eje

de λ contiene a (0,Λ∗], el intervalo maximal de λ’s positivos para los

cuales existe al menos solución positiva de (Pλ). Hemos de notar que

esta propiedad de maximalidad del continuo de soluciones parece ser

desconocida incluso en el caso semi-lineal. Los resultados anteriores
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extienden al ambiente casi-lineal algunos de los obtenidos en [7] para

ecuaciones semi-lineales.

Cerramos este caṕıtulo considerando la extensión al marco casi-

lineal del resultado clásico de Ambrosetti-Rabinowitz sobre la existen-

cia de solución positiva no trivial del problema

−∆u = f(x, u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,





supuesto que f satisfaga (f ′
3), (f4) y f(x, 0) = 0. Recordemos que

los autores usan para ello su famoso Teorema de Paso de Montaña,

es decir, una técnica variacional no extendible a nuestros operadores

diferenciales. Nuestra idea con respecto a este problema será mostrar la

conexión existente con el aparentemente totalmente distinto marco del

problema de Ambrosetti-Prodi estudiado en el caṕıtulo previo. Aśı, en

el Teorema 5.13 extenderemos al caso casi-lineal el resultado anterior

como un simple corolario del Teorema 4.8.

Al final de los Caṕıtulos III, IV y V, hemos incluido una sección de

comentarios finales en la que pretendemos analizar las posibles direc-

ciones en las que podŕıamos completar los resultados obtenidos en ese

caṕıtulo.

Finalmente, hemos incluido también unas Notas Finales, en las que

describimos de manera detallada algunos problemas que surgen de ma-

nera natural y que constituyen posibles ĺıneas de investigación futuras.
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Arcoya Álvarez, sin cuya dirección hubiera sido imposible la realización

de este trabajo. Deseo significar la gran admiración que le profeso, su

constante est́ımulo, paciencia, orientación y enseñanzas a lo largo de
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de trabajo, su disponibilidad y experiencia me han proporcionado gran

ilusión para continuar mi trabajo de investigación.

Al Prof. Lucio Boccardo, de la Universidad de Roma I, por su

reciente estancia en la Universidad de Almeŕıa, las continuas sesiones de
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I.1. Método de Sub y Super-Soluciones.

A lo largo del presente caṕıtulo estudiamos algunos resultados sobre

la existencia de puntos fijos de una aplicación compacta de un espacio

de Banach X en él mismo. Recordemos que una aplicación T : X → X

es compacta cuando sea continua y transforme conjuntos acotados en

relativamente compactos.

Consideremos el problema de existencia de solución, x ∈ X, de la

ecuación de puntos fijos de T

x− Tx = 0. (1.1)

Sobre el estudio de esta ecuación abstracta se pueden plantear gran

diversidad de problemas como el de existencia de solución, unicidad,

multiplicidad, etc. Bajo ciertas condiciones sobre la aplicación T , es

posible encontrar una demostración constructiva de la existencia de

solución para ella.

Algunos conceptos básicos utilizados en la presente Memoria los

enunciamos en las siguientes definiciones.

Definiciones 1.1. Sea (X,≤) un espacio de Banach ordenado por un

cono, K. Consideremos la aplicación T : X → X, decimos que

(1) K es normal si ı́nf{|x+ y| : x, y ∈ K ∩ ∂B1(0)} > 0.

(2) T es monótono creciente si Tx ≤ Ty para cada x, y ∈ X con

x ≤ y,

(3) x ∈ X es sub-solución del problema (1.1) si x ≤ Tx. Análo-

gamente y ∈ X es super-solución de (1.1) si Ty ≤ y.

El siguiente resultado relaciona la existencia de puntos fijos de

un operador compacto y monótono con la existencia de sub y super-

soluciones convenientemente ordenadas.
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Teorema 1.2 (Método de sub y super-solución). Dado un espacio de

Banach X ordenado por un cono K ⊂ X normal, consideremos un

operador compacto y monótono, T : X → X. Supongamos además que

existen x, x ∈ X respectivamente sub y super-solución para (1.1) con

x ≤ x. Entonces existe una solución x ∈ X de (1.1) con x ≤ x ≤ x.

Idea de la demostración. Sean xn, yn ∈ X las sucesiones definidas

por

xn = T n−1(x)(1), yn = T n−1(x), ∀n ∈ N.

Puesto que x ≤ T (x) (es sub-solución) y T es monótona creciente, se

tiene que T (x) ≤ T 2(x), es decir

x = x1 ≤ x2 = T (x) ≤ T 2(x) = x3.

Aśı, razonando recursivamente, se deduce que xn es una sucesión cre-

ciente (análogamente yn es decreciente). Además, la normalidad de K

implica que ambas sean acotadas (véase [60]). La compacidad de T

supone ahora la convergencia de ambas sucesiones. La prueba concluye

observando que el ĺımite de cualquiera de ellas ha de ser un punto fijo

de T . (Para más detalles véase [2]). ut
Nota 1.3. El teorema anterior se puede obtener como un sencillo co-

rolario del Teorema del Punto Fijo de Schauder: “Sea X un espa-

cio de Banach, O ⊂ X un conjunto cerrado, convexo y acotado y

T : O → O un operador compacto. Entonces (1.1) tiene al menos

una solución en O”(véase [82]). Basta para ello considerar el con-

junto cerrado y convexo (y acotado por la normalidad de K) defini-

do por O = {x ∈ X : x ≤ x ≤ x}. La monotońıa de T implica

que T (O) ⊂ O. Estamos pues en condición de aplicar el Teorema de

(1)T 0 ≡ I (operador identidad)
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Schauder a T : O → O obteniendo aśı lo deseado. Por el contrario, esta

prueba no ofrece información acerca de como encontrar dicha solución.

De la prueba del Teorema 1.2 se puede deducir además la existencia

en O de una solución minimal y otra maximal para (1.1), es decir,

si xn, yn vienen dadas como en la prueba del Teorema 1.2, y dados

x, y ∈ X con x = ĺım xn, y = ĺım yn, entonces cualquier solución z de

(1.1) con z ∈ O debe verificar que x ≤ z ≤ y.

I.2. Continuos de soluciones.

En esta sección consideramos el problema (1.1) inmerso en un pro-

blema uniparamétrico y estudiamos la existencia de continuos de solu-

ciones. Previamente expondremos las principales propiedades del grado

topológico, aśı como una breve introducción a la teoŕıa de bifurcación.

I.2.1. Introducción al Grado Topológico de Leray-Schauder.

Sea X un espacio de Banach real, Ω ⊂ X abierto y acotado, T : Ω →
X compacta e y ∈ X tal que y 6∈ (I − T )(∂Ω). Denotaremos por

deg(I − T,Ω, y) al grado topológico de Leray-Schauder relativo a T,Ω

e y. Recordemos que el grado topológico se caracteriza (véase [82]) por

verificar las siguientes propiedades:

(d1) Normalización. deg(I,Ω, y) = 1, ∀y ∈ Ω,

(d2) Aditividad. deg(I − T,Ω, y) = deg(I − T,Ω1, y) + deg(I −
T,Ω2, y), para cada par de subconjuntos abiertos y disjuntos

Ω1,Ω2 ⊂ Ω de manera que y 6∈ (I − T )(Ω/(Ω1 ∪ Ω2)),

(d3) Invariancia por homotoṕıas. deg(I − H(t, ·),Ω, y(t)) es cons-

tante para aplicaciones H : [0, 1] × Ω → X compacta e y :

[0, 1] → X continua tales que y(t) 6∈ (I − H(t, ·))(∂Ω), ∀t ∈
[0, 1].
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Adicionalmente, a partir de las anteriores se pueden probar las si-

guientes propiedades del grado topológico de Leray-Schauder

(d4) deg(I − T, ∅, y) = 0, ∀y ∈ X,

(d5) si deg(I − T,Ω, y) 6= 0 entonces y ∈ (I − T )(Ω),

(d6) Sea O ⊂ R × X abierto y acotado, H : O → X compacta

e y ∈ X tal que y 6∈ H(∂O). Para cada λ ∈ R definimos

Oλ = {x ∈ X : (λ, x) ∈ O} y Hλ : Oλ → R dada por Hλ(x) =

H(λ, x). Entonces, el grado topológico deg(I−Hλ, Oλ, y) está

bien definido y además es independiente de λ.

En virtud de la propiedad (d2), para cada solución aislada x ∈ Ω

de la ecuación y = x− Tx, se define el ı́ndice de x relativo a T como

i(T, x, y) = ĺım
n→∞

deg(I − T,B 1
n
(x), y).

En el caso y = 0, siempre que no haya lugar a confusión, usaremos por

simplicidad la notación i(T, x) en lugar de i(T, x, 0).

I.2.2. Introducción a la Teoŕıa de Bifurcación. Sea X un espacio

de Banach real, T : R × X → X compacta con T (λ, 0) = 0, ∀λ ∈ R.

Notemos por Σ al cierre en R × X del conjunto de pares de la forma

(λ, x) ∈ R ×X con x solución no trivial de la ecuación

x = T (λ, x). (1.2)

En ocasiones, para poner de manifiesto la dependencia en λ de (1.2),

nos referiremos a ella como (1.2)λ. En la siguiente definición damos el

concepto de punto de bifurcación desde cero para este problema.

Definición 1.4. Decimos que µ ∈ R es un punto de bifurcación desde

la solución trivial para (1.2) cuando (µ, 0) ∈ Σ.
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Notas 1.5. (1) Si T (λ, x) = λLx, con L lineal y compacta, en-

tonces µ ∈ R \ {0} es punto de bifurcación si, y sólo si 1
µ

es

valor propio de L.

(2) Sea T (λ, x) = λLx + N(λ, x), con L lineal y compacta, N

compacta con

ĺım
‖x‖→0

N(λ, x)

‖x‖ = 0,

uniformemente en conjuntos acotados de λ’s. Si µ ∈ R\{0} es

punto de bifurcación entonces 1
µ

es valor propio de L. Además,

todo valor caracteŕıstico(2) µ de multiplicidad algebraica impar

es de hecho un punto de bifurcación (véase [76]).

Acerca de la existencia de continuos de soluciones, Rabinowitz en

1971 [93], obtuvo el siguiente resultado para aplicaciones de la forma

dada en la Nota 1.5-2: “si µ es un valor caracteŕıstico de multiplicidad

algebráica impar, entonces existe un continuo C de Σ que o bien es no

acotado en R × X o bien (µ′, 0) ∈ C para algún valor caracteŕıstico

µ′ 6= µ ”. Pero aún hay muchas situaciones en las que, para el resto de

aplicaciones, el resultado sigue siendo cierto. Por ello, aunque la de-

mostración es la misma que aquella dada por Rabinowitz, presentamos

aqúı un enunciado del resultado adecuado para el estudio general de

nuestro problema.

La prueba de este resultado está basada en un lema topológico

(véase [60, 98] ), cuyo enunciado presentamos a continuación

Lema 1.6. Sea K un espacio métrico compacto, A y B dos subconjuntos

cerrados disjuntos de K. Entonces, o bien existe un conjunto cerrado

y conexo de K que conecte A y B o bien K = KA ∪KB, donde KA y

(2)inverso de un valor propio
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KB son subconjuntos compactos de K conteniendo respectivamente a

A y B. ut

Teorema 1.7. Sea µ ∈ R y ε0 ∈ R
+ de manera que µ sea el único

posible punto de bifurcación para (1.2) en el intervalo (µ− ε0, µ+ ε0).

Supongamos además para cada λ ∈ (µ−ε0, µ) y λ ∈ (µ, µ+ε0) se tiene

que

i(T (λ, ·), 0) 6= i(T (λ, ·), 0).

Entonces la componente conexa, Cµ, de Σ que contiene a (µ, 0) verifica

una de las siguientes condiciones:

(i) Cµ es no acotada en R ×X,

(ii) existe un punto de bifurcación µ′ ∈ R \ {µ} de manera que

(µ′, 0) ∈ Cµ.

Demostración. Razonemos por contradicción y supongamos que Cµ

no verifica (i) ni (ii). Entonces Cµ es acotado y δε = dist(Cµ, (R \
(µ − ε, µ + ε)) × {0}) > 0 para cada ε ∈ R

+. Tomemos δ ∈ R
+ con

δ < 1
2
mı́n{δε0 , ε0} y Uδ un δ-entorno de Cµ, esto es,

Uδ = {(λ, x) ∈ R ×X : dist((λ, x), Cµ) < δ}.

Por construcción es claro que (λ, 0) 6∈ Uδ siempre que |λ− µ| > δ.

Afirmamos ahora que existe un conjunto O ⊂ R ×X verificando

∂O ∩ Σ = ∅, (µ, 0) ∈ O. (1.3)

Basta tomar O = Uδ en el caso que Σ ∩ ∂Uδ = ∅. En otro caso, puesto

que el conjunto K = U δ ∩Σ es un espacio métrico compacto, podemos

aplicar el Lema 1.6 a los conjuntos cerrados Cµ y Σ∩∂Uδ para deducir

la existencia de dos conjuntos compactos disjuntos A,B de K, con

K = A ∪B, Cµ ⊂ A.
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Podemos tomar ahora O como un entorno de A (de radio menor que

la distancia entre A y B ). De esta forma aseguramos que se verifica

(1.3).

La propiedad general de invariancia por homotoṕıa, (d6), permite

deducir que deg(I − Tλ, Oλ, 0) es constante para valores de λ en un

intervalo compacto (notemos que gracias a (1.3), el grado topológico de

Leray-Schauder relativo a Tλ, Oλ y 0 está bien definido). En particular

para µ− δ < λ < µ < λ < µ+ δ

deg(I − Tλ, Oλ, 0) = deg(I − Tλ, Oλ, 0). (1.4)

Por otra parte, para cada λ ∈ R tal que |λ−µ| ≤ δ existe ρ(λ) ∈ R
+

con ρ(λ) < δ de manera que 0 es la única solución de (1.2)λ en Bρ(λ)

(nótese que para |λ − µ| ≤ δ, la solución trivial es aislada en Σλ).

Tomemos además ρ(λ) = ρ(µ − δ) para λ < µ − δ y ρ(λ) = ρ(µ + δ)

para λ > µ + δ. Sea también ρ = ı́nf{ρ(θ) : θ ≤ λ o θ ≥ λ}. Por

construcción sabemos que, para cada θ 6∈ (λ, λ), el grado topológico de

Leray-Schauder deg(I − Tθ, Oθ \Bρ, 0) está bien definido. Es más, por

la propiedad (d6) de invariancia por homotoṕıa y teniendo en cuenta

que para θ suficientemente grande o suficientemente pequeño se tiene

que Oθ = ∅, se prueba que

deg(I − Tλ, Oλ \Bρ, 0) = deg(I − Tλ, Oλ \Bρ, 0) = 0.

Por otra parte, por la propiedad de excisión, (d2), se tiene que

deg(I − Tλ, Oλ, 0) = i(Tλ, 0) + deg(I − Tλ, Oλ \Bρ, 0)

= i(Tλ, 0),

deg(I − Tλ, Oλ, 0) = i(Tλ, 0) + deg(I − Tλ, Oλ \Bρ, 0)

= i(Tλ, 0).
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Por tanto, teniendo en cuenta (1.4) se deduce que

i(Tλ, 0) = i(Tλ, 0),

lo cual contradice la hipótesis. ut

I.2.3. Continuos de soluciones sin bifurcación. Sea X un espacio

de Banach real y consideremos una aplicación compacta T : R ×X →
X. Durante la presente subsección notaremos por Σ al conjunto cerrado

de los pares de la forma (λ, x) ∈ R ×X con x solución (no necesaria-

mente no trivial) de (1.2)λ. Probaremos una serie de resultados acerca

de la existencia de continuos de soluciones en Σ. Comenzaremos con

un teorema en el que damos condiciones suficientes para asegurar la

existencia de un continuo no acotado de soluciones.

Teorema 1.8. Sea x0 ∈ X una solución aislada del problema (1.2)µ0

para algún µ0 ∈ R, de manera que

i(Tµ0 , x0) 6= 0.

Entonces la componente conexa de Σ que contiene a (µ0, x0) es no

acotada en R ×X.

Demostración. Razonemos por contradicción y supongamos que la

componente conexa, C, de Σ que contiene a (µ0, x0) es acotada. Puesto

que x0 es aislada, existe δ1 ∈ R
+ tal que

({µ0} ×Bδ1(x0)) ∩ Σ = {(µ0, x0)}. (1.5)

Sea Uδ un δ-entorno de C con 0 < δ < δ1, es decir

Uδ = {(λ, x) ∈ R ×X : dist(λ, x), C) < δ}.

Al igual que en la prueba del teorema anterior, podemos tomar

O ⊂ R × X con ∂O ∩ Σ = ∅, (µ0, x0) ∈ O. Basta para ello tomar
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O = Uδ en el caso que Σ∩∂Uδ = ∅. En otro caso, puesto que el conjunto

K = U δ ∩Σ es un espacio métrico compacto, podemos aplicar el Lema

1.6 a los conjuntos cerrados C y Σ ∩ ∂Uδ para deducir la existencia de

dos compactos disjuntos A,B de K, con

K = A ∪B, C ⊂ A.

Tomando O como un entorno de A conseguimos lo deseado. Aśı, el

grado topológico deg(I − Tλ, Oλ, 0) está bien definido. Es más, usando

la propiedad de invariancia por homotoṕıa, (d6), se deduce que deg(I−
Tλ, Oλ, 0) es constante para valores de λ en un intervalo compacto. Por

otra parte, puesto que O es acotado en R ×X, existe ε1 ∈ R
+ tal que

Oλ = ∅ if λ 6∈ (µ0 − ε1, µ0 + ε1),

lo que unido a (d4) conduce a

deg(I − Tλ, Oλ, 0) = 0, ∀λ ∈ R,

en particular deg(I − Tµ0 , Oµ0 , 0) = 0, lo cual, usando (d5) y (1.5)

contradice que, por hipótesis, i(Tµ0 , x0) 6= 0. ut

Bajo condiciones más restrictivas sobre T , el resultado anterior se

puede mejorar considerablemente, obteniéndose varios conjuntos no

acotados de soluciones. Concretamente tenemos el siguiente resulta-

do.

Teorema 1.9. Sea (µ0, x0) ∈ R × X tal que T (µ0, x0) = x0 y sea

C la componente conexa Σ que contiene a (µ0, x0). Supongamos que

en cierto entorno de (µ0, x0) toda solución sea aislada con ı́ndice no

nulo, entonces todas las componentes conexas de C \ {(µ0, x0)} son no

acotadas.
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Demostración. Notaremos por C al conjunto de toda las componen-

tes conexas de C \{(µ0, x0)}. Si C tiene un único elemento, estamos en

el caso del Teorema 1.8 y el resultado es cierto. Supongamos que C con-

tenga al menos dos componentes. Consideremos, razonando por con-

tradicción, que exista C ′ ∈ C acotada. En particular, existen λ1, λ2 ∈ R

de manera que Proy
R
C ′ = [λ1, λ2] (el cierre considerado en la topoloǵıa

de R ×X).

Debido a que x0 es una solución aislada en Σµ0 , podemos asegurar

que λ1 6= λ2 y existe ε1 ∈ R
+ de manera que

(λ1, λ2) ∩ (µ0 − ε1, µ0 + ε1) 6= ∅.

En consecuencia, podemos también tomar ε ∈ (0, ε1) de manera que

ε < dist(µ0, (∂Proy
R
C

′
) \ {µ0}) < diam(C ′). Sea entonces Cε = C ′ \

B((µ0, x0),
ε
2
), y sea también rε = dist(Cε, C \ C ′), que claramente es

positivo.

Siguiendo las pautas de la prueba anterior, tomamos Uδ un δ-

entorno de Cε, siendo 0 < δ < mı́n{rε, ε}. Es claro nuevamente

que Cε ∩ (Σ ∩ ∂Uδ) = ∅, además toda solución en ∂Uδ conectada

con Cε debe ser un punto de ∂Uδ ∩ C ′ ∩ B((µ0, x0),
ε
2
). Por tanto,

K ≡ (U δ \ B((µ0, x0),
ε
2
)) ∩ Σ es un espacio métrico compacto y, por

construcción, no hay ningún conexo que conecte Cε con K ∩ ∂Uδ.

Si K ∩ ∂Uδ = ∅ tomamos O = Uδ \B((µ0, x0),
ε
2
). En otro caso, es-

tamos en condición de aplicar el Lema 1.6 y aśı existen A,B compactos

disjuntos de K, con K = A ∪B, Cε ⊂ A.

Tomaremos en ese caso O como un ε-entorno de A, siendo 0 < ε <

dist(A,B). En cualquier caso, O satisface

∂O ∩ Σ ⊂ ∂B((µ0, x0),
ε

2
).
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Puesto que O es acotado, debe existir ε2 ∈ R
+ tal que

Oλ = ∅, si λ 6∈ (λ1 − ε2, λ2 + ε2).

Además,

∂Oλ ∩ Σ = ∅, ∀λ ∈ Λ ≡ R \ [µ0 −
ε

2
, µ0 +

ε

2
]

con lo cual, deg(I −Tλ, Oλ, 0) está bien definido y usando la propiedad

de invariancia por homotoṕıa, es constante en cada intervalo compacto

de Λ. Usando entonces que el grado es cero para el conjunto vaćıo, se

tiene que

deg(I − Tλ, Oλ, 0) = 0, ∀λ ∈ Λ.

y para ε suficientemente pequeño (eligiendo δ de manera que Oλ ∩Σ se

reduzca a un punto para valores de λ próximos a µ0) esto contradice

que, por hipótesis, en un entorno de (µ0, x0) toda solución tenga ı́ndice

no nulo. ut

El siguiente resultado será de utilidad en numerosas situaciones pa-

ra probar multiplicidad de soluciones, ya que probaremos la existencia

de un continuo de soluciones partiendo hacia la derecha de una solución

(a, u1) el cual retorna, para algún valor del parámetro, hasta alcanzar

una solución distinta (a, u2).

Teorema 1.10. Sea U ⊂ X un abierto acotado y sean a, b ∈ R de

manera que (1.2)λ no tenga solución en ∂U , para ningún λ ∈ [a, b], y

que (1.2)b no tenga solución en U . Sea U1 ⊂ U abierto tal que (1.2)a

no tenga solución en ∂U1 y deg(I − Ta, U1, 0) 6= 0. Entonces existe un

continuo C en Σ = {(λ, x) ∈ [a, b] ×X : x solución de (1.2)λ}, tal que

C ∩ ({a} × U1) 6= ∅, C ∩ ({a} × (U \ U1)) 6= ∅.
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Demostración. Usaremos la siguiente notación

K = ([a, b] × U) ∩ Σ,

A = ({a} × U1) ∩K,

B = ({a} × (U \ U1)) ∩K.

Puesto que (1.2)b no tiene solución en U y K es compacto, podemos

considerar que K ⊂ [a, s] × U para algún s ∈ (a, b).

Razonemos por contradicción y supongamos que el teorema es falso.

Por el Lema 1.6, existen KA, KB subconjuntos compactos disjuntos

conteniendo respectivamente a A y B, tales que K = KA ∪KB. Sea O

un δ-entorno de KA tal que dist(O,KB) > 0. Aśı el grado topológico

de Leray-Schauder está bien definido en Oλ = {u ∈ U : (λ, u) ∈ O}
para cada λ ∈ [a, b]. Además, por la propiedad general de invariancia

por homotoṕıa, (d6), se tiene que

deg(I − Tλ, Oλ, 0) = constante,

y consecuentemente

deg(I − Ta, Oa, 0) = deg(I − Tb, Ob, 0). (1.6)

Por otra parte, puesto que O ∩KB = ∅, no hay soluciones de (1.2)a en

Oa \ U1 y por tanto por la propiedad de excisión, (d2), se tiene que

deg(I − Ta, Oa, 0) = deg(I − Ta, U1, 0) 6= 0.

Sin embargo, puesto que por hipótesis sabemos que Ob = ∅, deducimos

que deg(I−Tb, Ob, 0) = 0. Por tanto hemos llegado a una contradicción

con (1.6), probando aśı el teorema. ut
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Nota 1.11. En el teorema anterior, si U1 = U , la hipótesis sobre (1.2)b

nunca se satisface, ya que se puede probar (véase [56, 88]) usando

el mismo argumento que existe un continuo C de soluciones de (1.2)λ

verificando

C ∩ (U × {a}) 6= ∅, C ∩ (U × {b}) 6= ∅.
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II.1. La ecuación Q(u) = h.

En el desarrollo de este caṕıtulo pretendemos plantear el problema

de existencia de solución de (0.1) como un problema de búsqueda de

puntos fijos de un operador compacto. Aśı, podremos emplear para su

estudio las diferentes técnicas descritas en el caṕıtulo anterior. Para

ello comenzaremos estudiando la ecuación Q(u) = h, con h en un

determinado espacio de funciones. Estudiaremos distintos conceptos

de solución aśı como condiciones que aseguren la existencia y unicidad

de la misma.

II.1.1. Diferentes conceptos de solución. Observemos en primer

lugar que, para matrices A(x, s) generales, Q ≡ −div(A(x, ·)∇·) no

puede ser considerado como un operador diferencial en el sentido clá-

sico. Dada u ∈ C2(Ω), tendŕıamos que imponer a los coeficientes de

A que fuesen funciones de C1(Ω × R), para poder calcular Qu en el

sentido clásico. En ese caso, para cada h ∈ C(Ω), diremos que u ∈
C2(Ω) ∩ C0(Ω) es solución clásica de

Qu = h(x), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,



 (2.1)

si verifica Qu(x) = h(x) para todo x ∈ Ω.

Consideremos ahora u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω), solución clásica de la ecua-

ción Qu = h, para alguna función h ∈ C(Ω). Multiplicando la ecuación

por v ∈ C1(Ω) e integrando por partes, llegamos a que u verifica la si-

guiente ecuación integral
∫

Ω

A(x, u)∇u · ∇v =

∫

Ω

h(x)v, ∀v ∈ C1(Ω).

Gracias a (A1), la ecuación integral anterior tiene perfecto sentido

para u, v ∈ H1
0 (Ω) y h ∈ H−1(Ω), sin necesidad de imponer regularidad
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a los coeficientes de A. Por tanto, diremos que u ∈ H1
0 (Ω) es solución

débil del problema (2.1), con h ∈ H−1(Ω) si satisface la ecuación

integral anterior para cada v ∈ H1
0 (Ω).

Llamaremos finalmente solución débil continua a toda solución

débil que admita un representante continuo.

II.1.2. Existencia y unicidad de solución débil. Sea A una ma-

triz verificando (A1−2), entonces el operador no lineal Q es continuo

(por (A1)) y coercivo (por (A2)). Aśı, por el resultado clásico de Leray

y Lions [81] se deduce la existencia de una solución débil u ∈ H1
0 (Ω)

del problema (2.1) para cada h ∈ H−1(Ω). Esto lo probamos en el

siguiente lema.

Lema 2.1 (Existencia de Solución Débil). Supongamos que A satisface

las condiciones (A1−2) y sea h un elemento de H−1(Ω). Existe al menos

una solución débil u ∈ H1
0 (Ω) del problema (2.1).

Demostración. Usaremos el método de “congelamiento de los coefi-

cientes” debido a Schauder, esto es, definimos el operador S en H1
0 (Ω)

tomando para cada w ∈ H1
0 (Ω), S(w) como la única solución (débil) u

del problema lineal

−div (A(x,w)∇u) = h, u ∈ H1
0 (Ω).

Probaremos que S : H1
0 (Ω) → H1

0 (Ω) tiene al menos un punto fijo.

Observemos en primer ligar que S(w) está bien definido para todo

w ∈ H1
0 (Ω). Esto es consecuencia directa del Teorema de Lax-Milgram

aplicado a la forma bilineal

aw(u, v) =

∫

Ω

A(x,w)∇u · ∇v, ∀u, v ∈ H1
0 (Ω),
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que por las condiciones (A1−2), para cada u, v ∈ H1
0 (Ω) satisface

|aw(u, v)| ≤ β‖u‖‖v‖, (aw es continua)

aw(u, u) ≥ α‖u‖2, (aw es coerciva.)

Además, por la coercividad de aw, también deducimos

α‖S(w)‖2 ≤
∫
Ω

A(x,w)∇S(w) · ∇S(w) =
∫
Ω

hS(w)

≤ ‖h‖H−1(Ω)‖S(w)‖,

y aśı

‖S(w)‖ ≤ ‖h‖H−1(Ω)

α
.

Por lo tanto, S transforma la bola en H1
0 (Ω) de radio R ≡ ‖h‖H−1(Ω)/α

centrada en cero, en ella misma. Para probar la existencia de un punto

fijo de S en esta bola, por el Teorema del punto fijo de Schauder, es

bastante probar que S es compacto. Esto se deduce de la siguiente

afirmación: toda sucesión wn en H1
0 (Ω) débilmente convergente a w ∈

H1
0 (Ω) tiene una subsucesión wnk

tal que S(wnk
) converge fuertemente

a S(w) en H1
0 (Ω). En efecto, denotemos un = S(wn) la cual satisface

∫

Ω

A(x,wn)∇un · ∇v =

∫

Ω

hv, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

respectivamente, u = S(w) satisface

∫

Ω

A(x,w)∇u · ∇v =

∫

Ω

hv, ∀v ∈ H1
0 (Ω).
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Tomando v = un−u como función test en ambas ecuaciones y restando

tenemos

0 =

∫

Ω

A(x,wn)∇un · ∇(un − u) −
∫

Ω

A(x,w)∇u · ∇(un − u)

=

∫

Ω

(A(x,wn) − A(x,w))∇u · ∇(un − u)

+

∫

Ω

A(x,wn)∇(un − u) · ∇(un − u).

Puesto que wn converge débilmente a w, pasando a una subsuce-

sión si fuese necesario, obtenemos que [A(x,wn) − A(x,w)]∇u conver-

ge fuertemente a 0 en L2(Ω). Esto junto con la acotación de un = S(wn)

conduce a

∫

Ω

(A(x,wn) − A(x,w))∇u · ∇(un − u) → 0,

lo que implica que
∫
Ω

A(x,wn)∇(un−u) ·∇(un−u) → 0, y consecuente-

mente, por (A2), que un converge fuertemente a u en H1
0 (Ω), probando

la afirmación y por lo tanto el lema. ut

La unicidad de solución débil del problema (2.1), es estudiada en

[32], concretamente se prueba el siguiente principio de comparación

para este tipo de operadores casi-lineales.

Lema 2.2 (Unicidad de Solución Débil). Supongamos que A satisface

las condiciones (A1−3). Para cada h1, h2 ∈ H−1(Ω), sean u1, u2 ∈
H1

0 (Ω) con Q(ui) = hi, i = 1, 2. Si h1 ≥ h2 en el sentido de las

distribuciones, entonces u1 ≥ u2. En particular, existe a lo más una

solución débil u ∈ H1
0 (Ω) del problema (2.1).
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Demostración. Para cualquier función test positiva v ∈ H1
0 (Ω), v ≥

0, restando ambas ecuaciones y gracias a que h2 −h1 ≤ 0, tenemos que

∫

Ω

(A(x, u2)∇u2 − A(x, u1)∇u1) · ∇v ≤ 0. (2.2)

Sea w = u2 − u1. Para cada ε > 0, la función

ψε(w) =

∫ w+

0

ds

ω2(s+ ε)
,

es positiva y ψε(w) ∈ H1
0 (Ω). Tomando entonces v = ψε(w) como

función test en la desigualdad anterior obtenemos, sumando y restando

el término

∫

Ω

A(x, u2)∇u1∇w+

ω2(w+ + ε)
,

∫

Ω

A(x, u2)∇(u2 − u1)∇w+

ω2(w+ + ε)
≤
∫

Ω

(A(x, u1) − A(x, u2))∇u1∇w+

ω2(w+ + ε)
.

Usando (A2), (A3) y la desigualdad de Cauchy deducimos ahora que

α

∫

Ω

|∇w+|2
ω2(w+ + ε)

≤
∫

Ω

|∇u1||∇w+|
ω(w+ + ε)

≤



∫

Ω

|∇u1|2



1
2


∫

Ω

|∇w+|2
ω2(w+ + ε)




1
2

.

De la desigualdad de Poincaré se sigue que

∫

Ω

[∫ w+

0

ds

ω(s+ ε)

]2

≤ c1, (2.3)

siendo c1 una constante que depende a lo más de α, ‖h1‖, y de Ω.

Probaremos ahora que el conjunto Eρ = {x ∈ Ω : w+(x) ≥ ρ} tiene

medida cero para todo ρ > 0. En efecto, en otro caso, haciendo tender

ε a cero, (2.3) está en contradicción con (A3). Por lo tanto w+ = 0, es

decir, u2 ≤ u1. ut
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Notas 2.3. (1) Como consecuencia del lema anterior, asumiendo

(A1−3), podemos considerar el inverso T : H−1(Ω) → H1
0 (Ω)

del operador Q, es más T es monótono creciente. Además,

observemos que, de nuevo por las condiciones (A1−3), el ope-

rador T es compacto en L2(Ω). En efecto, solo tenemos que

probar que de cada sucesión hn débilmente convergente a h

en L2(Ω) podemos extraer una sucesión parcial hnk
tal que

T (hnk
) converja fuertemente a T (h) en H1

0 (Ω). Para probarlo,

denotando un = T (hn) y u = T (h), tomamos un como función

test y deducimos de (A2) que

α‖un‖2 ≤
∫

Ω

A(x, un)∇un · ∇un =

∫

Ω

hnun ≤ c‖hn‖L2(Ω)‖un‖,

y por tanto, un es acotada en H1
0 (Ω). Podemos asumir, pa-

sando a una subsucesión si fuese necesario, que un converge

débilmente en H1
0 (Ω) a algún v ∈ H1

0 (Ω). Ahora bien, usan-

do que un es solución de (2.1) para h = hn obtenemos por el

teorema de Rellich que v es solución de (2.1) para h = h; es

decir, por (A3), v = T (h) = u. Tomando un − u como función

test en la ecuación que satisface un, (A2) conduce a

α‖un − u‖2 ≤
∫

Ω

A(x, un)∇(un − u) · ∇(un − u)

=

∫

Ω

hn(un − u) −
∫

Ω

A(x, un)∇u · ∇(un − u).

Obsérvese que por el Teorema de Lebesgue y (A2), la suce-

sión A(x, un)∇u converge fuertemente a A(x, u)∇u en L2(Ω).

Consecuentemente, el lado derecho de la desigualdad anterior

tiende a cero y aśı, un converge fuertemente a u en H1
0 (Ω).
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(2) Si además h pertenece a algún espacio de Lebesgue Lr(Ω) (r >

N/2), entonces, por el Teorema de De Giorgi-Stampacchia

(véase [96, Théorème 7.3] y [59, Theorem I] o [69, Theorem

8.29]), la solución es C0,α(Ω) (para algún 0 < α < 1). Más

aún, si los coeficientes aij son C1,γ(Ω×R), 0 < γ < 1, entonces,

usando el Teorema 15.17 de [69] tenemos que toda solución u

de Q(u) = h pertenece a C2,αγ
0 (Ω) para cada h ∈ C0,γ(Ω).

(3) Observemos por último que todos los resultados obtenidos an-

teriormente para el operador Q son extrapolables al operador

Q+mI, para cada m ≥ 0, bajo las mismas condiciones.

II.2. Planteamiento abstracto del problema gene-

ral.

Consideremos en esta sección una función de Carathéodory f de-

finida en Ω × R con crecimiento subcŕıtico, es decir tal que existen

funciones positivas c1(x), c2(x) en Lr(Ω) (r > N/2) y 0 ≤ p < 2∗ − 1

verificando

|f(x, s)| ≤ c1(x)|s|p + c2(x), a.e. x ∈ Ω, ∀ s ∈ R.

Aśı, es claro que las soluciones débiles continuas del problema (0.1) son

justamente los ceros del operador Φ definido en E = C0(Ω) por

Φ(u) ≡ u− T (f(x, u)), u ∈ E,

donde, por simplicidad, denotamos de la misma forma a la función f

y al operador de Nemystskii asociado a ella. Observemos que si u ∈ E

entonces f(x, u) ∈ Lr(Ω) (r > N/2) y los teoremas de regularidad

implican que T (f(x, u)) ∈ E. Aśı, Φ : E → E está bien definida.

Lo anterior lo resumimos en el siguiente lema:
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Lema 2.4. Supongamos que A verifica las condiciones (A1−3) y que f :

Ω×R → R es una función de Carathéodory con crecimiento sucŕıtico.

Entonces, u ∈ E es solución de (0.1) si, y sólo si

Φ(u) = u− T (f(x, u)) = 0.

Con el lema anterior conseguimos plantear nuestro problema co-

mo uno de existencia de puntos fijos de un operador T compacto

y monótono definido en un espacio de Banach X (en nuestro caso

X = E). Por tanto, para su estudio, podemos usar las técnicas descri-

tas en el caṕıtulo anterior, grado topológico de Leray-Schauder, teoŕıa

de bifurcación (para no-linealidades dependientes de un parámetro,

f : R×Ω×R → R verificando (f̃1)) y métodos basados en las técnicas

de sub y super-soluciones. En ese sentido, recordemos que los con-

ceptos de sub y super-solución los podemos enunciar, para el operador

diferencial, como sigue:

Definición 2.5. i) Decimos que u ∈ H1(Ω) es super-solución

del problema (0.1) si verifica

Q(u) ≥ f(x, u), x ∈ Ω,

u ≥ 0, x ∈ ∂Ω,





ii) Decimos que u ∈ H1(Ω) es sub-solución del problema (0.1) si

verifica

Q(u) ≤ f(x, u), x ∈ Ω,

u ≤ 0, x ∈ ∂Ω,





II.3. Soluciones positivas.

En muchas situaciones es interesante preguntarse por la existencia

de soluciones positivas del problema (0.1). En estos casos puede ser

conveniente considerar otro problema para el cual los conceptos de
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solución y de solución positiva coincidan, de manera que toda solución

de éste lo sea también del primero. Concretamente, si f(x, 0) ≥ 0

a.e. x ∈ Ω, podemos tomar f̃(x, s) = f(x, s+), Ã(x, s) = A(x, s+) y

considerar el problema truncado

−div(Ã(x, u)∇u) = f̃(x, u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,





para obtener el siguiente resultado

Lema 2.6. Supongamos que A satisface (A1,2) y que f(x, 0) ≥ 0 a.e.

x ∈ Ω. Una función u ∈ H1
0 (Ω) es solución positiva de (0.1) si, y sólo

si u es solución del problema truncado. Si además se verifica (A3) y

para algún 0 < γ < 1,

aij(x, s) ∈ C1,γ(Ω × R),

f ∈ C1(Ω × R
+),

(2.4)

entonces dicha solución está contenida en el interior del cono P de

funciones positivas de C1
0(Ω).

Demostración. Para la demostración de la primera parte solamente

hace falta observar que toda solución del problema truncado es no

negativa. Para ello basta tomar u− = mı́n{u, 0} como función test en

la formulación débil del problema, para obtener por (A2)

α‖u−‖2 ≤
∫

Ω

A(x, 0)∇u− · ∇u− =

∫

Ω

f(x, 0)u− ≤ 0,

y por tanto u− ≡ 0.

La segunda parte es consecuencia de los teoremas de regularidad

(véase Nota 2.3 − 2 ) y del Lema de Hopf. ut
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III.1. Bifurcación desde infinito.

En esta sección estudiamos bifurcación desde infinito de soluciones

débiles continuas (a partir de ahora soluciones) para el problema (Pλ).

Diremos que λ∞ es punto de bifurcación en infinito si existe una suce-

sión de pares (λn, un) ∈ R × E con λn → λ∞, ‖un‖0 → ∞, tales que

un sea solución de (Pλn
). Comprobaremos que si λ∞ es punto de bifur-

cación desde infinito, entonces es autovalor de un problema de valores

propios con pesos. Además probaremos que el primer valor propio es

de hecho un punto de bifurcación desde infinito. Se verá que en es-

te caso un/‖un‖ converge o bien a una función positiva o bien a una

función negativa. Por brevedad trataremos aqúı el caso de convergen-

cia a la función positiva y aśı no es de estrañar que, según el Lema

2.6, baste estudiar el problema con matriz A y la función f trunca-

das. Por simplicidad seguiremos notándo las truncadas de la misma

forma. Probaremos la existencia de una bifurcación global desde in-

finito si la matriz A(x, s) satisface (A1−4), f(λ, x, 0) ≥ 0 a.e. x ∈ Ω

y para todo λ ∈ [0,+∞) y f además de (f̃1), verifica una condición

similar a (f2) sobre su comportamiento asimptótico en infinito, esto es,

existe una función positiva f ′
∞ ∈ Lr(Ω), (r > N/2), tal que, para cada

λ ∈ [0,+∞)

ĺım
s→+∞

f(λ, x, s)

s
= λf ′

∞(x), uniformemente x ∈ Ω. (f̃2)

Respecto a la dependencia en λ supondremos que existen funciones

positivas K1(x), K2(x) ∈ Lr(Ω) tales que para cada λ, λ ∈ [0,+∞),

|f(λ, x, s) − f(λ, x, s)| ≤ |λ− λ| [K1(x)s+K2(x)] , (f̃3)

a.e. x ∈ Ω y para cada s ∈ R
+.
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Notemos que las condiciones (f̃1−3) implican que se verifica la con-

dición (f1) en conjuntos acotados de λ.

Observesé también que la condición (f ′
∞)+ 6≡ 0 implica que el pro-

blema de autovalores con pesos

−div(A∞(x)∇u) = λf ′
∞(x)u, x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω





posee un primer autovalor positivo µ1(f
′
∞) (véase [54]). Denotaremos

λ∞ = µ1(f
′
∞). (3.1)

y ψ la autofunción positiva con ‖ψ‖ = 1 asociada a λ∞.

Lema 3.1. Supongamos satisfechas las condiciones (A1−4), (f̃1−3) y

f(λ, x, 0) ≥ 0 a.e. x ∈ Ω, y para todo λ ∈ R
+. Sea Λ ⊆ [0, λ∞) un

intervalo compacto. Existe un número real R > 0 tal que, para cada u

en E con ‖u‖0 ≥ R, t ∈ [0, 1] y para cada λ ∈ Λ,

u 6= T (tf(λ, x, u)).

Demostración. Razonaremos por contradicción suponiendo que exis-

tan sucesiones λn ∈ Λ, tn ∈ [0, 1] y un ∈ E con ‖un‖0 → ∞, tales que

un = T (tnf(λn, x, un)).

Puesto que Λ y [0, 1] son conjuntos compactos, deducimos que existen

λ ∈ Λ y t ∈ [0, 1] tales que–pasando a subsucesión–λn → λ y tn → t.

Usando el Teorema de Stampacchia, [96, Théorème 4.2] (véase también

[69, Theorem 8.29]), de la convergencia de ‖un‖0 a infinito, se deduce

también que ‖un‖ → ∞. Más aún, si definimos la sucesión normalizada

zn := un‖un‖−1, tenemos que zn verifica la siguiente ecuación
∫

Ω

A(x, un)∇zn · ∇v = tn

∫

Ω

f(λn, x, un)

‖un‖
v, ∀v ∈ H1

0 (Ω). (3.2)
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Usando (A2) y que f(λ, x, s) = f(λ, x, 0) ≥ 0, para λ ∈ Λ ⊂ [0,∞),

s < 0, obtenemos del principio del máximo que zn ≥ 0.

Puesto que zn es uniformemente acotado en H1
0 (Ω), deducimos–

pasando a subsucesión–la existencia de una función z en H1
0 (Ω) tal

que

zn ⇀ z, (débilmente en ) H1
0 (Ω),

zn(x) → z(x) ≥ 0, a.e. x ∈ Ω.

Tomando v = zn − z como función test en (3.2) y usando la hipótesis

(A2) obtenemos que

α‖zn − z‖2 ≤
∫

Ω

A(x, un)∇(zn − z) · ∇(zn − z)

= tn

∫

Ω

f(λn, x, un)

‖un‖
(zn − z) −

∫

Ω

A(x, un)∇z · ∇(zn − z).

Aśı, usando (f1), tenemos

α‖zn − z‖2 ≤ tn

∫

Ω

(
C1(x)zn +

C2(x)

‖un‖

)
|zn − z|

−
∫

Ω+

A(x, un)∇z · ∇(zn − z)
(3.3)

donde Ω+ := {x ∈ Ω : z(x) > 0}. Notemos que un = ‖un‖zn → +∞
casi para todo x in Ω+. Entonces, gracias a las hipótesis (A1) y (A4),

podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue

y deducir que A(x, un)∇z → A∞(x)∇z fuertemente en L2(Ω+), y

∫

Ω+

A(x, un)∇z · ∇(zn − z) → 0.
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Más aún, por el Teorema de inmersión compacto de Rellich-Kondrachov

y la acotación en H1
0 (Ω) de la sucesión zn, también tenemos que

ĺım
n→∞

∫

Ω

(
C1(x)zn +

C2(x)

‖un‖

)
|zn − z| = 0.

Por lo tanto, de (3.3) deducimos que zn → z fuertemente en H1
0 (Ω), y

aśı z no es idénticamente nula. Además, obtenemos

∣∣∣∣∣∣∣

∫

Ω\Ω+

[A(x, un) − A∞(x)]∇zn · ∇v

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 2β

∫

Ω\Ω+

|∇zn||∇v|,

y

2β

∫

Ω\Ω+

|∇zn||∇v| → 2β

∫

Ω\Ω+

|∇z||∇v| = 0,

de donde,

ĺım
n→∞

∫

Ω

A(x, un)∇zn · ∇v =

∫

Ω

A∞(x)∇z · ∇v, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Por otra parte,

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

f(λn, x, un)

‖un‖
v −

∫

Ω

f(λ, x, un)

‖un‖
v

∣∣∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|f(λn, x, un) − f(λ, x, un)|
‖un‖

v,

y usando (f̃3) tenemos

∫

Ω

|f(λn, x, un) − f(λ, x, un)|
‖un‖

v ≤ |λn − λ|
∫

Ω

[
K1(x)zn +

K2(x)

‖un‖

]
v.

Aśı, del Teorema de inmersión de Sobolev y aplicando la hipótesis

(f̃2) deducimos que

ĺım
n→∞

∫

Ω

f(λn, x, un)

‖un‖
v = λ

∫

Ω

f ′
∞(x)zv, ∀ v ∈ H1

0 (Ω).
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Pasando al ĺımite en (3.2), obtenemos que la función no trivial y no

negativa z es solución de

−div(A∞(x)∇z) = tλf ′
∞(x)z, en Ω,

lo que significa que tλ = λ∞ y z = ψ; es decir, una contradicción con

el hecho que tλ < λ∞. ut

Nota 3.2. El lema anterior prueba en particular que no hay puntos

de bifurcación de soluciones positivas desde infinito para (Pλ) en el

intervalo [0, λ∞). Podemos probar incluso más. Espećıficamente, no

hay puntos de bifurcación desde infinito distintos de λ∞ en [0,+∞).

En efecto, supongamos que λ > 0 es un punto de bifurcación desde

infinito, es decir, existe una sucesión (λn, un) tal que un es solución

positiva del problema (Pλn
), ‖un‖0 → ∞ y λn → λ. Siguiendo los

mismos argumentos del Lema 3.1 (con t = 1), llegamos a que existe

z ∈ H1
0 (Ω) con z > 0, ‖z‖ = 1 y z es solución del problema

−div(A∞(x)∇z) = λf ′
∞(x)z,

entonces z = ψ y λ = λ∞.

Lema 3.3. Supongamos que las condiciones (A1−4) y (f̃1−3) se satisfa-

cen y f(λ, x, 0) ≥ 0 a.e. x ∈ Ω, y para todo λ ∈ R
+. Sea φ una función

positiva en E ∩H1
0 (Ω). Si λ > λ∞, entonces existe R > 0 tal que para

todo τ ≥ 0,

u− T (f(λ, x, u) + τφ) 6= 0.

para cada u de E con ‖u‖0 ≥ R.

Demostración. Razonemos por contradicción y supongamos que pa-

ra cierta sucesión un en E con ‖un‖0 → ∞ y para alguna sucesión de
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números reales no negativos τn, tengamos

−div(A(x, un)∇un) = f(λ, x, un) + τnφ. (3.4)

Usando u−n como función test obtenemos

∫

Ω

A(x, un)∇u−n · ∇u−n =

∫

Ω

f(λ, x, u−n )u−n + τn

∫

Ω

u−nφ.

Puesto que τn ≥ 0 y φ es positiva, teniendo en cuenta que f(λ, x, s) =

f(λ, x, 0) ≥ 0 para todo s ≤ 0, deducimos de la condición (A2)

α‖u−n ‖2 ≤
∫

Ω

(f(λ, x, 0) + τnφ)u−n ≤ 0,

y, por tanto, un ≥ 0.

Como en la prueba del lema anterior, el Teorema de Stampacchia,

permite deducir que ‖un‖ → ∞ y definiendo la sucesión normalizada

zn := un‖un‖−1, podemos suponer que zn ⇀ z débilmente en H1
0 (Ω)

para algún z ∈ H1
0 (Ω) y z ≥ 0. Tomando φ/‖un‖ como función test en

(3.4) y usando la condición (A1) y (f1) deducimos la existencia de una

constante positiva C tal que

τn
‖un‖

∫

Ω

φ2 ≤
∫

Ω

(
C1(x)zn +

C2(x)

‖un‖

)
φ+ β‖φ‖ ≤ C.

Entonces, pasando a subsucesiones, existe τ ∗ ≥ 0 tal que
τn

‖un‖
→ τ ∗.

Además, tomando (zn − z)/‖un‖ como función test in (3.4), obte-

nemos

∫

Ω

A(x, un)∇zn · ∇(zn − z) =

∫

Ω

f(λ, x, un)

‖un‖
(zn − z) +

τn
‖un‖

∫

Ω

φ(zn − z).
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Restando
∫
Ω

A(x, un)∇z · ∇(zn − z) obtenemos de (A2) y (f1) que

α‖zn − z‖2 ≤
∫

Ω

A(x, un)∇(zn − z) · ∇(zn − z) (3.5)

=

∫

Ω

f(λ, x, un)

‖un‖
(zn − z) +

τn
‖un‖

∫

Ω

φ(zn − z)

−
∫

Ω

A(x, un)∇z · ∇(zn − z)

≤
∫

Ω

(
C1(x)zn +

C2(x)

‖un‖

)
|zn − z|

+
τn

‖un‖

∫

Ω

φ(zn − z) −
∫

Ω

A(x, un)∇z · ∇(zn − z).

Por el Teorema de inmersión compacta de Rellich-Kondrachov tenemos

ĺım
n→∞

∫

Ω

(
C1(x)zn +

C2(x)

‖un‖

)
|zn − z| = 0, ĺım

n→∞

∫

Ω

φ(zn − z) = 0.

Las condiciones (A1) y (A4) implican que A(x, un)∇zn converge fuer-

temente en L2(Ω+) a A∞(x)∇z, donde Ω+ = {x ∈ Ω : z(x) > 0}. Aśı

llegamos a

ĺım
n→∞

∫

Ω

A(x, un)∇z · ∇(zn − z) = ĺım
n→∞

∫

Ω+

A(x, un)∇z · ∇(zn − z) = 0.

Por tanto, (3.5) conduce a la convergencia fuerte de zn hacia z en

H1
0 (Ω) y z es no trivial. Dividiendo (3.4) por ‖un‖ y pasando al ĺımite

obtenemos que z es solución de la siguiente ecuación

−div(A∞(x)∇z) = λf ′
∞(x)z + τ ∗φ.

Usando ψ como función test obtenemos que

λ∞

∫

Ω

f ′
∞(x)zψ ≥ λ

∫

Ω

f ′
∞(x)zψ,
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y puesto que z 6≡ 0, λ∞ ≥ λ, lo cual es una contradicción. ut

Ahora, combinando los dos lemas anteriores, podemos obtener con-

diciones suficientes para tener bifurcación global desde infinito de so-

luciones positivas en λ = λ∞. Además, extendiendo las ideas de [26],

podemos también determinar si la bifurcación ocurre a la derecha o a

la izquierda de λ = λ∞.

Denotaremos por Σ a la clausura del conjunto de los pares (λ, u) ∈
R

+
0 × E tales que u es solución no trivial de (Pλ); es decir,

Σ ≡ cl{(λ, u) ∈ R
+
0 × E : u 6= 0 es solución de (Pλ)}.

Teorema 3.4. Supongamos que A y f satisfacen respectivamente las

condiciones (A1−4) y (f̃1−3), y que f(λ, x, 0) ≥ 0 a.e. x ∈ Ω, y para

todo λ ∈ R
+
0 . Entonces λ∞ = µ1(f

′
∞) es un punto de bifurcación desde

infinito de soluciones positivas, y es el único en R
+
0 . Más aún, existe

una componente no acotada Σ∞ ⊂ Σ tal que

Σ̃∞ =

{
(λ, u) con u 6= 0,

(
λ,

u

‖u‖2
0

)
∈ Σ∞

}
∪ {(λ∞, 0)}

es conexo y, si f(0, x, s) ≤ 0 a.e. x ∈ Ω para todo s ∈ R
+, es no

acotado. Además, si se verifica (2.4), r > N y aij
∞(x) ∈ C1(Ω), tenemos

(i) si existen ε0 > 0, σ ∈ (0, 3 − 1
r
) y C(x) ∈ Lr(Ω) y denotamos

µ(x) ≡ ĺım inf
(λ,s)→(λ∞,∞)

[f(λ, x, s) − λf ′
∞(x)s] sσ−1, de manera que

se satisfaga

[A(x, s) − A∞(x)] ≤ 0, a.e. x ∈ Ω, ∀s > 0,

[f(λ, x, s) − λf ′
∞(x)s] sσ−1 ≥ C(x), a.e. x ∈ Ω, ∀s > 0,

∀λ ∈ (λ∞ − ε0, λ∞ + ε0) ,∫

Ω

µ(x)ψ2−σ(x) > 0,

(3.6)
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entonces la bifurcación de soluciones positivas es subcŕıtica (es

decir, a la izquierda de λ = λ∞),

(ii) si existen ε1 > 0, σ ∈ (0, 3 − 1
r
) y C(x) ∈ Lr(Ω), y denotamos

µ(x) ≡ ĺım sup
(λ,s)→(λ∞,∞)

[f(λ, x, s) − λf ′
∞(x)s] sσ−1, de manera que

se satisfaga

[A(x, s) − A∞(x)] ≥ 0, a.e. x ∈ Ω, ∀s > 0,

[f(λ, x, s) − λf ′
∞(x)s] sσ−1 ≤ C(x), a.e. x ∈ Ω, ∀s > 0,

∀λ ∈ (λ∞ − ε1, λ∞ + ε1) ,∫

Ω

µ(x)ψ2−σ(x) < 0,

entonces la bifurcación de soluciones positivas es supercŕıtica

(es decir, a la derecha de λ∞).

Notas 3.5. (1) Observemos que (λ∞, 0) ∈ Σ̃∞ significa que Σ∞

emana desde ∞ en λ∞.

(2) Puesto que ψ ∈
◦
P , si r′ es el exponente conjugado de r, es decir

r′ = r/(r − 1), entonces

ψ2−σ ∈ Lr′(Ω) ⇐⇒ σ < 3 − 1

r
.

Aśı, el rango de valores del exponente σ está estrictamente

relacionado con la integrabilidad de la función ψ2−σ. De esta

forma, para σ < 3− 1
r
, si ĺım

(λ,s)→(λ∞,∞)
[f(λ, x, s) − λf ′

∞(x)s] sσ−1

existe y es igual a µ ∈ R
∗ a.e. x ∈ Ω, entonces (i) y (ii) impli-

can que el lado en el que ocurre la bifurcación desde infinito

es decidido por el signo de µ. La condición σ < 3− 1
r

es esen-

cial para deducir el lado de la bifurcación a partir de hipótesis

en el comportamiento de f (y A) en s = +∞. En efecto, en

el caso A(x, s) = I y r = ∞, ha sido probado en [26] que
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si σ ≥ 3 no es posible determinar si la bifucación es super-

cŕıtica (o subcŕıtica) solamente considerando hipótesis sobre

el comportamiento de la no-linealidad para valores grandes de

s como en la tercera condición de (3.6).

Demostración. En orden a estudiar la bifurcación desde infinito, se-

guimos el desarrollo estándar (véase por ejemplo [10]) y realizamos el

cambio de variable z := ‖u‖−2
0 u (u 6= 0). Consideramos entonces la

aplicación Ψλ : E → E definida por

Ψλ(z) =





z − ‖z‖2
0T

(
f

(
λ, x,

z

‖z‖2
0

))
, z 6= 0,

0, z = 0.

Por la Nota 3.2 sabemos que λ∞ es el único posible punto de bifurcación

desde infinito en R
+
0 . Para probar que λ∞ es realmente un punto de

bifurcación desde infinito, mostraremos que el ı́ndice de la solución

trivial para la ecuación Ψλ(u) = 0 cambia cuando λ cruza λ = λ∞. En

efecto, si 0 ≤ λ < λ∞, aplicando el Lema 3.1 al conjunto compacto

Λ = {λ} obtenemos la existencia de un número real positivo R > 0 tal

que para cada t ∈ [0, 1] y cada u en E con ‖u‖0 ≥ R,

u− T (tf(λ, x, u)) 6= 0.

Por lo tanto, obtenemos de la invariancia por homotoṕıa (d3) del grado

de Leray-Schauder que

deg(Ψλ, Bε, 0) = deg(I, Bε, 0) = 1, ∀ε ∈ (0, R−1],

y consecuentemente,

i(Ψλ, 0) = 1, ∀λ ∈ [0, λ∞).
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Por otra parte, si λ > λ∞, del Lema 3.3, deducimos la existencia

de R0 > 0 tal que

u 6= T (f(λ, x, u) + tφ),

para todo u ∈ E con ‖u‖0 ≥ R0, y para cada t ∈ [0, 1]. Entonces, si

definimos la homotoṕıa H en [0, 1] × E por

H(t, z) =





z − ‖z‖2
0T

(
f

(
λ, x,

z

‖z‖2
0

)
+ tφ

)
, z 6= 0,

0, z = 0,

ésta es admisible en [0, 1] × Bε, para ε ∈ (0, R−1
0 ]. Más aún, el Lema

3.3 muestra que H(1, ·) no tiene ceros en Bε. Por lo tanto, tenemos

deg(Ψλ, Bε, 0) = deg(H(0, ·), Bε, 0) = deg(H(1, ·), Bε, 0) = 0.

con lo cual

i(Ψλ, 0) = 0, ∀λ > λ∞,

y la conclusión de la existencia de Σ∞ se obtiene del Teorema 1.7.

En lo concerniente al estudio del lado de la bifurcación, es decir,

los items (i) y (ii), probaremos solamente la afirmación (i), la otra se

puede probar de manera similar y se deja al lector. Razonemos por

contradicción y consideremos una sucesión (λn, un) ∈ R
+ × E verifi-

cando

∫

Ω

A(x, un)∇un · ∇v =

∫

Ω

f(λn, x, un)v, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

con λn convergiendo a λ∞, λn ≥ λ∞, y ‖un‖0 → +∞. Por (2.4) cada

solución un pertenece al interior del cono P (véase Lema 2.6)). De esta

forma, podemos tomar v = ψ2/un como función test en la ecuación
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anterior y obtenemos

∫

Ω

A(x, un)∇un ·
[
2
ψ

un

∇ψ −
(
ψ

un

)2

∇un

]
=

∫

Ω

f(λn, x, un)
ψ2

un

.

Entonces, usando la notación

g(λn, x, un) := [f(λn, x, un) − λnf
′
∞(x)un]uσ−1

n ,

llegamos a

∫

Ω

g(λn, x, un)
ψ2

uσ
n

=

∫

Ω

[
A(x, un) − λn

λ∞
A∞(x)

]
∇ψ · ∇ψ

−
∫

Ω

A(x, un)

(
∇ψ − ψ

un

∇un

)
·
(
∇ψ − ψ

un

∇un

)
.

El hecho que λn ≥ λ∞ conduce, aplicando las condiciones (A2) y

(3.6), a

0 ≥
∫

Ω

[
A(x, un) − λn

λ∞
A∞(x)

]
∇ψ · ∇ψ

−
∫

Ω

A(x, un)

(
∇ψ − ψ

un

∇un

)
·
(
∇ψ − ψ

un

∇un

)
.

En particular,

0 ≥ ĺım inf
n→∞

∫

Ω

g(λn, x, un)
ψ2

zσ
n

,

donde, como anteriormente, zn = un‖un‖−1. Usando que zn converge

uniformemente a ψ y el Lema de Fatou, obtenemos gracias a (3.6) que

0 ≥ ĺım inf
n→∞

∫

Ω

g(λn, x, un)
ψ2

zσ
n

≥
∫

Ω

µ(x)ψ2−σ > 0,

lo cual es una contradicción. ut
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III.2. Bifurcación desde la solución trivial.

Supondremos durante toda esta sección que se satisfacen las condi-

ciones (A1−3) y (f̃1). También suponemos que nuestro problema admite

a u = 0 como solución trivial; es decir, que la no-linealidad f verifica

que f(λ, x, 0) = 0 a.e. x ∈ Ω para todo λ ∈ R. Consideraremos además

que,

ĺım
s→0+

f(λ, x, s)

s
= λf ′

+(x, 0), uniformemente en (λ, x) ∈ Λ × Ω, (f̃4)

donde o bien 0 ≤ f ′
+(x, 0) ∈ Lr(Ω), (r > N/2), no idénticamente cero

y Λ ⊂ R es un conjunto acotado, o bien f ′
+(x, 0) = +∞ a.e. x ∈ Ω y

Λ ⊂ R \ {0}.
Notemos que (f̃4) implica, en el caso f ′

+(x, 0) ∈ Lr(Ω), la existencia

de alguna función positiva C1(x) ∈ Lr(Ω) y ε0 ∈ R
+ verificando

|f(λ, x, s)| ≤ C1(x)s, ∀s ∈ (0, ε0], ∀λ ∈ Λ. (3.7)

Para el caso de pesos f ′
+(x, 0) integrables, también impondremos

una condición similar a (f̃3). Concretamente, suponemos que existe

una función positiva K(x) ∈ Lr(Ω) (r > N/2), tal que para todo

λ, λ ∈ R,

|f(λ, x, s) − f(λ, x, s)| ≤ |λ− λ|K(x)s, ∀s ∈ (0, ε0]. (f̃ ′
3)

Respecto a la matriz A, observamos que, puesto que sus coeficientes

aij(x, s) son funciones de Carathéodory, existe el ĺımite

ĺım
s→0+

A(x, s) = A(x, 0), a.e. x ∈ Ω. (3.8)
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Notemos además que en el caso de peso f ′
+(x, 0) integrable, el problema

de autovalores con peso

−div(A(x, 0)∇u) = λf ′
+(x, 0)u, en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

tiene un primer autovalor positivo µ1(f
′
+(x, 0)) y es posible escoger una

autofunción asociada ϕ > 0 con ‖ϕ‖ = 1. Definimos

λ0 =





µ1(f
′
+(x, 0)), si f ′

+(x, 0) ∈ Lr(Ω),

0, si f ′
+(x, 0) = ∞.

(3.9)

Puesto que estamos buscando soluciones positivas podemos suponer sin

pérdida de generalidad que

f(λ, x, s) = f(λ, x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω, ∀λ ∈ R, ∀s < 0.

Lema 3.6. Supongamos que A(x, s) y f(λ, x, s) satisfacen las condicio-

nes (A1−3), (f̃1), (f̃ ′
3), (f̃4) y f(λ, x, 0) = 0 a.e. x ∈ Ω y para todo

λ ∈ R. Consideremos un intervalo compacto Λ ⊂ (−∞, λ0). Existe

δ > 0 tal que

u 6= T (tf(λ, x, u))

para toda u ∈ E con 0 < ‖u‖0 ≤ δ, λ ∈ Λ y t ∈ [0, 1].

Demostración. Supongamos, por el contrario, que existen sucesiones

λn ∈ Λ, un ∈ E \ {0} y tn ∈ [0, 1] tales que un = T (tnf(λn, x, un)) con

λn → λ ∈ Λ, ‖un‖0 → 0 y tn → t0 ∈ [0, 1]. Tomando un como función

test y usando la condición (A2) obtenemos

α‖un‖2 ≤
∫

Ω

A(x, un)∇un · ∇un = tn

∫

Ω

f(λn, x, un)un.
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Observando que, por (f̃1),
∫
Ω

f(λn, x, un)un converge a cero, dedu-

cimos que un converge fuertemente a cero en H1
0 (Ω). Tomando la su-

cesión normalizada zn := un‖un‖−1, tenemos que zn ≥ 0 y que existe

z ∈ H1
0 (Ω) tal que pasando a subsucesiones zn converge débilmente a

z en H1
0 (Ω). La sucesión normalizada zn verifica la siguiente ecuación

∫

Ω

A(x, un)∇zn · ∇v = tn

∫

Ω

f(λn, x, un)

‖un‖
v, ∀v ∈ H1

0 (Ω). (3.10)

Si λ0 = 0, es decir, f ′
+(x, 0) = +∞, entonces Λ ⊂ (−∞, λ0) =

(−∞, 0) y, por (f̃4), existe ε1 > 0 tal que f(λn, x, s) < 0 a.e. x ∈ Ω y

para todo s < ε1, n ∈ N. Aśı, tomando v = zn como función test en

(3.10) y usando que ‖un‖0 ≤ ε1 para valores grandes de n, deducimos

de (A2) la siguiente contradicción

α ≤
∫

Ω

A(x, un)∇zn · ∇zn = tn

∫

Ω

f(λn, x, un)

‖un‖
zn ≤ 0.

Por otra parte, si λ0 > 0, por las condiciones (A1−2) y (3.7) y

siguiendo los mismos argumentos del Lema 3.1, deducimos que zn con-

verge fuertemente a z en H1
0 (Ω). En particular, z 6≡ 0. Concluimos

entonces este caso observando que (3.8), (f̃ ′
3), (f̃4) y (3.7) nos permiten

pasar al ĺımite en la ecuación (3.10) y obtener que z verifica

−div(A(x, 0)∇z) = t0λf
′
+(x, 0)z, en Ω .

Puesto que z ≥ 0, z 6= 0 y f ′
+(x, 0) ≥ 0, obtenemos que t0λ > 0, más

aún, z = ϕ y t0λ = λ0, lo cual es también una contradicción. ut

Nota 3.7. Como consecuencia del Lema 3.6, deducimos que el proble-

ma (Pλ) no tiene puntos de bifurcación de soluciones positivas desde

cero en (−∞, λ0). Incluso más, siguiendo los argumentos de este le-

ma, es posible también probar que no hay ningún otro posible punto

de bifurcación desde la ĺınea de soluciones triviales salvo a lo más λ0.
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De forma más precisa podemos probar que si un 6= 0 es solución del

problema (Pλn
) con λn → λ ≥ λ0, y ‖un‖0 → 0, entonces λ = λ0.

En efecto, como anteriormente la sucesión normalizada zn = un/‖un‖
satisface (3.10) con tn = 1 y, sin pérdida de generalidad, podemos su-

poner que zn converge débilmente a algún z ≥ 0 en H1
0 (Ω). Ahora, si

f ′
+(x, 0) es integrable, entonces como en el Lema 3.6, deducimos que z

es una solución no trivial del problema

−div (A(x, 0)∇z) = λf ′
+(x, 0)z.

Esto significa que z = ϕ y λ = λ0.

En el caso de f ′
+(x, 0) = +∞, consideremos el problema de autova-

lores

−div (A(x, un)∇v) = µv, v ∈ H1
0 (Ω),

y sea φn > 0 una función propia normalizada asociada al primer valor

propio positivo µn ≡ λ1(un). Recordando que µn está caracterizado

variacionalmente como el ı́nfimo de

∫

Ω

A(x, un)∇v · ∇v
/∫

Ω

v2 ,

para v ∈ H1
0 (Ω) \ {0}, deducimos de (A1) que para todo n ∈ N,

µn ≤ M ≡ µβ, donde µ denota al primer valor propio del operador

Laplaciano con condiciones de Dirichlet cero en la frontera. Aśı, si

λ > 0, pasando a una subsucesión, podemos suponer por (f̃4) que

existe n0 ∈ N tal que

f(λn, x, un(x)) > Mun(x), a.e. x ∈ Ω, ∀n ≥ n0. (3.11)
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Tomando v = φn como función test en la ecuación que satisface un

obtenemos

µn

∫

Ω

unφn =

∫

Ω

f(λn, x, un)φn > M

∫

Ω

unφn, ∀n ≥ n0,

es decir, una contradicción, probando también en este caso que λ = λ0.

Lema 3.8. Supongamos que para cada λ ∈ R, f(λ, x, 0) = 0 a.e. x ∈ Ω

y que se satisfacen las condiciones (A1−3), (f̃1), (f̃4). Sea λ > λ0.

Entonces, para cualquier función positiva φ perteneciente a Lr(Ω) ∩
H1

0 (Ω) (r > N/2), existe δ > 0 tal que

u 6= T (f(λ, x, u) + τφ),

para todo τ ≥ 0 y para cada u en E con 0 < ‖u‖0 ≤ δ.

Demostración. Razonaremos por contradicción suponiendo que exis-

tan sucesiones τn ≥ 0, un ∈ E ∩H1
0 (Ω) \ {0} con ‖un‖0 → 0 tal que

−div(A(x, un)∇un) = f(λ, x, un) + τnφ. (3.12)

Puesto que τn es no negativo, usando u−n como función test podemos

obtener como en la prueba del Lema 3.3 que un ≥ 0. Primero probamos

que en este caso f ′
+(x, 0) 6≡ +∞, es decir, λ0 > 0. En otro caso,

seguimos los argumentos de la Nota 3.7 y obtenemos que se satisface

(3.11) (con M = µβ ≥ µn). Tomando de nuevo v = φn como función

test en la ecuación que satisface un obtenemos

µn

∫

Ω

unφn =

∫

Ω

f(λn, x, un)φn + τn

∫

Ω

φφn

> M

∫

Ω

unφn + τn

∫

Ω

φφn, ∀n ≥ n0,

es decir, una contradicción, probando que f ′
+(x, 0) 6≡ +∞. Ahora

consideremos φ/‖un‖ como función test en (3.12) para deducir que la
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sucesión normalizada de un, zn, satisface
∫

Ω

A(x, un)∇zn · ∇φ =

∫

Ω

f(λ, x, un)

‖un‖
φ+

τn
‖un‖

∫

Ω

φ2.

A partir de (3.7), podemos usar el Lema de Fatou y obtener,
∫

Ω

A(x, 0)∇z · ∇φ− ĺım sup
n→∞

τn
‖un‖

∫

Ω

φ2 ≥ ĺım inf
n→∞

∫

Ω

f(λ, x, un)

‖un‖
φ

≥ λ

∫

Ω

f ′
+(x, 0)zφ.

Usando (A1) y que f ′
∞(x, 0) ∈ Lr(Ω), deducimos que

ĺım sup
n→∞

τn
‖un‖

∫

Ω

φ2 ≤ β

∫

Ω

|∇z||∇φ| − λ

∫

Ω

f ′
+(x, 0)zφ < +∞,

y τn‖un‖−1 está acotada. Aśı, existe τ ∗ ≥ 0 tal que, pasando a una

subsucesión, τn‖un‖−1 → τ ∗. Además, existe z en H1
0 (Ω) tal que z ≥ 0,

y zn ⇀ z débilmente en H1
0 (Ω). Tomando ahora (zn − z)/‖un‖ como

función test en (3.12) y restando el término integral
∫
Ω

A(x, un)∇z ·
∇(zn − z), tenemos por (A2)

α‖zn − z‖2 ≤ −
∫

Ω

A(x, un)∇z · ∇(zn − z) +

∫

Ω

f(λ, x, un)

‖un‖
(zn − z)

+
τn

‖un‖

∫

Ω

φ(zn − z).

Observemos ahora que por (A1) y el Teorema de inmersión de Sobolev

ĺım
n→∞

∫

Ω

A(x, un)∇z · ∇(zn − z) = 0,

ĺım
n→∞

∫

Ω

φ(zn − z) = 0,

y por (f̃4) y (3.7),

ĺım
n→∞

∫

Ω

f(λ, x, un)

‖un‖
(zn − z) = 0.
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Deducimos por tanto que zn → z fuertemente en H1
0 (Ω), con lo que

z 6= 0.

Ahora, dividimos (3.12) por ‖un‖, notemos que las condiciones (f̃4),

(3.7) y (3.8) nos permiten pasar al ĺımite y obtener que z satisface la

ecuación

−div (A(x, 0)∇z) = λf ′
+(x, 0) + τ ∗φ, x ∈ Ω.

Tomemos ϕ como función test. Usando que τ ∗ y φ son positivos, obte-

nemos que

λ0

∫

Ω

f ′
+(x, 0)ϕz =

∫

Ω

A(x, 0)∇z · ∇ϕ ≥ λ

∫

Ω

f ′
+(x, 0)ϕz,

lo cual es una contradicción ya que λ > λ0. ut

Al igual que en la sección anterior, los dos lemas previos permiten

probar un resultado de bifurcación desde la solución trivial para (Pλ).

Además, damos condiciones suficientes para asegurar hacia que lado

ocurre dicha bifurcación.

Teorema 3.9. Supongamos que f(λ, x, 0) = 0, a.e. x ∈ Ω y para todo

λ ∈ R, (f̃1), (f̃ ′
3), (f̃4) y (A1−3). Sea λ0 dado por (3.9). Entonces λ0 es

un punto de bifurcación de (Pλ) desde la solución trivial y es el único

para soluciones positivas. Más aún, existe un continuo no acotado Σ0

en Σ “emanando”de (λ0, 0). Además, si λ0 > 0 y se satisface (2.4), se

verifican las siguientes conclusiones

(i) si existen ε0, s0 > 0, σ < 0 y C(x) ∈ L1(Ω) tales que denotan-

do µ(x) ≡ ĺım inf
(λ,s)→(λ0,0+)

[
f(λ, x, s) − λf ′

+(x, 0)s
]
sσ−1, para todo
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s ∈ [0, s0] y λ ∈ (λ0 − ε0, λ0 + ε0) se verifica

[A(x, s) − A(x, 0)] ≤ 0, a.e. x ∈ Ω,

[
f(λ, x, s) − λf ′

+(x, 0)s
]
sσ−1 ≥ C(x), a.e. x ∈ Ω,

∫

Ω

µ(x)ϕ2−σ(x) > 0,

(3.13)

entonces la bifurcación de soluciones positivas en λ = λ0 es

subcŕıtica,

(ii) si existen ε1, s1 > 0, σ < 0 y C(x) ∈ L1(Ω) tales que denotan-

do µ(x) ≡ ĺım sup
(λ,s)→(λ0,0+)

[
f(λ, x, s) − λf ′

+(x, 0)s
]
sσ−1, para todo

s ∈ [0, s1] y λ ∈ (λ0 − ε1, λ0 + ε1) se verifica

[A(x, s) − A(x, 0)] ≥ 0, a.e. x ∈ Ω,

[
f(λ, x, s) − λf ′

+(x, 0)s
]
sσ−1 ≤ C(x), a.e. x ∈ Ω,

∫

Ω

µ(x)ϕ2−σ(x) < 0,

entonces la bifurcación de soluciones positivas en λ = λ0 es

supercŕıtica.

Demostración. Consideremos la aplicación Φλ : E → E dada por

Φλ(u) = u− T (f(λ, x, u)), u ∈ E.

Primero observamos que aplicando el Lema 3.6 y siguiendo los mismos

argumentos del Teorema 3.4 obtenemos que

i(Φλ, 0) = 1, ∀λ < λ0.
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Sea ahora 0 < ε ≤ δ, donde δ es el número dado en el Lema 3.8.

Entonces, de este lema y usando la invariancia por homotoṕıa (d3),

deg(Φλ, Bε, 0) = deg(u− T (f(λ, x, u) + aϕ), Bε, 0), ∀a > 0.

Puesto que el Lema 3.8 implica también que el problema

u = T (f(λ, x, u) + aϕ), u ∈ E,

no tiene soluciones en Bδ, para cada a > 0, obtenemos que

deg(u− T (f(λ, x, u) + aϕ), Bε, 0) = 0, ∀ a > 0,

probando que

i(Φλ, 0) = 0, ∀λ > λ0.

Podemos entonces, usando el Teorema 1.7, concluir la existencia del

continuo no acotado Σ0.

Probaremos ahora la afirmación (i), el item (ii) puede ser probado

de forma similar. Razonemos por contradicción y consideremos una

sucesión de soluciones (λn, un) con λn ≥ λ0, λn → λ0, un 6= 0 y ‖un‖0 →
0. Como en el Teorema 3.4, por (2.4) podemos tomar como función

test ϕ2(un)−1 y obtener

∫

Ω

(f(λn, x, un)−λnf
′
+(x, 0)un)

ϕ2

un

=

∫

Ω

[
A(x, un) − λn

λ0

A(x, 0)

]
∇ϕ·∇ϕ

−
∫

Ω

A(x, un)

(
∇ϕ− ϕ

un

∇un

)
·
(
∇ϕ− ϕ

un

∇un

)
.

Igual que anteriormente, denotemos por zn a la sucesión normali-

zada de un y recordemos que zn → ϕ fuertemente en H1
0 (Ω). Multipli-

cando por ‖un‖σ y teniendo en cuenta la condición (3.13), obtenemos
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por el Lema de Fatou que

0 ≥ ĺım inf
n→∞

∫

Ω

f(λn, x, un) − λnf
′
+(x, 0)un

u1−σ
n

z−σ
n ϕ2 ≥

∫

Ω

µ(x)ϕ2−σ > 0,

lo cual es una contradicción. ut

Nota 3.10. La conclusión del Teorema 3.9-(ii) es también cierta en el

caso λ0 = 0, si imponemos hipótesis adicionales sobre f . Por ejemplo,

suponiendo que para algún p > 1 y s0 > 0, existe K1(x) ∈ L1(Ω) tal

que

f(0, x, s) ≤ K1(x)s
p, ∀s ∈ [0, s0],

f(λ, x, s) ≤ f(0, x, s), ∀λ < 0, y s ∈ [0, s0],
(3.14)

entonces la bifurcación desde λ0 = 0 es supercŕıtica. En efecto, razo-

nemos por contradicción y supongamos que hay una sucesión de solu-

ciones (λn, un) con λn ≤ 0, λn → 0, un 6= 0 y ‖un‖0 → 0. Tomemos

un/‖un‖2 como función test para obtener

∫

Ω

A(x, un)∇zn · ∇zn =

∫

Ω

(f(λn, x, un) − f(0, x, un))
zn

‖un‖

+

∫

Ω

f(0, x, un)
zn

‖un‖
,

donde zn = un/‖un‖. Por las condiciones (A2) y (3.14), deducimos por

el Lema de Fatou que

α ≤ ĺım sup
n→∞

∫

{un>0}

f(0, x, un)

un

z2
n ≤ 0,

lo cual es una contradicción, probando nuestra afirmación. Ejemplos

de no-linealidades satisfaciendo la condición (3.14) son

f(λ, x, s) = λsq, 0 < q, (x ∈ Ω, s ≥ 0, λ ∈ R),

f(λ, x, s) = λsq + sp, 0 < q ≤ 1 < p, (x ∈ Ω, s ≥ 0, λ ∈ R).
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III.3. Comentarios Finales.

Hemos probado en este caṕıtulo (véase Nota 3.2 y Nota 3.7), tanto

en la bifurcación desde infinito como desde cero, que el único posible

punto de bifurcación de soluciones positivas para el problema (Pλ) es

el primer valor propio para el problema de autovalores con peso (véase

[54])

−div(A(x)∇u) = µm(x)u x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω,



 (3.15)

donde A(x) ≡ ĺım
s→+∞

A(x, s) = A∞(x) y m(x) = f ′
∞(x) para la bifur-

cación desde infinito, o bien A(x) ≡ ĺım
s→0+

A(x, s) = A(x, 0) y m(x) =

f ′
+(x, 0) 6≡ +∞ para la bifurcación desde cero.

Seŕıa interesante plantearnos ahora la existencia de bifurcación de

soluciones no necesariamente positivas. Para el estudio de la bifurca-

ción desde infinito, siguiendo el argumento del Lema 3.1, es posible

también probar que los únicos posibles puntos de bifurcación desde in-

finito son los valores propios µk(m(x)) del problema (3.15). De forma

más precisa, suponiendo que

ĺım
|s|→+∞

f(λ, x, s)

s
= λf ′

∞(x), uniformemente x ∈ Ω.

podemos probar que si un 6= 0 es solución del problema (Pλn
) con

λn → λ, y ‖un‖0 → +∞, entonces λ = µk(m(x)) para algún k ∈ N.

En efecto, en ese caso podemos suponer que la sucesión normalizada

zn = un/‖un‖ converge débilmente a algún z 6= 0 en H1
0 (Ω), de manera

que z es una solución no trivial del problema

−div (A(x)∇z) = λm(x)z.

Esto significa que λ = µk(m(x)) y z ∈ Ek, subespacio propio asociado

a µk(m(x)). Análogamente, razonando como en el Lema 3.6 se prueba
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que los únicos posibles puntos de bifurcación desde cero son los valores

propios µk(m(x)) del problema (3.15), tomando en este caso A(x) ≡
ĺım
s→0

A(x, s) = A(x, 0) y m(x) = f ′(x, 0) ∈ Lr(Ω), r > N/2 dado por:

ĺım
s→0

f(λ, x, s)

s
= λf ′(x, 0), uniformemente x ∈ Ω.

Más aún, en los Teoremas 3.4 y 3.9 damos condiciones suficientes

que aseguran que el primer autovalor de (3.15) es de hecho el único

punto de bifurcación de soluciones positivas para el problema (Pλ),

respectivamente desde infinito o desde la solución trivial, (aśı como

condiciones para saber hacia que lado ocurre dicha bifurcación). Sin

embargo, en el caso de soluciones no triviales (no necesariamente po-

sitivas), no disponemos de condiciones suficientes que aseguren que un

determinado valor propio, µk(m(x)), sea realmente un punto de bifur-

cación para el problema (Pλ). En el caso semi-lineal, para la bifurca-

ción desde la solución trivial, es conocido el resultado de Krasnoselskii

(véase [76]) donde se demuestra que todo valor propio de multiplicidad

algebraica impar es un punto de bifurcación desde la ĺınea de solucio-

nes triviales. Usando la propiedad de invariancia por homotoṕıa, (d3),

del grado topológico, creemos que será posible relacionar el problema

casi-lineal

−div(A(x, u)∇u) = f(λ, x, u), x ∈ Ω ,

u = 0, x ∈ ∂Ω ,





con el problema semi-lineal,

−div(A(x)∇u) = f(λ, x, u), x ∈ Ω ,

u = 0, x ∈ ∂Ω ,





donde o bien A(x) = A∞(x) o bien A(x) = A(x, 0), de manera que sea

posible extender los resultados conocidos para este último.
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Finalmente, aún no disponiendo de condiciones suficientes para ase-

gurar que un determinado valor propio sea de hecho un punto de bifur-

cación, es interesante estudiar hacia que lado ocurrirá una posible bi-

furcación desde el mismo. Por ejemplo, tener condiciones que aseguren

que toda posible bifurcación desde infinito ocurre hacia un determinado

lado, supone tener condiciones suficientes para determinar la existencia

de solución de algunos problemas resonantes en valores propios de orden

superior (véase Sección IV.2 para el caso de resonancia con el primer

valor propio). A partir de estas condiciones podŕıamos extender a nues-

tro ambiente casi-lineal los resultados en [11, 24, 26, 34, 46, 85, 95]

a este respecto.

Para determinar hacia que lado ocurre toda posible bifurcación da-

da la sucesión (un, λn) de soluciones de (Pλ), será determinante en-

contrar convenientes funciones test que permitan conocer el signo de

(µk(m(x))−λn) una vez determinado el comportamiento asintótico de

una determinada función de la no-linealidad, aśı como del carácter de

la forma cuadrática inducida por la matriz [A(x, un) − A(x)]. Esto

puede resultar tarea complicada, puesto que ya en el caso del primer

valor propio necesitábamos imponer condiciones de regularidad fuer-

tes (condición (2.4)) que permit́ıan usar el Lema de Hopf para elegir

convenientemente dichas funciones test.
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IV.1. Problemas que no interactúan con el espectro

asintótico.

Como señalabamos en la introducción, la relación entre los valo-

res propios {λk} de (0.2) y el comportamiento asintótico de f es muy

importante para el estudio del problema (0.1). En este caṕıtulo, es-

tudiaremos (0.1) para distintos tipos de no-linealidades. Según sea

dicha relación, obtendremos resultados de existencia y/o multiplicidad

de soluciones. Los principales resultados de este caṕıtulo se encuentran

sometidos a publicación en [22] y algunos de ellos han sido expuestos

en distintos congresos internacionales ([21] en Las Palmas de Gran Ca-

naria, Congreso de Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones, CEDYA,

1999, y [46] en Praga, Partial Differential Equations, 1998).

Comenzaremos con un resultado de existencia de soluciones de (0.1)

en el caso en que la no-linealidad f(x, s) no interaccione con el espectro

de (0.2). El principal hecho para ello será la existencia de una cota a

priori para la norma en E de toda solución. En efecto, probamos el

siguiente

Teorema 4.1. Supongamos que se verifica (A1−4) y (f1−2) de manera

que f ′
±∞(x) verifiquen, a.e. x ∈ Ω, que o bien λk < f ′

±∞(x) < λk+1

para algún k ≥ 1 o bien f ′
±∞(x) < λ1. Entonces el problema (0.1) tiene

al menos una solución.

Demostración. Demostraremos el teorema construyendo una homo-

toṕıa del problema (0.1) a uno semi-lineal. Concretamente, para cada

t ∈ [0, 1] consideramos la matriz At(x, u) = tA(x, u) + (1 − t)A∞(x),

la cual satisface las hipótesis (A1−4). Sea también la función ft(x, s) =

tf(x, s) + (1 − t)(f ′
+∞(x)s+ + f ′

−∞(x)s−). Estudiaremos el problema
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−div(At(x, u)∇u) = ft(x, u), x ∈ Ω ,

u = 0, x ∈ ∂Ω.





Puesto que At satisface la condición (A3), existe el inverso compacto

Tt : H−1(Ω) → H1
0 (Ω) del operador Qt(u) ≡ −div(At(x, u)∇u). De

esta forma, el problema anterior es equivalente a encontrar los ceros de

Φt(u) ≡ u− Tt(ft(x, u)) = 0, u ∈ E.

Afirmación: existe R ∈ R
+ tal que u − Tt(ft(x, u)) 6= 0, para

todo u ∈ E con ‖u‖0 ≥ R. Supongamos por el contrario que existen

tn ∈ [0, 1] y un ∈ E ∩H1
0 (Ω) solución del problema anterior para t = tn

y ‖un‖0 → ∞. Primero notamos que zn = un/‖un‖ está acotada,

aśı existe z ∈ H1
0 (Ω) tal que, pasando a una subsucesión, zn converge

débilmente a z. Más aún, zn → z fuertemente en Lp(Ω), p < 2∗, y

zn(x) → z(x) a.e. x ∈ Ω. Junto a esto, zn verifica

∫

Ω

Atn(x, un)∇zn · ∇v = (1 − tn)



∫

Ω

f ′
+∞(x)z+

n v +

∫

Ω

f ′
−∞(x)z−n v




+tn

∫

Ω

f(x, un)

‖un‖
v, ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Tomando v = zn−z como función test, restando

∫

Ω

At(x, un)∇z·∇(zn−

z) y usando la hipótesis (A2) tenemos
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α‖zn − z‖2 ≤
∫

Ω

Atn(x, un)∇(zn − z) · ∇(zn − z)

= (1 − tn)

∫

Ω

[
f ′

+∞(x)z+
n + f ′

−∞(x)z−n
]
(zn − z) +

tn

∫

Ω

f(x, un)

‖un‖
(zn − z) −

∫

Ω

Atn(x, un)∇z · ∇(zn − z).

De la convergencia de zn en Lp(Ω) (p < 2∗)

(1 − tn)



∫

Ω

f ′
+∞(x)z+

n (zn − z) +

∫

Ω

f ′
−∞(x)z−n (zn − z)


→ 0.

Recordemos que, como en el caṕıtulo anterior, si ‖un‖0 es no aco-

tada, también lo es ‖un‖, aśı, usando además (f1) obtenemos que

tn

∫

Ω

f(x, un)

‖un‖
(zn − z) → 0.

Ahora, la condición (A1) y el Teorema de Lebesgue implican la

convergencia fuerte de Atn(x, un)∇z a A∞(x)∇z en L2(Ω). Puesto que

∇(zn − z) converge débilmente a cero en Lp(Ω) tenemos

∫

Ω

Atn(x, un)∇z · ∇(zn − z) → 0.

Aśı, deducimos la convergencia fuerte en H1
0 (Ω) de zn a z. Para

obtener la ecuación que satisface z tomamos ĺımites en la ecuación que

satisface zn. Primero notamos que, razonando como antes

∫

Ω

Atn(x, un)∇zn · ∇v →
∫

Ω

A∞(x)∇z · ∇v, ∀v ∈ H1
0 (Ω).
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Por otra parte, puesto que tn está acotado, usando (f1−2) y el Teo-

rema de Lebesgue deducimos que

(1 − tn)

∫

Ω

f ′
+∞(x)z+

n v + (1 − tn)

∫

Ω

f ′
−∞(x)z−n v+

tn

∫

Ω

f(x, un)

‖un‖
v →

∫

Ω

f ′
+∞(x)z+v +

∫

Ω

f ′
−∞(x)z−v.

Entonces, la ecuación satisfecha por z es

∫

Ω

A∞(x)∇z · ∇v =

∫

Ω

f ′
+∞(x)z+v +

∫

Ω

f ′
−∞(x)z−v, ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Denotando m(x) = f ′
−∞(x)χ{z≤0} + f ′

+∞(x)χ{z>0}, la ecuación an-

terior implica que 1 es valor propio del problema de valores propios con

pesos

−div(A∞(x)∇u) = µm(x)u x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω,



 (4.1)

es decir, 1 = µj(m(x)) para algún j ∈ N. Por hipótesis, a.e. x ∈ Ω,

o bien m(x) < λ1 o bien λk < m(x) < λk+1 para k ≥ 1. Aśı, se sabe

(véase [54, Proposition 1.12 A]) que o bien

µj(m(x)) > µj(λ1) =
λj

λ1

,

o bien

λj

λk+1

= µj(λk+1) < µj(m(x)) < µj(λk) =
λj

λk

.

En el primer caso tenemos que λ1 > λj y en el segundo que λk < λj <

λk+1. Esto es una contradicción en ambos casos, lo que prueba nuestra

afirmación.
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En virtud de la afirmación anteriormente probada y la propiedad

de invariancia por homotoṕıa (d3), deducimos que el grado de Leray-

Schauder

deg(Φt, BR(0), 0) = constante,

donde BR = {u ∈ E / ‖u‖0 < R} es la bola abierta de radio R, R > 0.

Para t = 0 podemos calcular el grado anterior y mostrar que es distinto

de cero. En efecto, puesto que f ′
±∞(x) no interactúa con el espectro de

(0.2) entonces 1 no es valor propio de T0(f
′
+∞u

+ + f ′
−∞u

−) y en [76]

está probado que

deg(Φ0, BR(0), 0) = (−1)ν ,

donde ν es la suma de las multiplicidades algebráicas de los valores

propios µ del operador compacto T0(f
′
+∞(x)u+ +f ′

−∞(x)u−) con 1 < µ.

Consecuentemente, para t = 1

deg(Φ1, BR(0), 0) 6= 0,

es decir (0.1) tiene al menos una solución u ∈ E∩H1
0 (Ω) con ‖u‖0 < R.

ut

IV.2. Problemas resonantes para operadores casi-

lineales.

Estamos interesados en esta sección con el estudio de cierto proble-

ma resonante. Concretamente, sea m(x) ∈ Lr(Ω), con meas{m(x) >

0} > 0, r > N/2. En ese caso podemos considerar µ1(m(x)) el primer

valor propio positivo (véase [54]) asociado al problema (4.1).

−div(A(x, u)∇u) = µ1(m(x))m(x)u+ g(x, u), x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω.




(4.2)
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Este problema se puede estudiar por medio de la teoŕıa de bifurcación

si lo vemos incluido en el problema uniparamétrico

−div(A(x, u)∇u) = λm(x)u+ g(x, u) x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω,



 (4.3)

del cual es un caso particular tomando λ = µ1(m(x)). Hemos de hacer

notar que la afirmación probada en el teorema anterior (con f ′
+∞(x) =

f ′
−∞(x) ≡ λm(x)) significa que µk(m(x)) son los únicos posibles puntos

de bifurcación desde infinito para el problema (4.3). En dicho teorema

se prueba además que (4.3) admite al menos una solución para cada

λ 6= µk(m(x)), k ∈ N.

Extenderemos las técnicas de [26, Theorem 19] a este tipo de ope-

radores casi-lineales. La idea aqúı será analizar cuidadosamente hacia

que lado ocurren las posibles bifurcaciones desde infinito en µ1(m(x)).

Denotemos por ψ a una función propia positiva asociada a µ1(m(x))

con ‖ψ‖ = 1. Concretamente, usando los resultados de bifurcación

desde infinito de la primera sección del caṕıtulo anterior, probamos el

siguiente teorema.

Teorema 4.2. Supongamos que m(x)+ 6≡ 0, se satisfacen las condi-

ciones (A1−4) y los coeficientes de la matriz A∞(x) son funciones de

clase C1(Ω). Supongamos además satisfecha la condición (2.4) con

f(x, s) = λm(x)s + g(x, s), s ∈ R. Si existen ε0 > 0, r > N ,

σ ∈ (0, 3 − 1
r
) y C ∈ Lr(Ω) tales que

|g(x, s)||s|σ−1 ≤ C(x), a.e. x ∈ Ω, ∀s ∈ R,

ĺım
s→±∞

[g(x, s)] |s|σ−1 = ρ±∞(x), a.e. x ∈ Ω.

ĺım
|s|→∞

g(x, s)s−1 = 0, uniformemente en Ω.
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El problema resonante (4.2) tiene al menos una solución, siempre que

se verifique una de las siguientes condiciones; o bien

[A(x, s) − A∞(x)] ≤ 0, a.e. x ∈ Ω, ∀s ∈ R,

∫

Ω

ρ+∞(x)ψ2−σ(x) > 0 >

∫

Ω

ρ−∞(x)ψ2−σ(x),





(4.4)

o bien

[A(x, s) − A∞(x)] ≥ 0, a.e. x ∈ Ω, ∀s ∈ R,

∫

Ω

ρ+∞(x)ψ2−σ(x) < 0 <

∫

Ω

ρ−∞(x)ψ2−σ(x).





(4.5)

Notas 4.3. (1) Notemos que en el caso semi-lineal, las condicio-

nes (4.4) y (4.5) para σ = 1 y r = ∞ son en realidad las

condiciones clásicas de Landesman-Lazer (véase [77, p. 611]).

Para σ ∈ (0, 3−1/q) general, la condición de la desigualdad in-

tegral en (4.4) y (4.5) aparece en [26, Theorem 3 and Theorem

4].

(2) Tenemos que notar también que la regularidad de f en (2.4)

es una condición técnica para obtener que si un ∈ E ∩H1
0 (Ω)

es una sucesión no acotada de soluciones de (4.3) para λ = λn

y λn → λ, pasando a subsucesiones, un/‖un‖ converge a ±ψ
en C1

0(Ω).

Demostración. Notemos en primer lugar que, por la Nota 2.3 − 2,

si se verifica (2.4), tenemos que T (f(x, u)) ∈ C1
0(Ω) para cada u ∈ E.

Afirmamos ahora que es bastante probar que toda posible bifurcación

desde (µ1(m(x)),∞) para el problema (4.3) ocurre siempre a la iz-

quierda (respectivamente a la derecha). En efecto, en ese caso usando
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el Teorema 4.1 podemos tomar un solución de (4.3) para λ = λn con

µ1(m(x)) < λn y λn → µ1(m(x)) (respect. λn < µ1(m(x))). Puesto que

toda posible bifurcación es a la izquierda, tenemos que existe M ∈ R
+

tal que ‖un‖0 ≤ M , y de la compacidad de T , existe u ∈ H1
0 (Ω) tal

que pasando a una subsucesión, un converge fuertemente a u, siendo

ésta una solución de (4.3) para λ = µ1(m(x)), es decir, u es solución

de (4.2), probando el teorema.

Siguiendo las pautas del Teorema 3.4 probaremos que la condición

(4.4) implica que la bifurcación ocurre a la izquierda (análogamente

(4.5) implica que ocurre a la derecha). Razonemos por contradicción y

tomemos una sucesión (λn, un) ∈ R × E ∩H1
0 (Ω) verificando

∫

Ω

A(x, un)∇un · ∇v = λn

∫

Ω

m(x)unv +

∫

Ω

g(x, un)v, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

con λn → µ1(m(x)), λn ≥ µ1(m(x)) y ‖un‖0 → ∞.

Por (2.4) y la prueba del Teorema 4.1 sabemos que zn = un

‖un‖ con-

verge en C1
0(Ω) a ψ o −ψ. Aśı, pasando a subsucesiones, toda solución

un pertenece al interior
◦
P del cono P de funciones positivas en C1

0(Ω)

o a −
◦
P . Aśı, tomando v = ψ2/un como función test en la ecuación

anterior y razonando como en la demostración del item (i) del Teorema

3.4 obtenemos que, si zn → ψ,

0 ≥ ĺım inf
n→∞

∫

Ω

g(x, un)uσ−1
n

ψ2

zσ
n

≥
∫

Ω

ρ+∞(x)ψ2−σ > 0,

y, si zn → −ψ,

0 ≥ ĺım inf
n→∞

−
∫

Ω

g(x, un)|un|σ−1 ψ2

|zn|σ
≥ −

∫

Ω

ρ−∞(x)ψ2−σ > 0.

En ambos casos llegamos a una contradicción con (4.4), probando nues-

tra afirmación, y por consiguiente el teorema. ut
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IV.3. Problemas del tipo Ambrosetti-Prodi.

Estamos interesados en esta sección en el problema de existen-

cia y multiplicidad de solución de (Qt) para diferentes tipos de no-

linealidades f . Para ser más precisos, estudiamos el caso de una fun-

ción f verificando (f1−3) (f interactúa con el primer valor propio de

(0.2)). Consideraremos también el caso de funciones f interactuando

con todo el espectro de (0.2), es decir, f satisface (f2), (f ′
3) y (f4) para

alguna función h(x) ∈ L∞(Ω).

La herramienta principal será el método de sub y super-solución y

el grado topológico de Leray-Schauder. También serán útiles algunas

cotas a priori sobre t y sobre la norma en E de las posibles soluciones.

En este sentido será de utilidad la siguiente extensión de la estima a

priori de Gidas y Spruck [68].

Teorema 4.4. Supongamos que se verifica (2.4) y las condiciones

(A1−3), (f2,4), con h ∈ L∞(Ω). Existe C > 0 tal que toda solución

positiva u ∈ E ∩ C1(Ω) de

−div(A(x, u)∇u) = f(x, u) x ∈ Ω,

u = c x ∈ ∂Ω.





satisface

u(x) ≤ C, ∀x ∈ Ω.

Demostración. La prueba sigue la ĺınea de aquella de [68] con pocos

cambios elementales. Notemos en esta prueba por BR(x) a una bola en

R
N centrada en x ∈ R

N de radio R > 0. Razonemos por contradicción

y supongamos que un ∈ E ∩ C1(Ω) sea una sucesión de soluciones

positivas del problema anterior y sea Pn ∈ Ω tal que:

Mn = sup
Ω
un(x) = un(Pn) → +∞.
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Entonces, pasando a una subsucesión, podemos suponer que

Pn → P ∈ Ω.

Dividimos la prueba en dos pasos, en el primero suponemos que P ∈ Ω,

mientras que en el segundo desarrollamos el caso P ∈ ∂Ω. En ambos

casos, obtendremos una contradicción.

Paso 1. Supongamos que P ∈ Ω. Sea 2d = dist(P, ∂Ω) > 0, µn = M
1−p
2

n

y

vn(y) = µ
2

p−1
n un(µny + Pn), para todo y ∈ B d

µn

(0). (4.6)

Observemos que µn → 0,

sup
y∈B d

µn

(0)

vn(y) = vn(0) = 1,

y vn satisface la siguiente ecuación en B d
µn

(0)

−div(A(µny + Pn, µ
−2
p−1
n vn(y))∇vn) = µ

2p
p−1
n f(µny + Pn, µ

−2
p−1
n vn(y)).

(4.7)

Por (f4), usando que µn → 0, la parte derecha de esta ecuación satisface

ĺım
n→∞

∣∣∣∣µ
2p

p−1
n f

(
µny + Pn, µ

−2
p−1
n vn(y)

)
− h(µny + Pn)vn(y)p

∣∣∣∣ = 0.

Aplicando el Teorema 9.15 de [69], obtenemos para cada natural n

que vn ∈ W 2,s(B d
µn

(0)), s > 1. Fijemos ahora R > 0 y sea n0 un entero

positivo tal que R < d/µn para todo n ≥ n0. Para cada R′ ∈ (R, d/µn)

sabemos del Teorema 9.11 de [69] que

‖vn‖W 2,s(BR(0)) ≤ C
(
‖vn‖Ls(BR′ (0)) + ‖gn‖Ls(BR′ (0))

)
,

donde C es una constante positiva que depende solamente de N , p, α,

β y R′, y donde

gn(y) = µ
2p

p−1
n f

(
µny + Pn, µ

−2
p−1
n vn(y)

)
.
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Teniendo en cuenta que

‖vn‖Ls(BR′ (0)) + ‖gn‖Ls(BR′ (0)) ≤ C1 = C1(R
′), ∀n ≥ n0,

encontramos una cota uniforme para ‖vn‖W 2,s(BR(0)) para todo n ≥
n0. Eligiendo s suficientemente grande, obtenemos por el Teorema de

Morrey que ‖vn‖C1,β(BR(0)) está uniformemente acotada. Por lo tanto

podemos aplicar el Teorema de Ascoĺı-Arzelá y deducir la existencia

de una función v ∈ C0(BR(0)) tal que -pasando a parciales- vn → v

en C0(BR(0)) y h(µny + Pn) → ν, para algún ν > 0. Necesariamente,

tenemos que v(0) = 1 y

− div(A∞(P )∇v) = νvp, en BR(0).

Entonces, usando de nuevo los teoremas de regularidad, para τ ∈ (0, 1),

v ∈ C1,τ (BR(0)). De la arbitrariedad de R > 0 deducimos que v

está definido en R
N y es una solución, después de rotar y escalar las

coordenadas, de

−∆v(x) = vp(x), x ∈ R
N ,

v(0) = 1.





Esto contradice el Teorema 1.2 de [68].

Paso 2. Supongamos ahora que P ∈ ∂Ω. En ese caso, puesto que ∂Ω

es suave, podemos suponer que todo entorno de P está contenido en el

conjunto {x ∈ R
N : xN > 0} y que cerca de P la frontera de Ω está

contenida en el hiperplano xN = 0. Sea dn = dist(Pn, ∂Ω) = Pn · en,

(en = (0, . . . , 0, 1)), y observemos que la función vn dada por (4.6)

está bien definida en Ωn ≡ B δ
µn

(0) ∩ {yN > −dn/µn}, para algún

δ > 0. Más aún, satisface (4.7) en Ωn. Por regularidad eĺıptica hasta

la frontera, (véase [69, Theorem 9.13 y Theorem 9.15]) y el Teorema
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de Morrey, tenemos de nuevo que |∇vn| está uniformemente acotada

en Ωn. Consecuentemente,

1 − µ
2

p−1
n c =

∣∣∣∣vn(0) − vn

(
−dn

µn

en

)∣∣∣∣ ≤ C
dn

µn

,

es decir, dn/µn está lejos de cero. Si, para una subsucesión, dn/µn →
∞, podemos aplicar argumentos similares a los del Paso 1 para llegar

a una contradicción con el Teorema 1.2 de [68].

Por otra parte, si dn/µn está acotado superiormente, suponemos,

pasando a una subsucesión si fuese necesario, que dn/µn → s > 0.

Puesto que vn satisface (4.7) en Ωn, de nuevo por [69, Theorem 9.15],

para todo R, ε > 0, obtenemos una cota uniforme para vn en el espacio

C1,τ (BR(0) ∩ {yN > −s + ε}) para n suficientemente grande. Por lo

tanto, pasando a subsucesiones, deducimos que vn → v en C1(BR(0) ∩
{yN > −s+ ε}), h(µny + Pn) → ν, para algún ν > 0, y, usando que R

y ε eran arbitrarios, v es una solución de

− div(A∞(P )∇v) = νvp, {yN > −s},
v(y) = 0, {yN = −s},

v(0) = 1.





La contradicción se sigue ahora del Teorema 1.3 de [68] después de una

transformación lineal y un re-escalamiento de coordenadas. ut

Lema 4.5. Supongamos que se verifican (A1,2,4). Supongamos además

que; o bien

(i) se satisfacen la condiciones (f1−3),

o bien

(ii) se verifican (A3), (2.4), (f2), (f ′
3), (f4), con h ∈ L∞(Ω) y

para ciertas constantes positivas c1, c2 ∈ R
+,

|f(x, s)| ≤ c1|s| + c2, a.e. x ∈ Ω, ∀ s ∈ R
−. (f ′

1)
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Entonces las soluciones de (Qt) están uniformemente acotadas en con-

juntos compactos de t, es decir, para cada intervalo compacto Γ ⊂ R,

existe c ∈ R de manera que toda solución u ∈ E de (Qt) con t ∈ Γ

satisface

|u(x)| ≤ c, ∀x ∈ Ω.

Demostración. Comenzaremos con la prueba en el caso que se sa-

tisfagan las condiciones del item (i). Supongamos por el contrario que

un es una solución de (Qtn) con tn acotada y ‖un‖0 → ∞. Usan-

do que tn/‖un‖ converge a cero y argumentos similares a los de la

prueba del Teorema 4.1 deducimos que zn = un/‖un‖ converge fuer-

temente a una solución z ∈ H1
0 (Ω) de (4.1) con 1 = µ (m(x) =

f ′
−∞(x)χ{z≤0} + f ′

+∞(x)χ{z>0}). Esto significa que 1 es un valor propio

para este problema de valores propios con peso. Sin embargo, nosotros

afirmamos que esto es una contradicción porque µ = 1 no es valor pro-

pio de este problema. En efecto, puesto que m(x) < λ2 a.e. x ∈ Ω, se

sabe (véase [54, Proposition 1.12 A]) que

µj(m(x)) > µj(λ2) =
λj

λ2

.

Aśı, µj(m(x)) > 1 para todo j ≥ 2. Por lo tanto si µ = 1 fuese

un valor propio, seŕıa µ1(m(x)) = 1. Usando que la función propia

asociada al primer valor propio no cambia de signo obtendŕıamos que

o bien m(x) ≡ f ′
−∞(x) o bien m(x) ≡ f ′

+∞(x). En el primer caso

tendŕıamos que

1 = µ1(m(x)) = µ1(f
′
−∞(x)) > µ1(λ1) =

λ1

λ1

= 1.

Similarmente, tendŕıamos 1 = µ1(m(x)) = µ1(f
′
+∞(x)) < 1 en el otro

caso. De cualquier forma alcanzaŕıamos una contradicción, probando
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que µ = 1 no es valor propio de (4.1) y por consiguiente el lema en el

caso del item (i).

En el segundo caso, cuando se verifican las condiciones del item (ii),

dividiremos la prueba en dos pasos. En el paso 1 probaremos que toda

solución de (Qt) está inferiormente acotada. El segundo paso estará

dedicado a probar que también son superiormente acotadas. Sea u una

solución de (Qt) con t ∈ Γ. Denotaremos durante toda la prueba por

c, a una constante positiva independiente de t y de u, la cual puede

cambiar de un paso a otro.

Paso 1. Primero probamos la existencia de una cota uniforme para la

norma en H1
0 (Ω) de la parte negativa de las soluciones de (Qt). En

efecto, tomemos v = u− como función test en la ecuación que satisface

u. Por (A1) tenemos que

α‖u−‖2 ≤
∫

Ω

A(x, u)∇u∇u− =

∫

Ω

f(x, u)u− + t

∫

Ω

ϕu−.

Notemos que de (f ′
1) y (f ′

3) obtenemos que

f(x, s) ≥ c1s− c2, a.e. x ∈ Ω, ∀s ∈ R
−,

con c1 < αµ. Aśı deducimos, usando las desigualdades de Poincaré y

Cauchy-Schwartz, que

α‖u−‖2 ≤ c1

∫

Ω

|u−|2 + c2

∫

Ω

|u−| + |t|
∫

Ω

ϕ|u−| ≤ c1
µ1

‖u−‖2 + c3‖u−‖,

donde, puesto que t ∈ Γ, podemos tomar c3 = 1√
µ
(‖ϕ‖2 sup Γ + c2|Ω|).

Por lo tanto, ‖u−‖ ≤ c3µ

αµ− c1
. Es decir, acabamos de probar que la

parte negativa de toda solución u de (Qt) es acotada en H1
0 (Ω) (y por

tanto en L2∗(Ω)) por una constante independiente de u y uniforme en

conjuntos acotados de t.
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El siguiente paso será encontrar una estima de este tipo para ‖u−‖0.

Para ello, consideremos para cada k ∈ R
+ la función Gk dada por

Gk(s) =





s+ k s ≤ −k,
0 −k < s ≤ k,

s− k s > k.

Aśı, tomando v = Gk(u
−) como función test en la ecuación que satisface

u y usando (A2) obtenemos que

α

∫

Ω

|∇Gk(u
−)|2 ≤

∫

Ω

A(x, u−)∇Gk(u
−) · ∇Gk(u

−),

y como

∫

Ω

A(x, u−)∇Gk(u
−) · ∇Gk(u

−) =

∫

Ω

A(x, u)∇u · ∇Gk(u
−) se

tiene que

α

∫

Ω

|∇Gk(u
−)|2 ≤

∫

Ω

A(x, u)∇u · ∇Gk(u
−)

=

∫

Ωk

(f(x, u−) + tϕ)Gk(u
−)

donde Ωk ≡ {x ∈ Ω : u(x) < −k}. Teniendo en cuenta que existe una

constante positiva c tal que

|f(x, s) + tϕ| < c|s|, ∀s ≤ −k,

deducimos de lo anterior que

α

∫

Ω

|∇Gk(u
−)|2 ≤ c

∫

Ωk

|u−||Gk(u
−)|.

Usando ahora las desigualdades de Sobolev y Hölder obtenemos que

para r > 2N/(N + 2)

‖Gk(u
−)‖2

2∗ ≤ c‖u−‖r‖Gk(u
−)‖2∗(meas Ωk)

(1−1/r−1/2∗).
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Notemos ahora que, para cada h ≥ k, |Gk(u
−)| ≥ h− k en Ωh, esto

implica que

(h− k)(meas Ωh)
1/2∗ ≤ c‖u−‖r(meas Ωk)

(1−1/r−1/2∗),

o equivalentemente

meas Ωh ≤ c‖u−‖2∗

r (meas Ωk)
(2∗−1−2∗/r)

(h− k)2∗
.

Por lo tanto, podemos aplicar el Lema de Stampacchia para deducir

que:

i) si r > N/2 entonces u− ∈ L∞(Ω) y ‖u−‖0 ≤ c‖u−‖r,

ii) si r = N/2 entonces u− ∈ Ls(Ω) para s ∈ [1,∞) y ‖u−‖s
s ≤

c+ c′‖u−‖s
r,

iii) si r < N/2 entonces u− ∈ Ls(Ω) para s = 2∗r
(2−2∗)r+2∗

− δ

y δ > 0 arbitrariamente pequeño. Además, ‖u−‖s
s ≤ c +

c′‖u−‖
2∗r

(2−2∗)r+2∗

r .

Puesto que u ∈ L2∗(Ω) y 2∗ > 2N/(N + 2), podemos razonar como

antes para r0 = 2∗. Aśı, si N < 6 concluimos por el item i). En el caso

N = 6 usamos el item ii) para tomar r1 > N/2 y después de repetir el

argumento poder concluir de nuevo por el item i). Finalmente, en el

caso N > 6 podemos tomar

r1 =
2∗r0

(2 − 2∗)r0 + 2∗
− δ1 > r0.

Como antes, si r1 ≥ N/2 concluimos fácilmetne. En otro caso tomamos

r2 =
2∗r1

(2 − 2∗)r1 + 2∗
− δ2.

Iterando el argumento, podemos concluir después de un número finito

de pasos. En efecto, en otro caso, tendŕıamos que rn está acotada,
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siendo rn definida de forma recurrente por




r0 = 2∗

rn+1 =
2∗rn

(2 − 2∗)rn + 2∗
− δn+1.

donde ĺım δn = 0. Más aún, rn es creciente y por lo tanto convergente

y su ĺımite r ∈ (2∗, N/2] satisface

r =
2∗r

(2 − 2∗)r + 2∗
,

es decir, 2∗r = (2 − 2∗)r2 + 2∗r, con lo que r = 0, lo cual es una

contradicción que prueba nuestra afirmación.

Las estimas sobre la norma de u− en Lp(Ω) de los apartados ii) y

iii) permiten reducirse, en el esquema iterativo anterior, a una estima

en L2∗(Ω). Esto permite, a partir de i), obtener en el último paso:

‖u−‖0 ≤ c.

Paso 2. Supongamos (Paso 1) que |u−| ≤ c, denotemos v = u+ c ≥ 0,

f̃(x, s) = f(x, s− c) y Ã(x, s) = A(x, s− c). Aśı, v satisface

−div(Ã(x, v)∇v) = f̃(x, v) + tϕ x ∈ Ω,

v = c x ∈ ∂Ω.





Puesto que estamos en las hipótesis del teorema anterior, podemos

asegurar la existencia de c̃ ∈ R
+ tal que v(x) ≤ c̃, ∀x ∈ Ω, es decir, u

es acotada superiormente. ut

Denotemos por φ a la solución del problema

−div(A∞(x)∇u) = ϕ x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω.





Inspirados por alguna ideas contenidas en el trabajo de McKenna-

Walter [86] probamos el siguiente lema.
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Lema 4.6. Supongamos que se satisfacen (A1−4), (f1−3) con r > N y

que los coeficientes de la matriz A∞(x) sean de clase C1(Ω). Para cada

0 < ε <
√
µ

λ2
1‖φ‖2

2

λ2‖ϕ‖2+λ2
1‖φ‖2

existe tε ∈ R de manera que para cada t < tε

y λ ∈ [0, 1], el problema

−div((λA(x, u) + (1 − λ)A∞(x))∇u) = λf(x, u) + tϕ x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω,

no tiene solución en ∂B|t|ε(tφ) = {u ∈ H1
0 (Ω) : ‖u− tφ‖ = |t|ε}.

Demostración. Razonamos por contradicción y suponemos que exis-

tan sucesiones tn ∈ R con tn → −∞, λn ∈ [0, 1] (pasando a parciales

podemos suponer que λn → λ ∈ [0, 1]) y un ∈ H1
0 (Ω) con ‖un

tn
−φ‖ = ε,

satisfaciendo

−div((λnA(x, un) + (1 − λn)A∞(x))∇un) = λnf(x, un) + tnϕ.

Puesto que ‖un

tn
− φ‖ = ε, podemos deducir que zn = un

tn
está aco-

tada. Incluso sabemos que ‖un‖0 → ∞, ya que en otro caso zn → 0

y aśı 0 ∈ Bε(φ) lo cual es imposible puesto que de la desigualdad de

Poincaré deducimos

ε <
√
µ‖φ‖2

λ2
1‖φ‖2

λ2‖ϕ‖2 + λ2
1‖φ‖2

≤ √
µ‖φ‖2

(desigualdad de Poincaré) ≤ ‖φ‖.

Por otra parte existe z ∈ H1
0 (Ω) tal que (pasando a subsucesión)

zn → z débilmente en H1
0 (Ω), fuertemente en L2(Ω) y zn(x) → z(x) a.e.

x ∈ Ω. Razonando como en el Teorema 4.1 deducimos la convergencia

fuerte de zn a z. Consecuentemente ‖z − φ‖ = ε.

Dividiendo por tn la ecuación que satisface un y tomando ĺımites

deducimos de (A4) y (f3) que z satisface la siguiente ecuación

−div(A∞(x)∇z) = λm(x)z + ϕ,
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donde m(x) = f ′
−∞(x)χ{z<0} + f ′

+∞(x)χ{z≥0}. Afirmamos ahora que

z es no negativa. En efecto, esto es consecuencia de tomar z− como

función test en la ecuación que satisface z para obtener de (f3) que

λ1‖z−‖2
2 ≤

∫

Ω

A∞(x)∇z · ∇z− = λ

∫

Ω

m(x)(z−)2 +

∫

Ω

ϕz−

= λ

∫

Ω

f ′
−∞(x)(z−)2 +

∫

Ω

ϕz− < λλ1‖z−‖2
2

lo que implica que z− ≡ 0, probando aśı la afirmación.

Como consecuencia directa de la afirmación anterior tenemos que

m(x) = f ′
+∞(x).

Tomemos ahora φ como función test en la ecuación que satisface z

y z en la que satisface φ. Obtenemos

∫

Ω

A∞(x)∇z · ∇φ = λ

∫

Ω

f ′
+∞(x)zφ+

∫

Ω

ϕφ,

y

∫

Ω

A∞(x)∇φ · ∇z =

∫

Ω

zϕ.

Esto implica, puesto que A∞(x) es simétrica, que

∫

Ω

ϕz = λ

∫

Ω

f ′
+∞(x)zφ+

∫

Ω

ϕφ.

Usando ahora las desigualdades de Hölder y Poincaré tenemos que

‖ϕ‖2‖z − φ‖2 ≥
∫

Ω

ϕ(z − φ) = λ

∫

Ω

f ′
+∞(x)zφ ≥ λλ1

∫

Ω

zφ.
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Puesto que ‖z − φ‖ = ε, podemos escribir z = φ + εz1 con ‖z1‖ = 1.

Aśı, aplicando la desigualdad de Poincaré a la anterior, obtenemos

ε

λλ1
√
µ
‖ϕ‖2 ≥

∫

Ω

zφ

= ‖φ‖2
2 + ε

∫

Ω

z1φ

≥ ‖φ‖2
2 − ε

∫

Ω

|z1φ|

≥ ‖φ‖2
2 − ε‖z1‖2‖φ‖2

(Poincaré inequality) ≥ ‖φ‖2
2 − ε

‖φ‖2√
µ
.

Esto implica que λ ≤ ε‖ϕ‖2

λ1
√
µ‖φ‖2

2 − ελ1‖φ‖2

<
λ1

λ2

.

Por otra parte, z es super-solución positiva para el problema

−div(A∞(x)∇u) = λf ′
+∞(x)u x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω.

Para este problema también podemos encontrar una sub-solución de

la forma w = δλϕ1 con δ < 1/λ1 (donde ϕ1 denota ahora la primera

función propia positiva normalizada asociada a µ1(f
′
+∞(x)) ) . Notemos

que puesto que z 6= φ, se tiene que λ 6= 0. Además podemos elegir δ

suficientemente pequeño para concluir que w ≤ z. El método de sub y

super-solución permite deducir entonces la existencia de una solución

no negativa y no trivial. Como consecuencia de esto, λ será el primer

autovalor positivo µ1(f
′
+∞(x)) para el anterior problema de autovalores

con pesos.

Puesto que λ1 < f ′
+∞(x) < λ2 a.e. x ∈ Ω, se sabe que

1 = µ1(λ1) > µ1(f
′
+∞) = λ > µ1(λ2) =

λ1

λ2

.
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Esto es una contradicción con el hecho que λ < λ1

λ2
. ut

Los resultados anteriores serán de utilidad para probar el siguiente

teorema en el que se describe el rango de valores t ∈ R para los que

hay existencia y multiplicidad de soluciones de (Qt).

Teorema 4.7. Supongamos que los coeficientes de la matriz A∞(x)

sean de clase C1(Ω) y se verifica (A1−4). Supongamos además que la

función f(x, ·) es creciente a.e. x ∈ Ω y verifica (f1) con C1, C2 ∈
L∞(Ω) y (f2−3). Entonces existe t∗ ∈ R tal que

(1) (Qt) tiene al menos dos soluciones para todo t << t∗,

(2) (Qt) tiene al menos una solución para t ≤ t∗,

(3) (Qt) no tiene solución para todo t > t∗.

Demostración. Consideremos el conjunto S de números reales defi-

nido por

S ≡ {t ∈ R : (Qt) admite una solución}.

Primero probamos que S no es el conjunto vaćıo. Para ello usaremos

el Grado Topológico de Leray-Schauder. Sea 0 < ε <
√
µ

λ2
1‖φ‖2

2

λ2‖ϕ‖2+λ2
1‖φ‖2

y tomemos t < tε (donde tε viene dado por el Lema 4.6). Denotamos

ahora por Φt al operador dado por Φt(u) = u − T (f(x, u) + tϕ). La

invariancia por homotoṕıa, (d3), del grado de Leray-Schauder implica

que

deg(Φt, B|t|ε(tφ), 0) = deg(I − T1(tφ), B|t|ε(tφ), 0) = 1,

donde T1 denota al operador inverso de −div(A∞(x)∇u). Entonces

existe al menos una solución de (Qt) en B|t|ε(tφ). Esto significa que el

intervalo (−∞, tε) es un subconjunto de S.

El siguiente paso será observar que S es un intervalo (no acotado

inferiormente). En efecto, sea t ∈ S y consideremos una solución u de

(Qt). Puesto que u ≡ u es super-solución de (Qt′) con t′ < t, el método
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de sub y super-solución permite concluir que (−∞, t] ⊂ S siempre que

encontremos una sub-solution de (Qt′) menor que u para cada t′ < t.

Para probar la existencia de tal sub-solución observamos en primer

lugar que, debido a (f1−3), para cada δ1 < λ1 deducimos la existencia

de C ∈ R
+ tal que

f(x, s) ≥ δ1s− C, a.e. x ∈ Ω, ∀s ∈ R. (4.8)

Denotemos

l(t, x, s) = tϕ+ mı́n{f(x, u), δ1s− C}.

Por el Teorema 4.1 con f(x, s) = l(t′, x, s) y f ′
+∞(x) = 0, f ′

−∞(x) = δ1,

podemos considerar una solución u de

−div(A(x, u)∇u) = l(t′, x, u) x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω.





Gracias a (4.8) y al Lema 2.2, u es subsolución de (Qt′). Finalmente,

puesto que l(t′, x, s) ≤ t′ϕ+ f(x, u) tenemos que

−div(A(x, u)∇u) = l(t′, x, u) ≤ t′ϕ+ f(x, u) ≤ −div(A(x, u)∇u),

por el principio de comparación llegamos a u ≤ u, probando la exis-

tencia de una sub-solución y aśı que S es un intervalo.

Ahora probaremos que S está acotado superiormente. Supongamos

que por el contrario un fuese solución de (Qtn), con tn → +∞.

Puesto que f ′
−∞(x) < c+ < λ1 < c− < f ′

+∞(x), consideremos δ1 <

λ1 < δ2 verificando (4.8) y

f(x, s) ≥ δ2s− C, a.e. x ∈ Ω, ∀s ∈ R, (4.9)

para algún C > 0. Tomando v = ψ1 (ψ1 primera función propia positiva

normalizada asociada a λ1 = µ1(1)) como función test en la ecuación
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que satisface un, sumando y restando λ1

∫

Ω

unψ1, deducimos de (4.8)

que

tn

∫

Ω

ϕψ1 ≤
∫

Ω

[A(x, un) − A∞(x)]∇un · ∇ψ1

−(δ1 − λ1)

∫

Ω

unψ1 +

∫

Ω

Cψ1.

Similarmente, usando (4.9) obtenemos que

tn

∫

Ω

ϕψ1 ≤
∫

Ω

[A(x, un) − A∞(x)]∇un · ∇ψ1

−(δ2 − λ1)

∫

Ω

unψ1 +

∫

Ω

Cψ1.

Puesto que (δ1 − λ1)(δ2 − λ1) < 0, tenemos que o bien el término

(δ1 − λ1)

∫

Ω

unψ1 < 0 o bien (δ2 − λ1)

∫

Ω

unψ1 < 0. Llegamos entonces a

tn

∫

Ω

ϕψ1 ≤
∫

Ω

[A(x, un) − A∞(x)]∇un · ∇ψ1 +

∫

Ω

Cψ1

≤ 2β‖un‖‖ψ1‖ + C‖ψ1‖1.

Por lo tanto, puesto que tn es no acotada, tenemos que ‖un‖ tampoco

lo es. Usando los mismos argumentos que en la prueba del Teorema

4.1 tenemos que zn = un/‖un‖ converge fuertemente a una función

z ∈ H1
0 (Ω). Aśı, de (A4) deducimos que

tn
‖un‖

∫

Ω

ϕψ1 ≤
∫

Ω

[A(x, un) − A∞(x)]∇zn · ∇ψ1 +
1

‖un‖

∫

Ω

Cψ1 → 0,

es decir, tn/‖un‖ → 0. En ese caso la ecuación satisfecha por z es (4.1)

con 1 = µ (m(x) = f ′
−∞(x)χ{z<0} + f ′

+∞(x)χ{z≥0}). En la prueba del

Lema 4.5 está probado que esto es una contradicción, probando que S

está acotado superiormente.
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Para concluir los items 2 y 3 es bastante probar que S es cerrado.

Con esa idea, sea {tn} ⊂ S una sucesión convergente a t ∈ R. Para cada

tn, sea un una solución de (Qtn), es decir un = T (f(x, un) + tnϕ). Por

el Lema 4.5, ‖un‖ es acotada y por la compacidad de T deducimos que,

pasando a una subsucesión, un converge fuertemente a una solución de

(Qt).

Acabamos de probar los items 2 y 3. Con respecto al item 1, puesto

que S = (−∞, t∗], solo falta encontrar otra solución de (Qt), para cada

t << t∗. Tomemos 0 < ε <
√
µ

λ2
1‖φ‖2

2

λ2‖ϕ‖2+λ2
1‖φ‖2

y t < tε ≤ t∗ < t1.

Podemos probar usando (A2) que existe R ∈ R
+ tal que B|t|ε(tφ) ⊂

BR(0) y (Lema 4.5) para cada solución u de (Qt′), con t′ ∈ [t, t1],

tengamos que ‖u‖ < R. Además, puesto que t1 > t∗, la ecuación

u− T (f(x, u) + t1ϕ) = Φt1(u) = 0 no tiene solución y aśı

deg(Φt1 , BR(0), 0) = 0.

Teniendo de nuevo en cuenta la propiedad de invariancia por homotoṕıa

del grado de Leray-Schauder, deducimos

deg(Φt′ , BR(0), 0) = constante, ∀t′ ∈ [t, t1],

entonces,

deg(Φt, BR(0), 0) = 0.

Aśı, recordando que deg(Φt, B|t|ε(tφ), 0) = 1 y aplicando la propiedad

de excisión (d2) llegamos a

deg(Φt, BR(0) \B|t|ε(tφ), 0) = deg(Φt, BR(0), 0)

−deg(Φt, B|t|ε(tφ), 0) = −1,
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es decir, existe una segunda solución de Φt(u) = 0 en BR(0) \B|t|ε(tφ),

la cual junto con la anteriormente encontrada en B|t|ε(tφ) implica el

item 1. ut

En el caso de no-linealidades f verificando (f4) conseguimos un

resultado similar al anterior. Sin embargo, no podemos recuperar la

existencia de una segunda solución de (Qt) para cada t << t∗.

Teorema 4.8. Supongamos (A1−4), (f2,4) con h ∈ L∞(Ω), (f ′
1,3), (2.4)

y que la función f(x, ·) sea creciente a.e. x ∈ Ω. Entonces, existe

t∗ ∈ R tal que

(1) (Qt) tiene al menos una solución para t ≤ t∗,

(2) (Qt) no tiene solución para cada t > t∗.

Demostración. La prueba sigue la misma ĺınea del teorema anterior.

Al igual que entonces, notamos por S al conjunto

S ≡ {t ∈ R : (Qt) admite solución}.

En primer lugar probamos que S no es vaćıo. Esto quedará probado si

encontramos t0 ∈ R tal que (Qt0) admite una super-solución. En efecto,

razonando como en el Teorema 4.7 podemos encontrar una sub-solución

bien ordenada y el método de sub y super-solución permite deducir que

en este caso t0 ∈ S. En orden a encontrar t0, seguimos de cerca las

ideas de [80]. Para cada j > 0, definimos Mj = sup{|f(x, s)| : x ∈
Ω, s ∈ [0, j]}. Por [69, Teorema 8.16] existe una constante positiva c

tal que ‖w‖0 ≤ c‖b‖N+1 para toda solución w de

−div(A(x,w)∇w) = b, x ∈ Ω ,

u = 0, x ∈ ∂Ω ,




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con b ∈ LN+1(Ω). Sea δ = ( j
cMj

)N+1 > 0 y tomemos dos conjuntos

abiertos Ω1, Ω2 de la siguiente forma:

Ω1 ⊂ Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ Ω2 ⊂ Ω,

con medida de Lebesgue |Ω − Ω1| ≤ δ. Consideremos una función b

continua en Ω tal que

b(x) = 0, ∀x ∈ Ω1,

0 ≤ b(x) ≤Mj, ∀x ∈ Ω2 \ Ω1,

b(x) = Mj, ∀x ∈ Ω \ Ω2.

Para tal b, sea u una solución del problema anterior. Usando u− como

función test deducimos fácilmente que u− ≡ 0, es decir, u ≥ 0. Aśı,

0 ≤ u(x) ≤ c‖b‖N+1 ≤ cMj(|Ω − Ω1|
1

N+1 ) ≤ cMjδ
1

N+1 ≤ j, a.e. x ∈ Ω,

y por la definición de Mj, f(x, u(x)) ≤Mj a.e. x ∈ Ω. Tomando ahora

t0 < 0 tal que Mj + t0ϕ ≤ 0 en Ω2, entonces

−div(A(x, u)∇u) = b = bχ{Ω\Ω2} + bχ{Ω2}

≥ Mjχ{Ω\Ω2} + (Mj + t0ϕ)χ{Ω2}

≥ Mj + t0ϕ

≥ f(x, u) + t0ϕ,

es decir u es una super-solución para (Qt0).

La prueba de que S es un intervalo cerrado no acotado inferiormente

es la misma que en el teorema anterior. La principal diferencia es

probar que S está acotado superiormente. Para ello razonemos por

contradicción y supongamos que existe una sucesión un de soluciones
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de (Qtn) con tn → +∞. Denotemos, igual que en el Caṕıtulo III, por

µn al primer valor propio para el problema

−div(A(x, un)∇v) = µv x ∈ Ω,

v = 0 x ∈ ∂Ω,





y φn una función propia asociada a µn. Recordemos que (A1−2) impli-

can que αµ ≤ µn ≤ βµ.

Observemos ahora que puesto que se verifican (f2,4), (f ′
1,3) , pode-

mos usar (4.8) para δ ≥ αµ. Tomando w = φn como función test en la

ecuación que satisface un tenemos, para δ = βµ, que

µn

∫

Ω

φnun =

∫

Ω

A(x, un)∇un · ∇φn =

∫

Ω

f(x, un)φn + tn

∫

Ω

ϕφn

> βµ

∫

Ω

φnun − C

∫

Ω

φn + tn

∫

Ω

ϕφn.

Análogamente, para δ = αµ

µn

∫

Ω

φnun > αµ

∫

Ω

φnun − C

∫

Ω

φn + tn

∫

Ω

ϕφn.

Puesto que (µn − αµ)(µn − βµ) < 0, se obtiene de alguna de las de-

sigualdades anteriores que −C
∫
Ω

φn + tn
∫
Ω

ϕφn < 0. Aśı, tn < C

∫
Ω

φn

∫
Ω

ϕφn

.

Más aún, por la desigualdad de Poincaré tenemos que tn <
c1∫

Ω

ϕ φn

‖φn‖
.

Afirmamos ahora que
∫
Ω

ϕ φn

‖φn‖ está lejos de cero. En otro caso, pasando

a una subsucesión si fuese necesario, convergeŕıa a cero. Por otra par-

te, φn

‖φn‖ está acotada en H1
0 (Ω) y por tanto existe z ∈ H1

0 (Ω) tal que

-pasando a una subsucesión- φn

‖φn‖ → z ≥ 0 fuertemente en L2(Ω). Por

(A1−2),

α

βµ
≤ α

µn

≤ ‖ φn

‖φn‖
‖2

2 ≤
β

µn

≤ β

αµ
.
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Por lo tanto z 6= 0, y el Teorema de Lebesgue implica que
∫

Ω

ϕ
φn

‖φn‖
→
∫

Ω

ϕz.

Aśı
∫
Ω

ϕz = 0, lo cual es una contradicción, probando la afirmación.

Esta afirmación nos lleva a deducir que existe alguna constante c2

tal que
∫
Ω

ϕ φn

‖φn‖ > c2. Por lo tanto tn <
c1∫

Ω

ϕ φn

‖φn‖
< c1/c2, lo cual

contradice que tn → +∞, y concluye aśı la prueba del teorema. ut

Consideremos ahora el caso particular en que la no-linealidad f es

una función de clase C1 verificando (f1−3) y que la matriz A satisface

la siguiente condición

A(x, s) = a(s)A(x), ∀s ∈ R, (A5)

con A(x) := (aij(x)) una matriz definida positiva con coeficientes con-

tinuamente derivables aij(x) en Ω y a : R → R una función C1 verifi-

cando

0 < k1 ≡ ı́nf
s∈R

a(s) ≤ k2 ≡ sup
s∈R

a(s) < +∞.

Notemos que en este caso las condiciones (A1−3) se satisfacen. En este

caso mejoramos los resultados de esta sección probando la existencia de

un continuo en el conjunto Σ = {(t, u) ∈ R ×E : u solución de (Qt)}.
Sea â : R → R definido por:

â(s) =

s∫

0

a(t)dt.

Con este cambio de variable podemos asegurar que, u es solución de

(Qt), es decir
∫

Ω

a(u)A(x)∇u · ∇v =

∫

Ω

f(x, u)v + t

∫

Ω

ϕv, ∀v ∈ H1
0 (Ω),
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si, y sólo si w = â(u) satisface
∫

Ω

A(x)∇w · ∇v =

∫

Ω

f(x, â−1(w))v + t

∫

Ω

ϕv, ∀v ∈ H1
0 (Ω),

es decir, w verifica

−div(A(x)∇w) = f(x, â−1(w)) + tϕ, x ∈ Ω,

w = 0, x ∈ ∂Ω.





Demostramos ahora un resultado, probado en el caso semi-lineal

(véase [66]) con un poco menos de generalidad.

Lema 4.9. Supongamos que f ∈ C1(Ω × R). Sean u ∈ C1(Ω) una

super-solución de (Qt) y u ∈ C1
0(Ω) una solución de (Qt) tal que u ≥ u

y u 6≡ u. Entonces, u(x) > u(x) en Ω y a(u)
∂u

∂n
< a(0)

∂u

∂n
en ∂Ω .

Nota 4.10. Análogamente, si u ∈ C1(Ω) es una subsolución de (Qt) y

u ∈ C1
0(Ω) una solución de (Qt) tal que u ≤ u y u 6≡ u, entonces u < u

en Ω y a(u)
∂u

∂n
> a(0)

∂u

∂n
en ∂Ω.

Demostración. Supongamos que u es una super-solución y u una

solución de (Qt) con u ≥ u, u 6≡ u. Definamos

k = máx

{∣∣∣∣
∂f

∂s
(x, s)/a(s)

∣∣∣∣ : x ∈ Ω, u(x) ≤ s ≤ u(x)

}
.

Observemos que fijado x ∈ Ω, la función f(x, s) + tϕ + kâ(s) es no

decreciente en s ∈ [u(x), u(x)]. Aśı,

−div(A(x)∇â(u)) + kâ(u) ≥ f(x, u) + tϕ+ kâ(u)

≥ f(x, u) + tϕ+ kâ(u)

= −div(A(x)∇â(u)) + kâ(u).

Denotando w = â(u) − â(u) obtenemos que

−div(A(x)∇w) + kw ≥ 0.
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Usando que u 6≡ u, el principio del máximo fuerte implica que

0 < w = â(u) − â(u) en Ω,

y
∂(â(u) − â(u))

∂n
= a(u)

∂u

∂n
− a(0)

∂u

∂n
< 0 en ∂Ω.

Más aún, puesto que â es estrictamente creciente obtenemos que u > u

en Ω. ut

En el siguiente teorema usaremos el Lema 4.9 y el Teorema 1.10

para asegurar que, para matrices verificando (A5), (Qt) tiene al menos

dos soluciones para t < t∗, t∗ dado por el Teorema 4.7.

Teorema 4.11. Sea f una función C1 verificando (f2−3). Supongamos

que A satisface (A5) con ĺım
s→+∞

a(s) = ĺım
s→−∞

a(s). Entonces para todo

t0 < t∗ ≡ sup{t ∈ R : (Qt) admite solución} existe un continuo C en

Σ verificando que

(1) [t0, t
∗] ⊂ Proy

R
C.

(2) Para cada t ∈ [t0, t
∗), ProyEC contiene dos soluciones distintas

de (Qt).

Demostración. Primero notamos que por el Lema 4.5, para todo

t1 > t∗ > t0 fijado, existe R ∈ R
+ tal que ‖u‖0 < R para toda solución

u de (Qt) con t ∈ [t0, t1].

Para cada h ∈ H−1(Ω), denotamos T̃ (h) a la única solución del

problema

−div(A(x)∇â(u)) = h x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω.





Aśı, el operador T̃ transforma H−1(Ω) en H1
0 (Ω). Además, usando el

Teorema 9.15 de [69] y el Teorema de Morrey, tenemos que T̃ (Lr(Ω)) ⊂
C1

0(Ω) para cada r > N .
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Entonces, denotando por Φ̃t ≡ u − T̃ (f(x, u) + tϕ) y usando la

propiedad de invariancia por homotoṕıa del grado,

deg(Φ̃t, Br(0), 0) = constante, ∀t ∈ [t0, t1], ∀r ≥ R,

donde ahora Br(0) ≡ {u ∈ C1(Ω) : ‖u‖0 < r}. Puesto que el problema

(Qt1) no tiene solución deducimos que el anterior grado es cero para

t = t1. Aśı,

deg(Φ̃t, Br(0), 0) = 0, ∀t ∈ [t0, t1], ∀r ≥ R.

Sea u∗ la solución de (Qt∗) dada por el item 2 del Teorema 4.7. Re-

cordemos que u∗ es super-solución de (Qt) para todo t ∈ [t0, t
∗) y no

es solución. Más aún, razonando como en el Teorema 4.7, existe una

sub-solución ut0 < u∗ de (Qt0) que no es solución. Claramente ut0 es

también sub-solución y no solución para (Qt) si t ∈ [t0, t
∗). Considere-

mos el conjunto

O = {u ∈ C1
0(Ω) : ut0 < u < u∗ en Ω;

∂u∗

∂n
<
∂u

∂n
<
∂ut0

∂n
, en ∂Ω}.

El Lema 4.9 implica la no existencia de soluciones de (Qt) en ∂O
(frontera tomada en C1

0(Ω)). En particular, no hay ninguna solución

en la frontera de O∩Br(0) (r ≥ R) lo cual significa que el grado de Φ̃t

está bien definido en este conjunto.

Afirmamos ahora que existe r ≥ R, tal que

deg(Φ̃t,O ∩Br(0), 0) = 1.

En efecto, fijado t ∈ [t0, t
∗] tomamos

k = máx

{∣∣∣∣
∂f

∂s
(x, s)/a(s)

∣∣∣∣ : x ∈ Ω, ut0(x) < s < u∗(x)

}
,
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y definimos la función de truncadura f̃ de la siguiente forma:

f̃(x, s) =





f(x, ut0(x)) + kâ(ut0(x)) si s ≤ ut0(x),

f(x, s) + kâ(s) si ut0(x) < s < u∗(x),

f(x, u∗(x)) + kâ(u∗(x)) si s ≥ u∗(x).

Observemos que f̃(x, s) + tϕ está acotada y es no decreciente en la

variable s. Consideremos ahora para cada h ∈ H−1(Ω) la única solución

u = T̃ ′h del problema

−div(A∞(x)∇â(u)) + kâ(u) = h x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω.





Esto define un operator T̃ ′ : H−1(Ω) → H1
0 (Ω). Puesto que la función

f̃(x, s)+tϕ es acotada, por [69, Teorema 9.15] y el Teorema de Morrey,

sabemos que T̃ ′(f̃(x, ·) + tϕ) es acotado en C1(Ω). Sea

r0 = sup{‖T̃ ′(f̃(x, v) + tϕ)‖C1(Ω) : v ∈ C1(Ω)}

y tomemos r > máx{R, r0}. Por la definición de f̃ tenemos que

f̃(x, ut0) + t0ϕ ≤ f̃(x, v) + tϕ ≤ f̃(x, u∗) + t∗ϕ para todo v ∈ C1
0(Ω) y

consecuentemente, por el Lema 4.9, obtenemos que

{T̃ ′(f̃(x, v) + tϕ) : v ∈ C1
0(Ω)} ⊂ O ∩Br(0).

Ahora tomamos ψ ∈ O ∩Br(0) y consideramos la homotoṕıa com-

pacta, H(s, u) = sT̃ ′(f̃(x, u) + tϕ) + (1 − s)ψ, 0 ≤ s ≤ 1. Puesto que

O ∩Br(0) es un conjunto convexo tenemos que u 6= H(s, u) para todo

u ∈ ∂O ∩Br(0) y s ∈ [0, 1]. Por lo tanto

deg(I − T̃ ′(f̃(x, ·) + tϕ),O ∩Br(0), 0) = deg(I − ψ,O ∩Br(0), 0) = 1.
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Notando ahora que f̃(x, v(x)) = f(x, v(x))+kâ(v(x)) para toda función

v ∈ O ∩Br(0), llegamos a

deg(Φ̃t,O ∩Br(0), 0) = deg(I − T̃ ′(f̃(x, ·) + tϕ),O ∩Br(0), 0) = 1,

probando nuestra afirmación.

Tomemos R1 > r de manera que O ⊂ BR1(0). Con objeto de usar el

Teorema 1.10, tomamos U = BR1(0), U1 = O ∩Br(0) y [a, b] = [t0, t1].

Notemos que (Qt) no tiene solución en ∂BR1(0) para cada t ∈ [t0, t1]

y (Qt1) no tiene solución en BR1(0). Además, acabamos de probar

que deg(I − T̃ ′(f̃(x, ·) + tϕ),O ∩ Br(0), 0) = 1. Por tanto estamos

en condiciones de aplicar el Teorema 1.10 para deducir que existe un

continuo C en Σ tal que

C ∩ ({t0} × O ∩Br(0)) 6= ∅,

y

C ∩ ({t0} × [BR(0) \ O ∩Br(0)]) 6= ∅.

Más aún, usando el Lema 4.9 es posible probar que (Qt) no tiene solu-

ción en ∂O ∩Br(0) para cada t ∈ [t0, t
∗). Aśı, debido a la conexión de

C, deducimos que C interseca a ∂O ∩ {t} × Br(0) con t ∈ [t0, t
∗] si, y

sólo si t = t∗. Esto prueba que la proyeción sobre E del continuo con-

tiene al menos dos soluciones de (Qt) para todo t ∈ [t0, t
∗), probando

el teorema. ut

Con la misma prueba, pero usando el item (ii) del Lema 4.5 en lugar

del item (i) del mismo, podemos considerar el caso de no-linealidades

“superlineales”:

Teorema 4.12. Sea f una función de clase C1 verificando (f2), (f ′
3),

(f4) con h ∈ L∞(Ω) Supongamos que A satisface (A5) con ĺım
s→+∞

a(s) =
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ĺım
s→−∞

a(s). Entonces, para cada t0 < t∗, dado por t∗ ≡ sup{t ∈ R :

(Qt) admite solución} existe un continuo C en Σ verificando que

(1) [t0, t
∗] ⊂ Proy

R
C.

(2) ProyE C contiene dos soluciones distintas de (Qt) para todo

t ∈ [t0, t
∗). ut

IV.4. Comentarios Finales.

Respecto a problemas en los que la no-linealidad f interactúa con

los valores propios de (0.2), hemos estudiado el caso en que f ′
−∞(x)

y f ′
+∞(x) salten solamente el primer valor propio (cuando se verifica

la condición (f3)) o bien los salten todos (si imponemos (f ′
3)). Cabe

plantearse también el problema de interacciones con un conjunto finito

de valores propios, es decir, existen k1, k2 ∈ N, con 1 < k1 < k2, de

manera que

λk1−1 < f ′
−∞(x) < λk1 ,

λk2−1 < f ′
+∞(x) < λk2 .

Entre los trabajos conocidos en el ambiente semi-lineal, podemos citar

en este caso [79] en dimensión N = 1 y [63, 78] para el caso N > 1.

Igualmente nos podemos plantear el caso de interacción con todos salvo

un conjunto finito de valores propios, es decir, cuando para algún k > 1

se verifica

λk−1 < f ′
−∞(x) < f ′

+∞(x) ≡ +∞.

Aqúı podemos citar [57, 94] para problemas en dimensión N = 1 y

[30, 53] en dimensión superior a uno.

Al respecto de este tipo de problemas, convendŕıa recordar que en

el trabajo original de Ambrosetti-Prodi (véase [13]), usando resultados
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de inversión global de aplicaciones con singularidades entre espacios de

Banach prueban el teorema:

Sea Ω ⊂ R
N un dominio acotado con frontera ∂Ω de clase C2,α

(0 < α < 1) y f ∈ C2(R) satisfaciendo:

(i) f(0) = 0,

(ii) f ′′(s) > 0 para cada s ∈ R,

(iii) ĺım
s→−∞

f ′(s) = f ′(−∞) < λ1 < f ′(+∞) = ĺım
s→+∞

f ′(s) < λ2.

Entonces existe en C0,α(Ω) una C1-variedad M conexa y cerrada de

codimensión 1, de manera que C0,α(Ω)\M tiene exactamente dos com-

ponentes conexas, A1, A2 con las siguientes propiedades:

(a) Si h ∈ A1 el problema

−∆u = f(u) + h, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,





no tiene solución en C2,α(Ω),

(b) Si h ∈ A2 el problema tiene exactamente dos soluciones en

C0,α(Ω),

(c) Si h ∈ M el problema admite solución única en C0,α(Ω).

Se obteńıa aśı una descripción precisa del número de soluciones de

(Qt) en este caso. Otros trabajos donde también se obtiene el número

exacto de soluciones para problemas semi-lineales son [31, 35, 51].

Por nuestra parte (Teorema 4.7) solamente damos una cota inferior de

este número de soluciones. Como quiera que el método de inversión

global es un método global que no solamente es aplicable a operadores

lineales, nos planteamos si será de utilidad en nuestro caso. La principal

dificultad radica en que el tipo de operadores considerados por nosotros

no es, en general, diferenciable.
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Respecto a la prueba de los resultados principales de la sección

tercera, merece la pena hacer algunos comentarios. Comenzaremos con

la demostración del Teorema 4.7. Aqúı, la existencia de al menos dos

soluciones para (Qt) con t suficientemente pequeño es probada usando

técnicas de grado topológico. También podŕıamos en este caso (al igual

que hemos hecho en los Teoremas 4.11 y 4.12) emplear el Teorema 1.10

para obtener que, dado t < t∗ existe un continuo Ct ∈ Σ de manera que

el conjunto

{u ∈ E : (t, u) ∈ Ct},

contiene al menos dos soluciones de (Qt). Para ello, y usando la misma

notación que en la prueba del teorema, tomamos como U el conjunto

BR(0), de esta manera

deg(Φt, U, 0) = 0,

y como U1 = B|t|ε(tφ), con lo que

deg(Φt, U1, 0) = 1,

y aśı estamos en las condiciones del Teorema 1.10, que nos permite

concluir la existencia del continuo Ct. La principal diferencia respecto

al Teorema 4.11 es que la proyección de dicho continuo a R no tiene

por que contener el intervalo maximal de valores t para los que (Qt)

admite solución.

Finalmente, de la demostración de los Teoremas 4.7, 4.11 y 4.12 po-

demos concluir la existencia, para cada t < t∗ (suficientemente pequeño

en el primer caso), de un continuo Ct ∈ Σ con la propiedad anterior.

Nosotros pensamos que dicho continuo es independiente de t, es decir,

que existe un continuo de soluciones C ∈ Σ de manera que para cada
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t < t∗, C contenga dos soluciones distintas de (Qt). Una primera apro-

ximación en este sentido la obtenemos del Teorema 1.8 en el caso que

las soluciones de (Qt) sean aisladas para cada t ∈ R. Éste nos permite

probar que el continuo Ct ∈ Σ de soluciones de (Qt) cuya existencia

aseguran dichos teoremas es no acotado en R × E. Por tanto, usando

el Lema 4.5, su proyección a R contiene la semirrecta (−∞, t]. No sa-

bemos, sin embargo, si para cada t′ ∈ (−∞, t] este continuo contiene

al menos dos soluciones de (Qt′). A este respecto podemos intentar

buscar condiciones que aseguren las hipótesis del Teorema 1.9 y de-

mostrar aśı que dicho continuo tiene dos componentes no acotadas en

(−∞, t∗) × E.
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En la sección tercera del Caṕıtulo II señalabamos como se puede

estudiar la existencia de soluciones positivas de un determinado pro-

blema de contorno del tipo (0.1) a partir de la existencia de soluciones

no triviales de un problema truncado (via principio del máximo). En

el Caṕıtulo III ya hab́ıamos iniciado el estudio de la existencia de con-

tinuos de soluciones positivas para (Pλ). En este caṕıtulo pretendemos

completar los resultados de bifurcación obtenidos en dicho caṕıtulo es-

tudiando la existencia de cotas a priori sobre λ o en la norma ‖u‖0 de

las soluciones (λ, u) de (Pλ). Esto nos permitirá describir el rango de

valores λ para los cuales (Pλ) admita al menos una solución o al menos

dos. Los resultados contenidos en el Caṕıtulo III, aśı como en las tres

primeras secciones del presente constituyen un trabajo, [23], aceptado

para su publicación en Proc. Roy. Soc. Edinb. A.

V.1. Problemas asintóticamente lineales en infinito.

En la presente sección probaremos un resultado en el cual damos

condiciones suficientes para obtener ambas bifurcaciones, desde cero y

desde infinito, y estudiaremos la existencia de solución de (Pλ) en el

caso de no-linealidades satisfaciendo (f̃2) (asintóticamente lineales en

infinito).

Teorema 5.1. Supongamos que, para todo λ ∈ R, f(λ, x, 0) = 0 a.e.

x ∈ Ω. Supongamos también que se verifican las condiciones (A1−4),

(f̃1−4) y (f̃ ′
3). Sean λ∞ y λ0 dados por (3.1) y (3.9), respectivamente.

(i) Si alguna de las siguientes condiciones se satisface

(a) existe una función k(x) ∈ L1(Ω) con k+ 6≡ 0, tal que

f(λ, x, s) ≥ λk(x)s ∀(λ, x, s) ∈ R
+ × Ω × R

+, (f̃5)
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(b) existe λ∗ ≤ 0 tal que

f(λ∗, x, s) ≤ 0, a.e. x ∈ Ω, ∀s > 0, (f̃6)

entonces el problema (Pλ) tiene una solución positiva para todo

λ entre λ0 y λ∞.

(ii) Si se verifica la condición (2.4) para todo λ ∈ R, y para algún

λ∗ ≤ 0 y s > 0 tenemos (f̃6) y

f(λ, x, s) ≤ 0, a.e. x ∈ Ω, ∀λ ≥ λ∗, (f̃7)

entonces existen dos soluciones para λ > máx{λ0, λ∞}.

Nota 5.2. En las Figuras 1, 2, 3 damos varios diagramas de bifurcación

que se pueden dar en el caso de (i) para λ0 < λ∞. Notemos que el lado

de la bifurcación es importante para obtener una descripción del rango

de valores λ para los cuales (Pλ) tiene solución. La Figura 1 corresponde

al caso en que se satisfacen las hipótesis de los Teoremas 3.9-(ii) y

3.4-(i). Aśı, la bifurcación es a la derecha en cero y a la izquierda

en infinito y solamente podemos deducir la existencia de una solución

para λ ∈ (λ0, λ∞). La Figura 2 es un diagrama de bifurcación bajo las

hipótesis de los Teoremas 3.9-(ii) y 3.4-(ii). En este caso, la bifurcación

es a la derecha en cero y en infinito. Entonces existen, al menos, dos

soluciones para λ ∈ (λ∞, λ∞ + ε) (para algún ε > 0) y, al menos,

una solución para λ ∈ (λ0, λ∞). Por otra parte, si suponemos que se

satisfacen las condiciones de los Teoremas 3.9-(i) y 3.4-(ii) obtenemos

el diagrama de bifurcación dado en la Figura 3. La bifurcación es a la

izquierda en cero y a la derecha en infinito. En este caso, existen, al

menos, dos soluciones para λ ∈ (λ0 − ε0, λ0)∪ (λ∞, λ∞ + ε) y, al menos

una solución para λ ∈ (λ0, λ∞). La Figura 4 es un ejemplo del item (ii)
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del teorema anterior donde el lado de la bifurcación es a la derecha (por

ejemplo, si asumimos las hipótesis de los Teoremas 3.9-(ii) y 3.4-(ii)).

λ0 = 0 λ∞
λ

‖ · ‖0

Figura 1

+ε∞λ0 λ∞λ∞
λ

‖ · ‖0

Figura 2

Demostración. Los Teoremas 3.4 y 3.9 prueban la existencia de dos

conjuntos conexos Σ0 y Σ∞ de soluciones positivas de (Pλ) emanando

respectivamente de (λ0, 0) y (λ∞,∞), y son los únicos. Para probar

(i) es bastante mostrar que existe bien un número λ∗ ≥ máx{λ0, λ∞}
tal que, la ecuación u− T (f(λ, x, u)) = 0 no tiene soluciones positivas
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- +ε0 ε∞λ0 λ0 λ∞λ∞
λ

‖ · ‖0

Figura 3

λ0 = 0λ∞
λ

‖ · ‖0

Figura 4

para λ = λ∗ (lo que será cierto si se verifica (f̃5)) o bien un número

λ∗ ≤ mı́n{λ0, λ∞} tal que u − T (f(λ, x, u)) = 0 no tiene soluciones

positivas para λ = λ∗ (lo cual será cierto supuesto (f̃6)). En efecto,

ambos hechos implican que las proyecciones ProyR Σ0 y ProyR Σ∞ sean

intervalos acotados superiormente (por λ∗) o bien inferiormente (por

λ∗). La naturaleza global de los continuos Σ0 y Σ∞ implica que bien

Σ0 = Σ∞ o, si Σ0 ∩ Σ∞ = ∅, que ProyR Σ0 y ProyR Σ∞ son intervalos
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no acotados. En cualquier caso, el intervalo abierto de extremos λ0 y

λ∞ esta contenido en ProyR Σ0 ∪ ProyR Σ∞ obteniendo la afirmación

(i). Para probar la afirmación anterior, si se verifica (f̃5) tomamos una

solución (λ, u) de u−T (f(λ, x, u)) = 0, con λ > 0. Puesto que k+ 6≡ 0,

existe ψ ∈ H1
0 (Ω), ‖ψ‖ = 1, tal que

∫
Ω

k(x)ψ2 > 0. Eligiendo ε > 0 y

ψ2/(u+ ε) como función test, obtenemos

∫

Ω

A(x, u)∇u ·
(

2
ψ

u+ ε
∇ψ −

(
ψ

u+ ε

)2

∇(u+ ε)

)
=

∫

Ω

f(λ, x, u)

u+ ε
ψ2.

Entonces, por (A1)

β ≥ −
∫

Ω

A(x, u)

(
∇ψ −

(
ψ

u+ ε

)
∇u
)
·
(
∇ψ −

(
ψ

u+ ε

)
∇u
)

+

∫

Ω

A(x, u)∇ψ · ∇ψ

=

∫

Ω

f(λ, x, u)

u+ ε
ψ2,

y puesto que f(λ, x, u) ≥ λk(x)u para λ > 0 y
∫
Ω

k(x)ψ2 > 0, deducimos

que

β ≥ λ

∫

Ω

k(x)
u

u+ ε
ψ2.

tomando ĺımites cuando ε tiende a cero, se tiene

λ ≤ β∫
Ω

k(x)ψ2
.

Aśı no hay soluciones positivas del problema (Pλ) para λ > β/
∫
Ω

k(x)ψ2.

En particular, puesto que λ0 y λ∞ son puntos de bifurcación de solucio-

nes positivas, esto significa que β/
∫
Ω

k(x)ψ2 ≥ máx{λ0, λ∞} y entonces

es bastante elegir λ∗ > β/
∫
Ω

k(x)ψ2 para obtener lo deseado en este

caso.
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Si se verifica (f̃6) entonces no hay ninguna solución positiva u de

(Pλ∗
). Esto se prueba fácilmente observando que la única solución de

(Pλ∗
) es la solución trivial. En efecto, si u es solución de (Pλ∗

), entonces

u ≥ 0 y tomando u como función test se deduce de (A2) y (f̃6) que

α

∫

Ω

|∇u|2 ≤
∫

Ω

A(x, u)∇u · ∇u =

∫

Ω

f(λ∗, x, u)u ≤ 0,

lo que significa que u ≡ 0. Finalmente, como λ∗ ≤ 0 también tenemos

que λ∗ ≤ mı́n{λ0, λ∞}. Esto concluye la primera parte del teorema.

Para probar (ii) recordamos que (f̃6) implica que

ProyR Σ0,ProyR Σ∞ ⊂ (λ∗,+∞).

Además, afirmamos que para todo λ ≥ λ∗ no hay ninguna solución

u of (Pλ) con ‖u‖0 = s. En efecto, razonemos por contradicción y

supongamos que existe λ ≥ λ∗ y una solución u de (Pλ) con ‖u‖0 =

s. Puesto que f(λ, ·, ·) es C1 en Ω × [0,∞), existe m ≥ 0 tal que

f(λ, x, s) + ms es creciente en s ∈ [0, s]. Entonces w = u es solución

de la siguiente ecuación lineal.

L(w) := −div(A(x, u)∇w) +mw = f(λ, x, u) +mu, en Ω.

Por otra parte, puesto que f(λ, x, s) ≤ 0, entonces

Ls ≥ f(λ, x, s) +ms.

restando las dos expresiones anteriores obtenemos

L(s− u) ≥ 0, en Ω, s− u > 0, en ∂Ω.

Puesto que los coeficientes de la matriz A(x, u) son funciones C1(Ω)

podemos deducir del Principio del máximo fuerte que s− u > 0 in Ω,

lo cual contradice que ‖u‖0 = s y aśı probamos la afirmación anterior.
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En particular, obtenemos las inclusiones

Σ0 ⊂ {(λ, u) / ‖u‖0 < s} y Σ∞ ⊂ {(λ, u) / ‖u‖0 > s},

y, además, Σ0 ∩ Σ∞ = ∅. Entonces, concluimos la prueba observando

que la naturaleza global de las bifurcaciones conduce a [λ0,+∞) ⊂
ProyR Σ0 y (λ∞,+∞) ⊂ ProyR Σ∞, lo cual implica que para todo

λ > máx{λ0, λ∞}, tengamos dos soluciones positivas de (Pλ), una en

Σ0 y otra en Σ∞. ut

Notas 5.3. i) El Teorema 5.1 extiende al caso de operadores

casi-lineales el Teorema A en [10]. Más aún, aplicando el

Teorema 5.1 es posible abarcar también no-linealidades que

tengan distinto comportamiento en el origen y en infinito.

ii) Notemos también que si las condiciones (f̃5,6) se satisfacen a

la vez, entonces los continuos Σ0, Σ∞ emanando, respectiva-

mente, de cero y de infinito, son el mismo conjunto, es decir

Σ0 = Σ∞.

V.2. Problemas sublineales en infinito. Un teorema

de unicidad.

A continuación pretendemos extender a nuestro ambiente casi-lineal

los resultados de existencia y unicidad de soluciones positivas conoci-

dos, tanto en el caso semi-lineal como en el del p-Laplaciano, para no-

linealidades cóncavas y sublineales en infinito (del tipo f(s) = sq, 0 <

q < 1). Concretamente, probamos el siguiente teorema

Teorema 5.4. Supongamos que se satisfacen las condiciones (A1−4),

(f̃1), (f̃3−4), (f̃ ′
3), y (f̃6). Consideremos también que f(λ, x, 0) = 0 a.e.
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x ∈ Ω y para todo λ ∈ R y que

ĺım
s→+∞

f(λ, x, s)

s
= 0, uniformemente para x ∈ Ω, ∀λ ≥ λ∗, (5.1)

donde λ∗ viene dado por (f̃6). Entonces existe al menos una solución

positiva de (Pλ) para todo λ ≥ λ0.

Nota 5.5. Bajo las hipótesis del teorema anterior, el diagrama de

bifurcación será como en la Figura 5.

λ0 = 0
λ

‖ · ‖0

Figura 5

Demostración. Gracias al Teorema 3.9, existe bifurcación desde ce-

ro en λ0. En la prueba del Teorema 5.1, hemos comprobado que la

condición (f̃6) implica la no existencia de soluciones positivas de (Pλ∗
).

Para concluir es suficiente probar que no hay ningún otro punto de bi-

furcación desde infinito. En otras palabras, solo necesitamos encontrar

cotas a priori para las soluciones de (Pλ) en conjuntos acotados de λ.

Razonemos por contradicción, y sean λn → λ < +∞ y un una solución

no trivial de (Pλn
) con ‖un‖0 → +∞. Sin pérdida de generalidad, pode-

mos suponer que zn ≡ un/‖un‖ → z fuertemente en L2(Ω). Entonces,
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tomando
un

‖un‖2
como función test, llegamos a que zn satisface

∫

Ω

A(x, un)∇zn · ∇zn =

∫

Ω

f(λn, x, un)
zn

‖un‖
.

A partir de las condicións (A2) y (f̃3) obtenemos ahora

α ≤
∫

Ω

f(λn, x, un)

‖un‖
zn ≤ |λn − λ|

∫

Ω

(
K1(x)zn +

K2(x)

‖un‖

)
zn

+

∫

Ω

f(λ, x, un)

‖un‖
z +

∫

Ω

f(λ, x, un)

‖un‖
(zn − z).

(5.2)

La condición (5.1) implica que
f(λ, x, un)

un

→ 0 casi para todo x en

Ω+ := {x ∈ Ω / z(x) > 0}. Aśı, por la condición (f1) (la cual se verifica

por (f̃1), (f̃3) y (5.1)), y el Teorema de la Convergencia Dominada de

Lebesgue deducimos que

ĺım
n→∞

∫

Ω

f(λ, x, un)
z

‖un‖
= ĺım

n→∞

∫

Ω+

f(λ, x, un)

un + 1

(
zzn +

z

‖un‖

)
= 0.

Como zn converge a z y se verifica (f1), tenemos

ĺım
n→+∞

∫

Ω

f(λ, x, un)

‖un‖
(zn − z) = 0.

Por tanto, tomando ĺımites cuando n tiende a infinito, deducimos de

(5.2) que α ≤ 0, lo cual es una contradicción. ut

Nota 5.6. En [33] el método de sub y super-solución se usa para probar

la existencia de al menos una solución positiva de (Pλ) para todo λ > 0

para la no-linealidad f(λ, x, s) = λsq, 0 < q < 1. Notemos que este

resultado es un caso particular de nuestro teorema con f ′
+(x, 0) = +∞

(λ0 = 0). Además, nuestro teorema cubre también casos en los cuales

f ′
+(x, 0) < +∞.
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En el caso semi-lineal, es decir A(x, s) = A(x), la unicidad de solu-

ciones positivas de (Pλ) para λ > 0 y no-linealidades cóncavas f(λ, x, s)

en la variable s es conocido [43] (véase también [42]). Con respecto

a la extensión de este resultado de unicidad a coeficientes generales

A(x, s), tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.7. Supongamos que se satisfacen (A1−3), (2.4) y existe

ε0 ∈ (0,+∞] tal que

A(x, s) es no decreciente respecto a s, 0 ≤ s < ε0. (A6)

Sea λ > 0 fijo. Supongamos además que se verifica (f̃1), f(λ, x, ·) es

no decreciente en [0, ε0) a.e. x ∈ Ω para cada λ > 0 y

f(λ, x, s)

s
es decreciente para 0 ≤ s < ε0, a.e. x ∈ Ω, (5.3)

f(λ, x, s) ≥ βµs, a.e. x ∈ Ω, s ∈ [0, ε0], (5.4)

donde µ denota de nuevo al primer valor propio del operador Laplacia-

no. Entonces, el problema (Pλ) tiene a lo más una solución u positiva

con ‖u‖0 < ε0.

Notas 5.8. (1) Bajo hipótesis más fuertes que la anterior, como

son

A(x, s) es no decreciente respecto a la variable s para

0 ≤ s < +∞, a.e. x ∈ Ω,
f(λ, x, s)

s
es decreciente para 0 ≤ s < +∞, a.e. x ∈ Ω,

ĺım
s→0+

f(λ, x, s)

s
= +∞, uniformemente en Ω,

el Teorema 5.7 implica la unicidad de soluciones positivas de

(Pλ).

(2) Respecto a cuando la condición (A6) se verifica, en el caso que

A(x, s) = a(s)I, a(0) > 0 y f(λ, x, s) = f(s), realizando el
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cambio de variables v = â(u), donde â(s) =
∫ s

0
a(t)dt obtene-

mos que (Pλ) es equivalente al siguiente b.v.p. semi-lineal

−∆v(x) = (f ◦ â−1)(v(x)), x ∈ Ω,

v(x) = 0, x ∈ ∂Ω.





Teoremas de unicidad son conocidos (véase [43]) si la fun-

ción compuesta f ◦ â−1 es cóncava. Este es el caso cuando la

hipótesis (A6) y (5.3) se satisfacen en este caso.

Demostración. Razonemos por contradicción y supongamos que u1

y u2 sean dos soluciones distintas de (Pλ) con ‖ui‖0 < ε0, i = 1, 2.

Afirmamos que entonces es posible elegir u1 y u2 tales que u1 ≤ u2. En

efecto, recordemos que en [37] se prueba que para cada r > 0 existen

ur ∈
◦
P⊂ E y λr ∈ R

+ tal que ‖ur‖r = r y

−div(A(x, ur)∇ur) = λrur, x ∈ Ω,

ur = 0, x ∈ ∂Ω.





Más aún, tenemos que ‖ur‖0 ≤ c0λrr. Siguiendo los mismos argu-

mentos de [33], por (5.4), para r > 0 suficientemente pequeño, ur es

subsolución de (Pλ). Puesto que, por el Lema 2.6, u1 y u2 están en
◦
P ,

tenemos para r suficientemente pequeño que ur ≤ mı́n{u1, u2}. Aśı,

por el método de sub y super-solución existe w1 solución de (Pλ) tal

que

ur ≤ w1 ≤ u1, y ur ≤ w1 ≤ u2.

Por tanto, hemos obtenido dos soluciones distintas y ordenadas:

bien w1 y u1, o bien w1 y u2. En consecuencia, podemos suponer que

u1 ≤ u2 < ε0, y u1 6≡ u2. Tomemos u2
2/u1 como función test en la
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ecuación que satisface u1 y obtenemos

∫

Ω

A(x, u1)∇u1 ·
(

2
u2

u1

∇u2 −
(
u2

u1

)2

∇u1

)
=

∫

Ω

f(λ, x, u1)

u1

u2
2.

Ahora, tomando u2 como función test en la ecuación satisfecha por u2

resulta ∫

Ω

A(x, u2)∇u2 · ∇u2 =

∫

Ω

f(λ, x, u2)

u2

u2
2.

observando que u1 ≤ u2 < ε0 deducimos de (A6) que A(x, u2)−A(x, u1)

es definida no negativa, y restando ambas igualdades obtenemos de

(5.3) que

0 ≥ −
∫

Ω

A(x, u1)

(
∇u2 −

u2

u1

∇u1

)
·
(
∇u2 −

u2

u1

∇u1

)

−
∫

Ω

[A(x, u2) − A(x, u1)]∇u2 · ∇u2

=

∫

Ω

(
f(λ, x, u1)

u1

− f(λ, x, u2)

u2

)
u2

2 > 0,

lo cual es una contradicción. ut

V.3. Problemas superlineales en infinito.

A continuación trabajaremos con no-linealidades f superlineales en

infinito. Espećıficamente, estudiamos el caso en que f verifica una

condición equivalente a (f4), es decir, existe p ∈ (1, 2∗ − 1) y una

función h acotada, tal que para todo intervalo real compacto Λ,

ĺım
s→+∞

f(λ, x, s)

sp
= h(x) ≥ c > 0, uniformemente x ∈ Ω, λ ∈ Λ.

(5.5)

Observemos en primer lugar que la cota a priori probada en el

Teorema 4.4 sigue siendo cierta para las soluciones de (Pλ) con λ en

intervalos compactos, sustituyendo la condición (f4) por (5.5). Aśı,



V.3. PROBLEMAS SUPERLINEALES EN INFINITO 111

podemos probar el siguiente resultado de existencia y multiplicidad de

soluciones de (Pλ) para este tipo de no-linealidades.

Teorema 5.9. Supongamos que f(λ, x, 0) = 0, a.e. x ∈ Ω, para cada

λ ∈ R y que las condiciones (f̃1), (f̃ ′
3), (f̃4−5), (5.5), (2.4) y (A1−3) son

satisfechas. Sea λ0 dado por (3.9). Existe Λ∗ ≥ λ ≥ λ0 tal que (Pλ)

tiene al menos una solución positiva para todo λ ≤ λ y ninguna solución

positiva para λ > Λ∗. Además, si o bien λ0 > 0 y se tienen las hipótesis

del item (ii) del Teorema 3.9 o bien λ0 = 0 (es decir, f ′
+(x, 0) = +∞,

para todo x ∈ Ω) y se satisface (3.14), entonces λ > λ0 y para todo

λ ∈ (λ0, λ) existen al menos dos soluciones positivas.

λ0 = 0 λ
λ

‖ · ‖0

Figura 6

Nota 5.10. Bajo las hipótesis del Teorema 5.9 una vez más vemos

que el estudio del lado de la bifurcación desde (λ0, 0) es esencial. Si

esta ocurre hacia la izquierda (por ejemplo, si λ0 > 0 y se verifican las

hipótesis del Teorema 3.9-(i)) sólo podemos deducir la existencia de al

menos una solución positiva para λ < λ0. Por otra parte, si ocurre

hacia la derecha (por ejemplo, si bien λ0 > 0 y se verifican las hipótesis

del Teorema 3.9-(ii) o bien λ0 = 0 y se verifica (3.14)), entonces λ > λ0



112 V. SOLUCIONES POSITIVAS

y obtenemos la existencia de al menos dos soluciones positivas para λ

en un entorno a la derecha de λ0, (véase Fig. 6).

Demostración. Puesto que se satisfacen las hipótesis del Teorema

3.9, de λ0 emana un continuo no acotado Σ0 ⊂ Σ. Por (f̃5), como

hemos visto en la prueba del item (i) del Teorema 5.1, existe una cota

superior a priori para el conjunto de valores λ para los cuales existe

solución de (Pλ). Aśı,

Λ∗ ≡ sup{λ ∈ R; ∃u ∈ E \ {0} solución of (Pλ)} < +∞,

y ProyR Σ0 es un intervalo real acotado superiormente por Λ∗. Por

lo tanto, si λ es el supremo de ProyR Σ0, entonces λ0 ∈ ProyR Σ0 ⊂
(−∞, λ]. Usando ahora el Teorema 4.4 y que Σ0 es no acotado, también

deducimos que (−∞, λ] ⊂ ProyR Σ0. Esto prueba la primera parte del

Teorema. Si, o bien λ0 6= 0 y se verifican las hipótesis del item (ii) del

Teorema 3.9 o bien λ0 = 0 y se satisface (3.14), entonces la bifurcación

es supercŕıtica y por tanto λ0 < λ. Obtenemos pues la existencia de al

menos dos soluciones positivas para todo λ ∈ (λ0, λ). ut

Una cuestión permanece aún abierta en el Teorema 5.9. Es natural

interesarse por saber cuando el continuo Σ0 ofrece el intervalo maximal

de valores λ para los que existe solución positiva de (Pλ); es decir,

¿λ = Λ∗?. Podemos probar que la respuesta es afirmativa para la

clase particular de matrices A(x, s) que verifican (A5). Con respecto a

f(λ, x, s), suponemos que f(λ, x, 0) = 0 a.e. x ∈ Ω, para todo λ ∈ R y

f es no decreciente en s. Necesitaremos probar el siguiente teorema.

Teorema 5.11. Supongamos la hipótesis (A5), que f(λ, x, 0) = 0 a.e.

x ∈ Ω, para todo λ ∈ R y que f es no decreciente en s. Sea I ⊂ R

un intervalo, y sea Σ0 ⊂ I × C1
0(Ω) un conjunto conexo de soluciones
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de (Pλ). Consideremos una transformación continua T : I → C1
0(Ω)

tal que T (λ) es una super-solución de (Pλ), que no es solución. Si

existe (λ0, u0) ∈ Σ0 con u0 ≤ T (λ0) en Ω, entonces u ≤ T (λ) en Ω,

∀(λ, u) ∈ Σ0.

Demostración. Este teorema es una extensión a operadores casi-

lineales del resultado en [66, Theorem 2.2]. Razonando de la misma

forma que en [66] notamos que es suficiente usar en lugar del Lema 2.1

de [66], la extensión casi-lineal que supone el Lema 4.9. ut

Podemos dar ahora una respuesta positiva parcial a la pregunta que

nos haćıamos anteriormente con el siguiente resultado.

Teorema 5.12. Supongamos, además de las hipótesis del Teorema 5.9,

la condición (A5) y que f sea no decreciente en s. Si existe una función

` positiva no decreciente verificando

f(λ, x, s) < 0, ∀λ < −`(s), a.e. x ∈ Ω, s ∈ R
+,

entonces las constantes Λ∗ y λ dadas en el Teorema 5.9 son la misma,

es decir, el problema (Pλ) tiene soluciones positivas si, y sólo si λ ≤
λ = Λ∗. Más aún, este resultado es consecuencia de la existencia de

un continuo Σ0 ⊂ R × E de soluciones de (Pλ) que ofrece el intervalo

maximal de valores λ para los que existe solución positiva de (Pλ).

Demostración. Afirmamos que si un es una sucesión de soluciones

positivas de (Pλn
) con λn → −∞ entonces ‖un‖0 → +∞. En efec-

to, si por el contrario ‖un‖0 ≤ s0 entonces para λn < −`(s0), ten-

dŕıamos que f(λn, x, un) < 0, y tomando un como función test, por

(A2) tendŕıamos que un = 0, una contradicción que prueba la afirma-

ción anterior. Aśı, el continuo no acotado Σ0 de soluciones positivas

emanando desde cero, cuya existencia asegura el Teorema 3.9, conecta
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(λ0, 0) y (−∞,+∞). Para probar el teorema, es bastante probar que

si para Λ > λ0 el problema (PΛ) admite solución positiva, entonces

Λ ∈ ProyR Σ0. Supongamos que (PΛ) tiene una solución positiva uΛ.

Entonces uΛ es una super-solución de (Pλ) para todo λ ∈ (−∞,Λ) ≡ I

y tomando T (λ) = uΛ para todo λ < Λ, deducimos del Teorema 5.11

que Σ0 ∩ (I × E) no atraviesa u = uΛ y la única forma de conectar

(λ0, 0) y (−∞,+∞) es que Σ0 cruce la región λ ≥ Λ. En particular,

Λ ∈ ProyR Σ0. ut

V.4. Problemas del tipo Ambrosetti-Rabinowitz.

En esta sección estudiamos el caso de no-linealidades superlineales

en +∞ ( ĺım
u→+∞

f(x, u)

u
= +∞) y sublineales en cero ( ĺım

u→0+

f(x, u)

u
= 0).

Este tipo de problemas fue estudiado por primera vez en el famoso tra-

bajo de Ambrosetti-Rabinowitz [14]. Por nuestra parte, obtenemos

una versión casi-lineal de este resultado como una consecuencia directa

del estudio hecho del problema de Ambrosetti-Prodi superlineal. Con-

cretamente consideramos una función de Carathéodory f : Ω×R → R

tal que f(x, 0) = 0 a.e. x ∈ Ω, verificando (f4) y

ĺım
s→0

f(x, s)

s
= γ < αµ, uniformemente en x ∈ Ω. (f5)

Estamos interesados en la existencia de soluciones no triviales y

no negativas (positivas) para el problema (0.1) con este tipo de no-

linealidades. Sea f̃ : Ω × R → R la truncadura de f dada por

f̃(x, s) ≡ f(x, s+), x ∈ Ω.
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Notemos que, al igual que en el Teorema 2.6, gracias al principio

de máximo, toda solución no trivial de




−div(A(x, u)∇u) = f̃(x, u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,
(5.6)

es una solución positiva de (0.1). De este modo, la búsqueda de solu-

ciones positivas de (0.1) se reduce a buscar soluciones no triviales de

(5.6). Puesto que f̃ satisface claramente las condiciones (f ′
1,3) y (f2,4,5),

el problema (5.6) se enmarca dentro del problema de Ambrosetti-Prodi

“superlineal” (problema (Qt) con t=0 y alguna función ϕ). Aplicando

el Teorema 4.12 probamos:

Teorema 5.13. Supongamos que A satisface (A5) para alguna función

a con ĺım
s→+∞

a(s) = ĺım
s→−∞

a(s). Supongamos también que f es una fun-

ción de clase C1(Ω × R
+) verificando (f4−5) y que f(x, ·) es creciente

a.e. x ∈ Ω. Entonces el problema (0.1) tiene al menos una solución

positiva.

Demostración. El esbozo de la prueba es el siguiente. Primero (Paso

1) introducimos el problema dentro de un problema uniparamétrico

(Qt) para una función ϕ convenientemente elegida. Después (Paso 2)

usamos los resultados de la Sección IV.3 probando que t∗ definido en

el Teorema 4.7 es estrictamente positivo.

Paso 1. Elección de ϕ.

En [37] se prueba que para todo r > 0 existe una solución positiva

ur ∈ P del problema

−div(A(x, ur)∇ur) = µrur x ∈ Ω,

ur = 0 x ∈ ∂Ω,





con αµ ≤ µr ≤ βµ y ‖ur‖0 ≤ c r, para alguna constante positiva c.
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Afirmamos ahora que existe r ∈ R
+ tal que µr >

f(x, ur)

ur

a.e.

x ∈ Ω. En efecto, por (f5) existen δ ∈ R
+ y γ1 ∈ (γ, αµ) tales que

f(x, s)

s
≤ γ1 siempre que s < δ. Tomando r < δ/c tenemos que

‖ur‖0 ≤ δ, Aśı

f(x, ur)

ur

≤ γ1 < αµ ≤ µr, a.e.x ∈ Ω

lo cual prueba la afirmación.

Tomando ahora t ∈ (0, µr − γ1) conseguimos

−div(A(x, ur)∇ur) = µrur ≥ f(x, ur) + tur,

es decir, ur es una super-solución de

−div(A(x, u)∇u) = f̃(x, u) + tu x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω.





Sea ϕ(x) = ur, y recordemos que ϕ ∈ C1
0(Ω). Para estar en la situa-

ción de la Sección IV.3, vemos el problema (0.1) dentro del problema

uniparamétrico

−div(A(x, u)∇u) = f̃(x, u) + tϕ x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω.



 (Q̃t)

Paso 2. Denotemos S̃ ≡ {t ∈ R : (Q̃t) admite solución}. Sabemos

por el Paso 1 que ϕ es super-solución de (Q̃t0) para algún t0 > 0.

Razonando como en el Teorema 4.7 existe u subsolución de (Q̃t0) con

u ≤ ϕ. El método de sub y super-solución nos permite deducir que

(Q̃t0) tiene al menos una solución. Por lo tanto, 0 < t0 ∈ S̃ y aśı 0 < t̃∗,

donde t̃∗ = sup S̃ viene dado por el Teorema 4.8 aplicado al problema

(Q̃t). Más aún, el item 1 de dicho Teorema muestra la existencia de al

menos dos soluciones de (Q0), o equivalentemente la existencia de dos

soluciones no negativas de (0.1). Teniendo en cuenta que (f5) implica
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que cero es solución de este problema, deducimos que existe al menos

una solución positiva de (0.1). ut

V.5. Comentarios Finales.

La evidente restricción que supone la condición (A5) sobre la clase

de operadores que consideramos en los Teoremas 5.12 y 5.13 podŕıa ser

evitada si probásemos un principio de comparación fuerte, tipo Lema

de Hopf, para este tipo de operadores. Concretamente necesitamos

probar que, dado un abierto Ω ⊂ R
N con frontera ∂Ω suficientemente

regular, supuesto que los coeficientes de la matriz A(x, s) sean funciones

de clase C1(Ω × R) y dadas h1, h2 ∈ Lr(Ω), r > N , con h1 ≤ h2, si

consideramos que u1, u2 ∈ H1
0 (Ω) ∩ C1(Ω) sean soluciones de

−div(A(x, ui)∇ui) = hi, x ∈ Ω,

ui = 0, x ∈ ∂Ω,





entonces u1(x) < u2(x) para cada x ∈ Ω y
∂u1

∂n
(x) >

∂u2

∂n
(x) para cada

x ∈ ∂Ω.

Este resultado permitiŕıa extender el Lema 4.9 al caso de matrices

A(x, s) generales, es decir, si se verifica (2.4), para cada super-solución,

u ∈ C1
0(Ω), de (Qt) que no sea solución y u ∈ C1

0(Ω) solución de (Qt)

tal que u ≥ u. Entonces, u(x) > u(x) en Ω y
∂u

∂n
<
∂u

∂n
en ∂Ω .

Por otra parte, si queremos evitar el uso de este lema debemos

buscar cuidadosamente otro conjunto abierto O ⊂ R × E de manera

que notando por Ot ≡ {u ∈ E : (t, u) ∈ O}, tengamos que (Qt) no

admita solución en ∂Ot para cada t′ ∈ [t, t∗) y el grado topológico

deg(Φt, Ot, 0) 6= 0.
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Otra cuestión que merece la pena ser estudiada en este ambiente

casi-lineal será considerar otro tipo de no-linealidades f para las que

son conocidos otros diagramas de bifurcación en el caso semi-lineal.

Concretamente podemos considerar el problema

−div(A(x, u)∇u) = λf(u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,



 (5.7)

siendo f(s) > 0 para cada s ∈ R
+. Considerando distintas hipótesis

sobre la función f son conocidos resultados donde se obtienen diagra-

mas de bifurcación en forma de S, es decir existencia de al menos tres

soluciones para valores de λ en un cierto intervalo. Podemos citar, por

ejemplo, [83, 87] para el operador Laplaciano, [41, 99] para operado-

res lineales eĺıpticos de segundo orden generales y [25] para el caso del

operador p-Laplaciano.



Notas Finales.

Concluiremos el desarrollo de esta Memoria con la exposición de

algunos problemas y cuestiones que nos hemos planteado durante el

desarrollo de la misma. Surgen de su lectura numerosas preguntas,

algunas de rápida respuesta y otras no tan simples. Estos problemas

se pueden considerar como posibles ĺıneas en las que podemos dirigir

nuestro trabajo de investigación a partir de ahora.

No-linealidades con aśıntotas

Consideramos en primer lugar, el problema de existencia de solu-

ciones positivas para problemas de contorno con no-linealidades que

tienen una aśıntota vertical. Concretamente, tomamos A ∈ R
+ y

h : [0, A) → R una función continua verificando

ĺım
s→A−

h(s) = +∞. (h1)

Consideremos, para cada λ ∈ R, el problema de contorno:

−∆u = λh(u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.



 (5.8)

Diremos que u ∈ H1
0 (Ω) ∩ C0(Ω) es solución positiva del problema

anterior si u ≥ 0, u 6≡ 0, ‖u‖0 < A y satisface la ecuación en sentido

119
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débil, es decir,

∫

Ω

∇u · ∇w = λ

∫

Ω

h(u)w, ∀w ∈ H1
0 (Ω). (5.9)

Para el estudio de este problema pretendemos transformarlo en otro

equivalente para el cual la no-linealidad este definida en toda la semi-

recta real positiva. El precio que “pagaremos”para ello será que el

operador diferencial lineal laplaciano se transformará en un operador

casi-lineal. Para llevar a cabo la transformación, emplearemos un cam-

bio de variable usado en [89]. En efecto, sea Φ : [0,+∞) → [0, A) una

biyección de clase C1, con Φ′(s) > 0 para cada s ∈ [0,+∞) (en parti-

cular, Φ es estrictamente creciente). Realizando el cambio de variable

u = Φ(v), tenemos el siguiente resultado

Lema 5.14. Sea h una función continua verificando (h1). Se tiene

que, u ∈ H1
0 (Ω) ∩ C0(Ω) es solución del problema (5.8) si y sólo si,

v = Φ−1(u) ∈ H1
0 (Ω) ∩ C0(Ω) es solución débil del problema

−div(Φ′(v)∇v) = λh(Φ(v)), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.



 (5.10)

Si además suponemos que Φ ∈ C2(0,+∞), entonces el problema es

equivalente al de existencia de soluciones débiles, v ∈ H1
0 (Ω) ∩ C0(Ω),

del problema de contorno

−∆v − Φ′′(v)

Φ′(v)
|∇v|2 = λ

h(Φ(v))

Φ′(v)
, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.





(5.11)

ut
Notas 5.15. (1) Por solución débil del problema 5.11 entende-

mos, una función u ∈ H1
0 (Ω) ∩ C0(Ω) tal que

Φ′′(v)

Φ′(v)
|∇v|2 ∈
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L1(Ω) y para cada ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω)

∫

Ω

∇u · ∇ϕ−
∫

Ω

Φ′′(v)

Φ′(v)
|∇v|2ϕ = λ

∫

Ω

h(Φ(v))

Φ′(v)
ϕ.

(2) El operador −div(Φ′(v)∇v) que aparece en la parte izquierda

de la ecuación (5.10) no es en general uniformemente eĺıptico

(la matriz Φ′(s)I no verifica en general la condición (A2)). Por

ejemplo, si existe el ĺımite ĺıms→∞ Φ′(s), entonces, por la Regla

de L’hôpital y la acotación de Φ, tenemos que

ĺım
s→∞

Φ′(s) = ĺım
s→∞

Φ(s)

s
= 0.

(3) Si h(s) > 0 para cada s > 0, la no-linealidad
h ◦ Φ

Φ′ para el

problema (5.11) nunca es asintóticamente lineal ni acotada.

En efecto, basta probar que g(s) =
h ◦ Φ(s)

sΦ′(s)
es no acotada.

Para ello, usando el cambio de variable r = Φ(t), observamos

que

∫ s

1

dt

tg(t)
=

∫ s

1

Φ′(t)dt

h(Φ(t))
=

∫ Φ(s)

Φ(1)

dr

h(r)
<

∫ A

Φ(1)

dr

h(r)
<∞,

y pasando al ĺımite cuando s→ ∞
∫ ∞

1

dt

tg(t)
< +∞. (5.12)

Por otra parte, si g estuviese acotada por M ∈ R
+, tendŕıamos

∫ +∞

s0

dt

tg(t)
>

1

M

∫ ∞

s0

dt

t
= +∞,

lo cual contradice (5.12). Queda probado entonces que el pro-

blema nunca es asintóticamente lineal ni acotado.

(4) Supongamos que h(s) > 0 para cada s > 0. Sea a ∈ (0, A)

y consideremos la función H : [a,A] → R dada por H(s) =
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∫ s

a

dr

h(r)
para cada s ∈ [a,A]. Dado p > 1 podemos tomar

s0 = ((p− 1)H(A))1/(1−p) y definir la función

Φ(s) = H−1

(
1

p− 1

(
1

sp−1
0

− 1

sp−1

))
, s ≥ s0.

Es claro que Φ ∈ C1(s0,+∞) y Φ′(s) > 0 para cada s ≥
s0. Denotando de nuevo por Φ a una extensión suya de clase

C1(0,+∞), con Φ(0) = 0 y Φ′(s) > 0 para cada s ≥ 0, se tiene

que

ĺım
s→+∞

h(Φ(s))

spΦ′(s)
= 1. (5.13)

(5) Un modelo particular a tener en cuenta seŕıa el problema

−∆u = λ(tgu)m, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,





con m ∈ R
+. Para este problema podemos realizar el cambio

de variable u = arc tg v para obtener, según el Lema 5.14,

que u ∈ H1
0 (Ω) ∩ C0(Ω), ‖u‖0 < π/2 es solución positiva del

problema anterior si y sólo si v = tgu ∈ H1
0 (Ω) ∩ C0(Ω) es

solución débil del problema

−div(
∇v

1 + v2
) = λvm, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.





o equivalentemente del problema de contorno

−∆v +
2v

1 + v2
|∇v|2 = λvm(1 + v2), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.





Observemos que, las soluciones débiles continuas del problema (5.8)

son justamente los ceros del operador Ψλ definido en E = {u ∈ H1
0 (Ω)∩

C0(Ω) : ‖u‖0 < A} por

Ψλ(u) ≡ u− λ(−∆)−1(h(u)), u ∈ E.
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Observemos que si u ∈ E entonces, de la continuidad de h se deduce

que h(u) ∈ L∞(Ω) y del Teorema de De Giorgi-Stampacchia (véase

Nota 2.3 − 2) que (−∆)−1(h(u)) ∈ C0(Ω). Aśı, Ψλ : E → C0(Ω) está

bien definida.

Supongamos además que h(0) = 0 (es decir, (λ, 0) es solución trivial

de (5.8), para todo λ ∈ R) y

ĺım
s→0+

h(s)

s
= h′(0), (h2)

donde h′(0) ∈ R
+ ∪ {+∞}. Sea λ0 dado por

λ0 =





0 si h′(0) = +∞,

λ1/h
′(0) en otro caso.

(5.14)

Notemos por Σ al cierre en R×E del conjunto de pares de la forma

(λ, u) ∈ R × E \ {0} con Ψλ(u) = 0, es decir

Σ = cl{(λ, u) ∈ R × E \ {0} : Ψλ(u) = 0}.

Bajo estas condiciones, podemos seguir la misma demostración de los

Lemas 3.6 y 3.8 con δ < A, para probar la siguiente proposición

Proposición 5.16. Supongamos que h verifique (h1−2) y h(0) = 0.

λ0 es un punto de bifurcación de (5.8) desde la solución trivial y es el

único para soluciones positivas. Más aún, existe un continuo Σ0 en Σ

“emanando”de (λ0, 0) de manera que o bien Proy
R
Σ0 es no acotado,

o bien Σ0 ∩ (R × ∂E) 6= ∅ (cierre tomado en todo el espacio C0(Ω)).

Además, la bifurcación es supercŕıtica si λ0 = 0, mientras que si λ0 > 0,

se verifican las siguientes conclusiones

(i) si existe σ < 0 tal que µ = ĺım inf
s→0+

[h(s) − h′(0)s] sσ−1 > 0,

entonces la bifurcación de soluciones positivas en λ = λ0 es

subcŕıtica,
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(ii) si existe σ < 0 tal que µ = ĺım sup
s→0+

[h(s) − h′(0)s] sσ−1 < 0,

entonces la bifurcación de soluciones positivas en λ = λ0 es

supercŕıtica.

Demostración. La prueba es la misma del Teorema 3.9, observan-

do que el Teorema 1.7 sigue siendo cierto para operadores compactos

definidos no en todo un espacio de Banach X, sino en un subconjunto

abierto suyo, E, para obtener, en este caso, como alternativa, que o

bien el continuo retorna a otro punto de bifurcación desde cero, o bien

su proyección a R es no acotada, o bien contiene una sucesión de pares

(λn, un) de manera que ĺım
n→∞

un ∈ ∂E. ut

Nota 5.17. Siguiendo los mismos pasos de la demostración del Teore-

ma 5.1-(ii) podemos dar condiciones sobre h para determinar expĺıci-

tamente el comportamiento del continuo de soluciones obtenido en la

proposición anterior, aunque en ese caso la existencia de aśıntota no

es determinante. Concretamente, supongamos que h verifique, además

de (h1−2) y h(0) = 0, que h(s0) ≤ 0 para algún s0 ∈ (0, A). Enton-

ces existe un continuo Σ0 en Σ “emanando”de (λ0, 0) de manera que

Proy
R
Σ0 es no acotado. Para ello, se prueba que no existen soluciones

de (5.8) de norma s0. Esto produce que el continuo Σ0 obtenido en el

Teorema 5.16 tenga que tener proyección no acotada en R.

A continuación probaremos un resultado donde se obtienen condi-

ciones suficientes que aseguran la segunda opción sobre el comporta-

miento del continuo de soluciones obtenido en la prueba de la Propo-

sición 5.16.

Teorema 5.18. Supongamos que, además de (h1−2) y h(0) = 0, existe

c ∈ R
+ con

h(s) ≥ cs, ∀s ∈ (0, A). (h3)
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Entonces existe un continuo Σ0 en Σ “emanando”de (λ0, 0) de manera

que Σ0 ∩ (R × ∂E) 6= ∅ (donde Σ0 denota el cierre de Σ0 tomado en

todo el espacio C0(Ω)).

Demostración. Basta probar que existen λ∗, λ
∗ ∈ R tales que si

(5.8) tiene solución, entonces λ ∈ [λ∗, λ
∗]. Gracias a (h3) sabemos que

h(s) > 0 para cada s > 0 y por tanto podemos tomar λ∗ = 0. Por otra

parte, tomando w = ϕ1 (primera autofunción positiva normalizada del

operador Laplaciano) como función test en (5.9) se tiene que λ ≤ λ1

c
,

aśı pues, tomamos λ∗ =
λ1

c
. ut

Del teorema anterior se deduce la existencia de una sucesión de

pares (λn, un), con un ∈ E solución de (5.8) para λ = λn, de manera que

un → u ∈ C0(Ω) con ‖u‖0 = A. Nada podemos asegurar sin embargo

del comportamiento de la sucesión λn. Pensamos no obstante que será

posible demostrar que pasando a una subsucesión si fuese necesario,

λn → 0 (véase Fig. 7). Para ello recordamos, como fue observado en la

Nota 5.15−4, que dado 1 < p < 2∗−1 es posible encontrar una función

Φ verificando (5.13). En el caso semi-lineal, para no linealidades que

tienen este comportamiento en infinito, es conocida la existencia de una

estimación a priori sobre la norma en C0(Ω) de toda posible solución.

Una cota de este tipo para el problema (5.11) supondrá que el único

punto de bifurcación desde A para (5.8) es el cero, es decir, la conjetura

anterior seŕıa cierta.

Operador p-Laplaciano

Esta Memoria constituye un primer paso en el estudio de operadores

en forma de divergencia generales. El siguiente será considerar opera-

dores más generales, incluyendo la dependencia respecto al gradiente en
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λ0 = 0

A

λ∗
λ

‖ · ‖0

Figura 7

la matriz A. Como una primera aproximación a este problema general

podemos considerar el operador p-Laplaciano que únicamente presen-

ta dependencia respecto al gradiente, para después estudiar el caso de

operadores generales. Para éste, son conocidos los resultados de bifur-

cación del Caṕıtulo III y los de existencia de soluciones positivas del

Caṕıtulo V (véase [6, 8, 9, 26, 40, 61, 67]). También son conocidos

los resultados de existencia de solución de las secciones IV.1 y IV.2

del Caṕıtulo IV (véase [6, 15, 28, 39]). Respecto a los resultados de

la sección IV.3, estudiamos el problema análogo para el p-Laplaciano,

esto es, consideramos el problema de contorno

−∆pu ≡ −div(|∇u|p−2∇u) = f(x, u) + tϕp−1
1 x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω,



 (Qt)

donde 1 < p < ∞, ϕ1 es la función propia positiva normalizada

asociada al primer valor propio de −∆p y f(x, s) es una función de

Carathéodory verificando que existen funciones positivas c1(x), c2(x),

f ′
±∞(x) ∈ L∞(Ω) tales que

|f(x, s)| ≤ c1(x)|s|p−1 + c2(x), a.e. x ∈ Ω, ∀ s ∈ R, (f1)
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ĺım
s→±∞

f(x, s)

|s|p−2s
= f ′

±∞(x), uniformemente en x ∈ Ω. (f2)

−∞ < f ′
−∞(x) < λ1 < f ′

+∞(x) < λ2. (f3)

Bajo estas condiciones será posible extender a este ambiente la prue-

ba del Teorema 4.7. Concretamente probamos el siguiente

Teorema 5.19. Supongamos que se satisfacen (f1−3) y que f(x, ·) es

creciente a.e. x ∈ Ω. Entonces existe t∗ ∈ R tal que

(1) (Qt) no tiene solución para cada t > t∗,

(2) (Qt) tiene al menos una solución para t ≤ t∗,

(3) (Qt) tiene al menos dos soluciones para t << t∗.

Más aún, en colabolación con el profesor Salvador Villegas, hemos

conseguido dar incluso una prueba diferente, basada en técnicas varia-

cionales, demostrando que para t suficientemente pequeño existe una

solución de tipo mountain-pass y otra como un mı́nimo local del fun-

cional de Euler asociado.

Respecto al resultado más general en que se prueba la existencia de

al menos dos soluciones para cada t < t∗, Teorema 4.11, sigue siendo

cierto para el p-Laplaciano en el caso de no-linealidades f verificando

que f(x, 0) = 0 a.e. x ∈ Ω, debido a que en este caso es posible

emplear el principio de comparación fuerte del tipo Hopf de [70]. Para

extender este resultado al caso general necesitaŕıamos un principio de

comparación fuerte que generalice los ya conocidos para el operador

p-Laplaciano (véase [97, 70]).
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