Universidad de Almeria
Facultad de Ciencias Experimentales

Departamento de Algebra y Anélisis Matematico

Teoremas de existencia

para operadores elipticos

no lineales

Tesis Doctoral

José Carmona Tapia

Almeria, 2001






Universidad de Almeria
Facultad de Ciencias Experimentales

Departamento de Algebra y Anélisis Matematico

Teoremas de existencia

para operadores elipticos

no lineales

Tesis Doctoral

José Carmona Tapia

Almeria, 2001






Tesis doctoral dirigida por el Doctor D. David Arcoya
Alvarez, Profesor del Departamento de Anélisis Ma-
tematico de la Universidad de Granada, defendida por
D. José Carmona Tapia el dia 12 de enero de 2001,
ante el tribunal formado por los profesores: D. Lu-
cio Boccardo (Presidente), D. Ireneo Peral Alonso, D.
Antonio Canada Villar, Enrique Ferndndez Cara (Vo-
cales) y D. Antonioi Jiménez Vargas (Secretario). Ob-
tuvo la calificacion de Sobresaliente “cum laude” por

unanimidad.






A Angeles






Indice General.

NOGACION . o vttt A%
IntroducCiOn . .. ..o vii

I Existencia de puntos fijos para operadores compactos. Métodos

ADSETACTOS . ot 1
[.1 Método de Sub y Super-Soluciones. ........................ 3
1.2 Continuos de Soluciones. ...........ouuueuniin .. 5

[.2.1 Introduccion al Grado Topoldgico de Leray-Schauder 5

[.2.2 Introduccién a la Teoria de Bifurcacion .............. 6

[.2.3 Continuos de soluciones sin bifurcacién .............. 10

IT Conceptos y resultados preliminares ........................... 17
I1.1 La ecuacion Q(u) = h. .o.ooviiiiiiii i 19
I1.1.1 Diferentes conceptos de solucion .................... 19

IT.1.2 Existencia y unicidad de solucion débil ............. 20

I1.2 Planteamiento abstracto del problema general. ............ 25
I1.3 Soluciones positivas. ..........c.c.ouiiiiieiiiieiinann 26
IIT Resultados de Bifurcacion .............. ... ... ... ... ... .. 29
IT1.1 Bifurcacion desde infinito. ............ .. ... ... .. 31
[11.2 Bifurcacién desde la solucién trivial. .......... ... ... 43
IT1.3 Comentarios Finales. .......... ... .. .. ... ... . ... 53

iii



iv INDICE GENERAL

IV Interaccién con el espectro en infinito ......................... 57
IV.1 Problemas que no interactian con el espectro asintético. . 59
IV.2 Problemas resonantes para operadores casi-lineales. ....... 63
IV.3 Problemas del tipo Ambrosetti-Prodi. .................... 67
IV.4 Comentarios Finales. ........... ... ... ... ... ... ... .... 92

V Soluciones Positivas ........ ... 97
V.1 Problemas asintéticamente lineales en infinito. ............ 99

V.2 Problemas sublineales en infinito. Un teorema de unicidad. 105

V.3 Problemas superlineales en infinito. ....................... 110
V.4 Problemas del tipo Ambrosetti-Rabinowitz. ............... 114
V.5 Comentarios Finales. .......... ... ... ... ... ... 117
Notas Finales ... 119
No-linealidades con asintotas .......... ... . ... 119
Operador p-Laplaciano ............ ... . .. 125

Bibliografia . ... ..o 129



Notacion.

() conjunto vacio

N conjunto de los niimeros naturales.

R conjunto de los niimeros reales.

st =méx{s,0}, s~ = min{s,0}, con s € R.

Q conjunto abierto y acotado de RY.

x5 funcién caracteristica del conjunto B C R,

12|, meas Q medida de Lebesgue del subconjunto 2 de RY.
a.e. casi por doquier.

¢ - ¢ producto escalar usual de los vectores &, ¢ de RY.

Vu = (g—;l, 5)—;‘2, ey 82—7;\/) gradiente de u : 2 — R.

i — Qw4 Oup dun 3 ' . N
divu =32+ 522+ ...+ 5.5 divergencia de u : 2 — R™.

g—Z(x) derivada de u : @ — R en la direccién normal exterior en el
punto x € 0f).

0A frontera de un subconjunto de un espacio topoldgico.

A, cl{ A} cierre de un subconjunto de un espacio topoldgico.

Bgr(0) bola abierta de un espacio normado, de radio R > 0 y centro
cero.

dist(A, B) distancia entre A y B, conjuntos compactos de un espacio
métrico.

— convergencia débil en un espacio de Banach.

L7(©2) 1 <r < oo espacio de Lebesgue usual con norma ||ul|,..

A%



vi NOTACION

H}(Q) espacio de Sobolev con la norma |ju|| = [|[Vulls.
2* exponente critico de Sobolev (2* = ]\2,—]172 si N >2y2 = o0 si
N <2).

H=Y(Q) es el espacio dual de H'(Q).

I/VO1 P(€2) espacios de Sobolev usuales, dotados de su norma usual.
Co(2) espacio de funciones continuas en Q que se anulan en 99, dotado
con la norma ||ul|o = supq |u|.

C*(Q) espacio usual de funciones continuas y diferenciables, dotado de
su norma usual.

P interior del cono en C3(Q) de funciones no negativas.

I matriz identidad, operador identidad.

M < 0 (respect. M > 0) la forma cuadratica inducida por la matriz
M es definida no positiva (respect. no negativa).

deg(®, A,a) grado de Leray-Schauder de ® : E — E en el abierto
A C E respecto aa € ®(E) \ ®(0A).

i(®, up) indice de la solucién aislada ug de la ecuacion ®(u) = 0.

Proyg : R x E — R proyecion del espacio producto R x E sobre R.



Introduccion.

En la interaccién constante y reciproca entre las Matematicas y
el resto de las Ciencias es de especial importancia el campo de las
ecuaciones diferenciales y es inmensa, desde cualquier perspectiva, la
cantidad de problemas que pueden plantearse. En la presente Memoria
pretendemos contribuir al estudio de una clase particular de problemas
de contorno elipticos casi-lineales empleando técnicas de Andlisis Fun-
cional No Lineal. Al mismo tiempo que probamos nuevos resultados
surgen nuevas cuestiones, la mayoria esta siendo aun objeto de nuestro
estudio y no todas ellas tendréan cabida en esta Memoria.

Con el fin de plantear dichos problemas consideramos Q C R
un conjunto acotado con frontera 0f) suficientemente regular y sea
A(z,s) = (aij(z,s)), 4,7 = 1,..., N una matriz cuadrada simétrica
de tamano N, cuyos coeficientes a;; : 2 X R — R sean funciones de

Carathéodory, esto es

a;;(z, s) es medible respecto a = para cada s € R,

a;;(z,s) es continua en s a.e. x € ().

En ese caso, para cada funcion u : 2 — R medible en €2, la funcién dada
por z — a;;(z,u(x)) es también medible. (Para un estudio detallado de
las principales propiedades de los operadores de Nemytskii asi definidos
véase por ejemplo [12, 55, 76]).

vii
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Supongamos ademas que existen dos constantes positivas a y (3

satisfaciendo, para cada (s,£) € R x RY y a.e. x € Q, que
\A(m,s)\ Sﬁa (Al)

Az, 5)€ - € > alg]*. (A2)
Gracias a la condicién (A;) podemos considerar el operador @) de-

finido en H{ () como
Qu = —div(A(z,u)Vu), Yu € Hy ().

Ademds, (A;) garantiza que, para cada w € H} (), los coeficientes
de la matriz A(x,w) sean acotados, es decir, a;;j(z,w) € L>(2). La
hipétesis (As) es una condicién de elipticidad sobre el operador Q).
Hemos de hacer notar también que () es mondtono si, y solamente si
la matriz A no depende de la variable s (véase [38]).

Trataremos en esta Memoria diferentes problemas no lineales que
involucran al operador @), es decir, dada una funciéon de Carathéodory
f(x,s) consideraremos el problema de contorno con condiciones de Di-

richlet homogéneas en la frontera

Qu = f(ajau)a :UGQ>
u = 0, x € 012,

(0.1)

y lo estudiaremos para distintos tipos de funciones f. Destacamos
explicitamente el cardcter casi-lineal de la ecuacién (0.1). De hecho
(0.1) es un problema semi-lineal si, y sélo si A(zx,s) es independiente
de s. Por analogia con el caso semi-lineal (A(z,s) = A(x)), de ahora
en adelante seguiremos refiriéndonos al término f como no-linealidad
de la ecuacion.

En el caso semi-lineal, dependiendo del comportamiento de la no-

linealidad f, el problema (0.1) ha sido estudiado extensivamente usando
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métodos variacionales, métodos de sub y super-solucion y técnicas de
bifurcacion. Podemos citar varios libros y surveys donde aparecen des-
arrolladas todas estas técnicas [4, 5, 17, 44, 54, 55, 60, 90, 91, 92].
Sin embargo, si la matriz A(z, s) depende de s, el problema (0.1) no
tiene, en general, estructura variacional y no es posible usar herra-
mientas variacionales directamente. Las técnicas basadas en sub- y
super-soluciones han sido aplicadas para el estudio de (0.1) en [33].

Parece, al menos para nuestro conocimiento, que la teoria de bifur-
cacién no ha sido usada anteriormente para estudiar (0.1) en el caso de
no-linealidades f dependientes de un pardmetro. Una de las principales
dificultades técnicas para aplicar este método funcional consiste en la
no-linealidad del operador diferencial considerado, —div(A(z,u)Vu).
De hecho, este operador no es, en general, ni homogéneo ni diferencia-
ble. Recordemos que la homogeneidad del operador diferencial subya-
cente es esencial para aplicar las técnicas de bifurcacién tanto en el caso
semi-lineal, (véase [10]), como en sus extensiones casi-lineales [8, 9] pa-
ra operadores homogéneos como el p-Laplaciano A, = div(|Vu[P~2Vu).
Aqui, nosotros evitamos la falta de homogeneidad tomando convenien-
tes funciones test. Asi mostramos como se puede usar teoria de bi-
furcacién para mejorar los resultados obtenidos con anterioridad pa-
ra el problema (0.1) ofreciendo ademds un andlisis més completo del
conjunto de soluciones y permitiendo contemplar no-linealidades mas
generales.

El primer capitulo de la Memoria lo dedicaremos a describir desde
el punto de vista general del Andlisis Funcional No Lineal el método de
sub y super-soluciones asi como distintos métodos para la obtencién de
continuos (conjuntos conexos y cerrados) de soluciones de ecuaciones

funcionales dependientes de un parametro. Una introducciéon al Grado
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Topoldgico de Leray-Schauder sera de utilidad a fin de fijar la notacién
y propiedades fundamentales que usaremos a lo largo de la Memoria.
Recordaremos asi mismo algunos de los resultados principales de la
Teoria de Bifurcacién. Concluiremos el capitulo con la prueba de la
existencia de continuos de soluciones sin bifurcacién, destacamos por
su novedad los Teoremas 1.9 y 1.10.

En el Capitulo IT consideraremos ya el problema (0.1) y precisare-
mos el concepto de solucién del mismo. Probaremos ademas la exis-
tencia, monotonia y compacidad del operador inverso de @), lo cual
permitira presentarlo como un problema en el ambiente general del
Capitulo I. Para ello es necesario probar un Teorema de Comparacion
que permita su extensién al caso de matrices A generales. En [33]
(véase también [32]), Artola y Boccardo prueban dicho teorema im-
poniendo ademds de (A;_»), la existencia de una funcién de Osgood

w:RT — R, esto es,

w no decreciente, w(0) = 0,/ ds__ +o0
w(s)
o+
tal que
|A(z,s) — A(z,t)| <w(]s—t]), Vs, t €R. (As)

Incluimos aqui la prueba por conveniencia del lector. En muchas si-
tuaciones es interesante plantearse la existencia de solucion positiva
para (0.1). Para el estudio posterior realizado en el Capitulo V, con-
cluiremos el capitulo probando que, modificando convenientemente la
no-linealidad el problema de la existencia de solucién positiva de (0.1)
es equivalente al de existencia de solucién del problema modificado.
En el Capitulo IIT recogemos los principales resultados de Bifurca-

cién de soluciones positivas desde infinito y desde la solucién trivial
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que hemos obtenido para este tipo de operadores casi-lineales (Teore-
mas 3.4 y 3.9). Para ello, consideraremos el problema (0.1) inmerso en
un problema uniparamétrico, es decir, la no-linealidad dependiente de

un parametro, y estudiaremos el problema,

Qu = f(\x,u), x e,

(P)
u = 0, x €090,

donde f: R x 2 x R — R es ahora una funcién de Carathéodory, de
manera que para algin r > N/2, para cada conjunto acotado A de R

y para cada sg > 0 existe una funcién positiva C(z) en L"(£2) tal que

lf( A\ x,8)] <C(z), ae z€Q, VA e A Vs € [0,s]. (f1)

Conviene recordar que en el caso semi-lineal, la sucesiéon diver-
gente formada por los wvalores propios del operador diferencial lineal
—div(A(xz)Vu) juega un papel crucial en el estudio de la existencia de
solucién, bajo las condiciones apropiadas sobre la no-linealidad. En
efecto, la naturaleza y dificultad de los problemas depende en gran me-
dida de la relacion entre dichos valores propios y el comportamiento
asint6tico de la no-linealidad. En el caso de matrices A(z,s) genera-
les, es decir, para el operador no lineal () no podemos hablar de una
sucesion de valores propios. No obstante, en el estudio de la bifurca-
cién desde infinito que realizamos en el Capitulo III veremos que, si la
matriz A verifica a.e. x € ()

lim A(x,s) = Ax(z), (Ay)

|s|—o0

de nuevo, es determinante la inter-relacién entre el comportamiento

asintético de la no-linealidad y los valores propios {)\;} del siguiente
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problema de valores propios

—div(Ax(z)Vu) = pu x €,

(0.2)
u = 0 x € 01,

De una forma totalmente analoga, estudiaremos también la bifurcaién
desde cero de soluciones positivas, siendo en este caso relevante la in-
teraccion del comportamiento local de la no-linealidad para u = 0y el

conjunto de los valores propios del problema

—div(A(z,0)Vu) = pu x €,
u = 0 x € 011,

Continuaremos poniendo de manifiesto esta conexién en el desarro-
llo del Capitulo IV. En el caso semi-lineal es conocido, desde el trabajo
de Dolph [62], la ezxistencia de solucién en el caso de no interaccion
entre el comportamiento asintotico de la no-linealidad y el conjunto de
valores propios (véase también [55, 71, 84|). Por nuestra parte, pa-
ra cada pu € {\y / k € N}, probaremos (Teorema 4.1) la existencia de

solucion del problema de contorno

—div(A(z,u)Vu) = pu+ g(x,u), x €,

(0.3)
v = 0 x € 0N.

donde g : 2 x R — R es una funcién de Carathéodory satisfaciendo

Lo 9s)

|s]—o0 S

=0, uniformemente en ).

El siguiente problema donde se revela el papel de la sucesion {\;}
es el de existencia de solucién de (0.3) en el caso que = A;. Este tipo
de problemas resonantes en infinito ha sido extensivamente estudiado
en el caso semi-lineal. Entre otros podemos citar [1, 11, 12, 19, 20,
24, 34, 45, 72, 74, 77, 85]. Respecto el caso casi-lineal cabe desta-

car los trabajos [16, 47, 48, 49, 74] para operadores similares a los
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considerados por nosotros, asi como [6, 15, 28, 39] para el operador p-
Laplaciano. En el reciente trabajo de Arcoya-Gémez [26], se introduce
la novedad de estudiar los fenémenos resonantes a partir de condicio-
nes que determinan el lado en el que ocurre toda posible bifurcacion
desde (A1, 00). Necesariamente dichas condiciones implican la existen-
cia de una cota a prior: para soluciones en el lado donde no ocurre la
bifurcacién. Esta cota a priori es lo inico necesario (véase [72]) para
probar la existencia de solucion del problema resonante usando argu-
mentos de compacidad. En el Teorema 4.2 usamos este punto de vista
junto con los resultados de bifurcacién obtenidos en el Capitulo III,
para obtener existencia de solucion del problema resonante bajo unas
condiciones menos restrictivas que aquellas impuestas por Chabrowski
en [48]. Concretamente, eliminamos la siguiente condicién sobre los
coeficientes de la matriz A

lim V,a;;(z,s) = VaZ (z),

|s|—o0

donde a¥ (x) denota los coeficientes de la matriz A, (z). Mds atin, en

[48] el autor impone que A\; = Aj, donde
Ay = mf{\(w) : w e L*(Q)},

y A1(w) denota el primer valor propio asociado al problema de autova-
lores
—div(A(z,w)Vu) = pu x €,
u = 0 x € oS

Nosotros sustituimos esta condicién, por otra sobre el caracter de la

matriz [A(z,s) — A (x)], pudiendo contemplar asi casos en los que

A # Al
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Ambrosetti y Prodi estudian en [13] para el caso semi-lineal otro
tipo de interaccion de la no-linealidad con el primer valor propio del
operador lineal (Laplaciano). Concretamente, entre otras condiciones

mas, su hipdtesis basica es la siguiente

lim f'(s) = f'(—o0) < A1 < f/(H+00) = lm f(s) < Ag;

§——00 §——400

es decir, la derivada de la no-linealidad salta (jumps, en inglés) el primer
valor propio.

A partir de este trabajo, problemas como el anterior, donde la no-
linealidad tiene derivada que salta uno o varios de los valores propios
del operador lineal, han sido exhaustivamente estudiados en el caso
semi-lineal. Podemos citar por ejemplo [3, 17, 29, 30, 35, 36, 50,
52, 55, 58, 64, 65, 73, 74, 78, 79, 86, 94|. Sin embargo, para el
caso de operadores casi-lineales la literatura no es tan amplia, quizas
debido a la aparente dificultad en obtener resultados de multiplicidad

de soluciones. En este ambiente consideramos el problema

—div(A(z,u)Vu) = f(z,u)+tp x €,

u = 0 x € 01, (@)

donde ¢ € L*®(Q2) es una funcién positiva y f es una funcién de Ca-
rathéodory para la que existen funciones positivas ¢1(x), ca(z), fi. ()

en L"(Q) (r > N/2) tales que

|f(z,s)] <ci(z)|s| +ca(x), ae xz€Q, Vs € R, (f1)
h’in f(z,s) = fL(z), uniformemente en z € Q. (f2)
S— T 00 S

Ademas de (fi_2), supondremos que existen constantes reales positivas

cy,c_,c tales que a.e. x € €

—o00 < fl (x) <cp <A <o < fl(@) <e< N (f3)
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Para este tipo de operadores casi-lineales cabe destacar [48]. En
este trabajo Chabrowski necesita imponer una condicién mas fuerte

que (f3). Concretamente se considera
—o00 < fl(x) <cp <A <Ay < < fl(o), (0.4)

siendo
Ay = sup{\(w) : w e L*(Q)}.

Es decir, la interaccion debe ser con el primer valor propio de toda una
clase de operadores lineales. Por contraposicién, con esta condicion
mas restrictiva es posible estudiar el caso en que no se verifique (Ay).
El autor obtiene (con una demostracién cuanto menos escabrosa) un re-
sultado similar al caso semi-lineal con la existencia de t*,t, € R tal que
(Q¢) no tiene ninguna solucion para t > t*, tiene al menos una solu-
cion para t = t* y al menos dos soluciones para t < t,. Lefton-Shapiro
en [80] intentan abarcar una familia de operadores més generales, per-
mitiendo la dependencia de la matriz A respecto del gradiente Vu de
u (con ciertas restricciones que excluyen por ejemplo el caso del ope-
rador p-Laplaciano), pero no obtienen resultados de multiplicidad de
soluciones.

Por nuestra parte, con la hipétesis ( f3) (menos restrictiva que (0.4)),
recuperamos en la tercera seccién del Capitulo IV el resultado de Cha-
browski (Teorema 4.7). Més ain, podemos mejorarlo (para una clase
particular de matrices A(x, s)) probando que t* = t, (Teorema 4.11).
Este resultado se obtiene como consecuencia de la existencia, para cada

t < t*, de un continuo C' contenido en

Y ={(t,u) e R x E: ues solucion de (@)},
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de manera que Cy = {u € E : (t',u) € C} contiene dos soluciones
distintas de (Qy) para cada t' € [t,t*]. La existencia de este continuo
en forma de D de soluciones parece ser desconocido incluso en el caso
semi-lineal. Podemos extender (Teorema 4.12) también este resultado
al caso en que la no-linealidad f inter-actiie con todos los autovalores

de (0.2). Concretamente al caso que f satisfaga
—00 < floo(x) <cy <ap < fi_(x) = +o0, Yz €, (f4)

junto con una condicién de crecimiento subcritico, o sea que para algin

p € (1,2* — 1) se tenga

lim = h(z) > ¢ >0, uniformemente en x € Q. (f1)
s——+00 sp

En el Capitulo V, usando los resultados de los anteriores, estu-
diamos la existencia de solucion positiva para distintos tipos de no-
linealidades. Entre los resultados conocidos a este respecto, cabe des-
tacar [33], donde el método de sub y super-solucién se usa para ma-
trices A generales y algunas clases particulares de no-linealidades f.
Especificamente se consideran la funcién céncava fi(\, z, s) = As?, con
0 < g < 1, y la funcién céncavo-convexa fo(A, z,s) = As? + sP, con
0 < ¢ <1 < p. Suresultado es relativo a la existencia de, al me-
nos, una solucion positiva para cada A\ positivo en el caso f = fi;
mientras que, si f = fo, encuentran un niumero positivo \* de manera
que el problema (P)) tiene al menos una solucion positiva para cada
A € (0,\*). Al contrario que en el caso semi-lineal (véase [43] para
la unicidad y [7, 27, 40, 67] para la multiplicidad), la cuestién de

la unicidad de solucion positiva para f = fi1 y de multiplicidad para

(1) 1 denota al primer valor propio del operador Laplaciano con condiciones de

Dirichlet cero en la frontera
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f=1foyp < (N+2)/(N — 2) permanecia abierta. Hemos de men-
cionar también que este tipo de no-linealidades ha sido estudiado en
[18] para operadores casi-lineales variacionales, usando, en este caso,
técnicas de puntos criticos de funcionales no diferenciables.

Por nuestra parte, ademds de generalizar los resultados de [10] para
operadores casi-lineales de la forma —div(A(z,u)Vu) y funciones f
asintéticamente lineales, en cero o en infinito (Teorema 5.1), mejoramos
[33]. Especificamente, en el caso f = f; mejoramos el resultado de
existencia de [33] al deducir ésta como consecuencia de la existencia de
un continuo en R x Co(Q) de parejas (A, u), con u solucién positiva de
(Py), “emanando”de (0,0) cuya proyeccion sobre el eje de A contiene al
intervalo (0, +00) (Teorema 5.4). Ademads, bajo hipétesis convenientes
sobre la matriz A(x, s), también probaremos un resultado de unicidad,
Teorema 5.7, que extiende al ambiente casi-lineal los resultados de [43].
Sif=fayp<(N+2)/(N—-2) (N >2) mejoramos los resultados de
[33] mostrando que existen X\, A* con 0 < X\ < A* tal que el problema
(Py) tiene al menos dos soluciones positivas para cada 0 < X < X y
no tiene soluciones positivas para A > A* (véase Teorema 5.9). De
hecho, encontramos A* como una estima a priori sobre el parametro
Ay probamos la existencia de un continuo Yy de soluciones positivas
partiendo de u =0 en A = 0 que retorna en algin A = X para alcanzar
de nuevo A = 0 (véase Figura 6). Mas ain todavia, para una clase
particular de matrices del tipo A(x,s) = A(x)a(s) también probamos,
Teorema 5.12, que A = A*, es decir, la proyeccion de ¥o en el eje
de A contiene a (0, A*], el intervalo maximal de \’s positivos para los
cuales existe al menos solucion positiva de (Py). Hemos de notar que
esta propiedad de maximalidad del continuo de soluciones parece ser

desconocida incluso en el caso semi-lineal. Los resultados anteriores
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extienden al ambiente casi-lineal algunos de los obtenidos en [7] para
ecuaciones semi-lineales.

Cerramos este capitulo considerando la extension al marco casi-
lineal del resultado clasico de Ambrosetti-Rabinowitz sobre la existen-

cia de solucion positiva no trivial del problema

—Au = f(z,u), x € €,
u = 0, x € 0f,
supuesto que f satisfaga (f3), (f1) vy f(z,0) = 0. Recordemos que
los autores usan para ello su famoso Teorema de Paso de Montana,
es decir, una técnica variacional no extendible a nuestros operadores
diferenciales. Nuestra idea con respecto a este problema serd mostrar la
conexion existente con el aparentemente totalmente distinto marco del
problema de Ambrosetti-Prodi estudiado en el capitulo previo. Asi, en
el Teorema 5.13 extenderemos al caso casi-lineal el resultado anterior
como un simple corolario del Teorema 4.8.

Al final de los Capitulos III, IV y V, hemos incluido una seccién de
comentarios finales en la que pretendemos analizar las posibles direc-
ciones en las que podriamos completar los resultados obtenidos en ese
capitulo.

Finalmente, hemos incluido también unas Notas Finales, en las que
describimos de manera detallada algunos problemas que surgen de ma-

nera natural y que constituyen posibles lineas de investigacion futuras.
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I.1. Método de Sub y Super-Soluciones.

A lo largo del presente capitulo estudiamos algunos resultados sobre
la existencia de puntos fijos de una aplicacién compacta de un espacio
de Banach X en él mismo. Recordemos que una aplicaciéon T': X — X
es compacta cuando sea continua y transforme conjuntos acotados en
relativamente compactos.

Consideremos el problema de existencia de solucion, x € X, de la

ecuacion de puntos fijos de T’
r—Tx=0. (1.1)

Sobre el estudio de esta ecuacion abstracta se pueden plantear gran
diversidad de problemas como el de existencia de solucién, unicidad,
multiplicidad, etc. Bajo ciertas condiciones sobre la aplicacion T', es
posible encontrar una demostracion constructiva de la existencia de
solucién para ella.

Algunos conceptos bésicos utilizados en la presente Memoria los

enunciamos en las siguientes definiciones.

DEFINICIONES 1.1. Sea (X, <) un espacio de Banach ordenado por un

cono, K. Consideremos la aplicacion T : X — X, decimos que

(1) K es normal si inf{|z +y|: z,y € KNOB1(0)} > 0.

(2) T' es mondtono creciente si Tx < Ty para cada x,y € X con
T =Y,

(3) x € X es sub-solucion del problema (1.1) si x < Tx. Andlo-

gamente y € X es super-solucion de (1.1) si Ty < y.

El siguiente resultado relaciona la existencia de puntos fijos de
un operador compacto y monotono con la existencia de sub y super-

soluciones convenientemente ordenadas.
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TEOREMA 1.2 (Método de sub y super-solucién). Dado un espacio de
Banach X ordenado por un cono K C X normal, consideremos un
operador compacto y mondotono, T : X — X. Supongamos ademds que
existen z,T € X respectivamente sub y super-solucion para (1.1) con

x < T. Entonces eziste una solucion x € X de (1.1) con z <z < 7.

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Sean x,,v, € X las sucesiones definidas

por

z, =T""(2)W, y, =T"'(T), Vn € N.

Puesto que z < T'(z) (es sub-solucién) y 7' es mondtona creciente, se

tiene que T'(z) < T?(z), es decir
=1 <wy=T(z) <T*(z) = 3.

Asi, razonando recursivamente, se deduce que x,, es una sucesion cre-
ciente (andlogamente y,, es decreciente). Ademds, la normalidad de K
implica que ambas sean acotadas (véase [60]). La compacidad de T
supone ahora la convergencia de ambas sucesiones. La prueba concluye
observando que el limite de cualquiera de ellas ha de ser un punto fijo
de T. (Para més detalles véase [2]). 0
Nota 1.3. El teorema anterior se puede obtener como un sencillo co-
rolario del Teorema del Punto Fijo de Schauder: “Sea X wun espa-
cio de Banach, O C X wun conjunto cerrado, convexo y acotado y
T : O — O un operador compacto. Entonces (1.1) tiene al menos
una solucion en O (véase [82]). Basta para ello considerar el con-
junto cerrado y convexo (y acotado por la normalidad de K) defini-
dopor O = {zx € X : z < 2 < 7Z}. La monotonia de T implica

que T(O) C O. Estamos pues en condicién de aplicar el Teorema de

(W70 = T (operador identidad)
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Schauder a T': O — O obteniendo asi lo deseado. Por el contrario, esta
prueba no ofrece informacién acerca de como encontrar dicha solucién.

De la prueba del Teorema 1.2 se puede deducir ademas la existencia
en O de una solucién minimal y otra maximal para (1.1), es decir,
si x,,y, vienen dadas como en la prueba del Teorema 1.2, y dados
x,y € X con x = limz,, y = limy,, entonces cualquier soluciéon z de

(1.1) con z € O debe verificar que x < z < y.

1.2. Continuos de soluciones.

En esta seccion consideramos el problema (1.1) inmerso en un pro-
blema uniparamétrico y estudiamos la existencia de continuos de solu-
ciones. Previamente expondremos las principales propiedades del grado

topoldgico, asi como una breve introduccion a la teoria de bifurcacién.

1.2.1. Introduccién al Grado Topolégico de Leray-Schauder.
Sea X un espacio de Banach real,  C X abierto y acotado, T':  —
X compacta e y € X tal que y € (I — T)(0f2). Denotaremos por
deg(I — T,9Q,y) al grado topoldgico de Leray-Schauder relativo a T', Q2
e y. Recordemos que el grado topoldgico se caracteriza (véase [82]) por

verificar las siguientes propiedades:

(dy) Normalizacion. deg(I,Q,y) =1, Vy € Q,

(dy) Aditividad. deg(I — T,Q,y) = deg(I — T,Q,y) + deg(I —
T,Qs,y), para cada par de subconjuntos abiertos y disjuntos
01,9y C Q de manera que y & (I —T)(Q/(Q1UQy)),

(d3) Invariancia por homotopias. deg(I — H(t,-),Q2,y(t)) es cons-
tante para aplicaciones H : [0,1] x Q — X compacta e y :
[0,1] — X continua tales que y(t) & (I — H(t,-))(09), Vt €
[0, 1].
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Adicionalmente, a partir de las anteriores se pueden probar las si-

guientes propiedades del grado topolégico de Leray-Schauder

(dy) deg(I —T,0,y) =0, Vy € X,

(ds) sideg(l —T,9,y) # 0 entonces y € (I —T)(2),

(dg) Sea O C R x X abierto y acotado, H : O — X compacta
ey € X tal que y € H(0O). Para cada A € R definimos
Oy={reX:(\z)€ O}y Hy: 0, — R dada por Hy(z) =
H (X, z). Entonces, el grado topoldgico deg(I — Hy, O,,y) estd

bien definido y ademés es independiente de .

En virtud de la propiedad (ds), para cada solucién aislada x € Q
de la ecuacion y = x — T'x, se define el indice de x relativo a T' como

(T, z,y) = lim deg(I — T, B%(x),y).

n—oo

En el caso y = 0, siempre que no haya lugar a confusion, usaremos por

simplicidad la notacién (7, z) en lugar de i(T), x,0).

1.2.2. Introduccién a la Teoria de Bifurcacion. Sea X un espacio
de Banach real, T': R x X — X compacta con T'(\,0) = 0, VA € R.
Notemos por X al cierre en R x X del conjunto de pares de la forma

(A, z) € R x X con z solucién no trivial de la ecuacién
r=T(\x). (1.2)

En ocasiones, para poner de manifiesto la dependencia en A de (1.2),
nos referiremos a ella como (1.2),. En la siguiente definiciéon damos el

concepto de punto de bifurcacion desde cero para este problema.

DEFINICION 1.4. Decimos que 1 € R es un punto de bifurcacién desde

la solucion trivial para (1.2) cuando (u,0) € X.
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NoTAs 1.5. (1) Si T(A\,z) = ALz, con L lineal y compacta, en-
tonces p € R\ {0} es punto de bifurcacion si, y sélo si i es
valor propio de L.
(2) Sea T'(A\,z) = ALz + N(A,x), con L lineal y compacta, N
compacta con

i YT

=0
lzll—0 ||| ’

uniformemente en conjuntos acotados de A’s. Si pn € R\ {0} es
punto de bifurcacién entonces i es valor propio de L. Ademas,
todo valor caracteristico® y de multiplicidad algebraica impar

es de hecho un punto de bifurcacién (véase [76]).

Acerca de la existencia de continuos de soluciones, Rabinowitz en
1971 [93], obtuvo el siguiente resultado para aplicaciones de la forma
dada en la Nota 1.5-2: “si p es un valor caracteristico de multiplicidad
algebrdica impar, entonces existe un continuo C' de X que o bien es no
acotado en R x X o bien (1/,0) € C para algin valor caracteristico
1 # 7. Pero aun hay muchas situaciones en las que, para el resto de
aplicaciones, el resultado sigue siendo cierto. Por ello, aunque la de-
mostracion es la misma que aquella dada por Rabinowitz, presentamos
aqui un enunciado del resultado adecuado para el estudio general de
nuestro problema.

La prueba de este resultado estd basada en un lema topoldgico

(véase [60, 98] ), cuyo enunciado presentamos a continuacién

LEMA 1.6. Sea K un espacio métrico compacto, A y B dos subconjuntos
cerrados disjuntos de K. Entonces, o bien existe un conjunto cerrado

y conexo de K que conecte A y B o bien K = Ko U Kpg, donde K4 y

inverso de un valor propio
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Kpg son subconjuntos compactos de K conteniendo respectivamente a
Ay B. a
TEOREMA 1.7. Sea u € R y g9 € RT de manera que p sea el inico
posible punto de bifurcacion para (1.2) en el intervalo (u — g, p + €o).
Supongamos ademds para cada A € (u—¢co, 1) y X € (1, u+¢co) se tiene

que
i(T(A,-),0) #i(T(A, -),0).
Entonces la componente conezxa, C,, de ¥ que contiene a (u,0) verifica
una de las siquientes condiciones:
(i) C,, es no acotada en R x X,

(11) existe un punto de bifurcacion p/ € R\ {u} de manera que

(1/,0) € C,.

DEMOSTRACION. Razonemos por contradiccién y supongamos que C,
no verifica (i) ni (#). Entonces C), es acotado y ¢, = dist(C,, (R \
(u—e,p+¢)) x {0}) > 0 para cada ¢ € RT. Tomemos § € R con

6 < +min{d.,, 0} y Us un d-entorno de Cy,, esto es,
Us={(\z) e Rx X : dist((\,x),C,) < d}.

Por construccién es claro que (A, 0) &€ Us siempre que |A — u| > 0.

Afirmamos ahora que eziste un conjunto O C R x X wverificando
00NE =10, (u,0) €O. (1.3)

Basta tomar O = U en el caso que ¥ N 0Us = (). En otro caso, puesto
que el conjunto K = Us N'Y es un espacio métrico compacto, podemos
aplicar el Lema 1.6 a los conjuntos cerrados C,, y ¥ N 0U; para deducir

la existencia de dos conjuntos compactos disjuntos A, B de K, con

K=AUB,C,C A.
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Podemos tomar ahora O como un entorno de A (de radio menor que
la distancia entre A y B ). De esta forma aseguramos que se verifica
(1.3).

La propiedad general de invariancia por homotopia, (dg), permite
deducir que deg(I — Ty, 0,,0) es constante para valores de A en un
intervalo compacto (notemos que gracias a (1.3), el grado topolégico de
Leray-Schauder relativo a Ty, O, y 0 esta bien definido). En particular
para pf —0 <A< <A< p+9

deg(I — Ty, 0y, 0) = deg(I — Ty, Ox, 0). (14)

Por otra parte, para cada A € R tal que |[A\—pu| < § existe p(A) € RT
con p(\) < § de manera que 0 es la tnica solucién de (1.2)y en B,
(nétese que para |A — p| < 4, la solucién trivial es aislada en X,).
Tomemos ademds p(\) = p(u — d) para A < pp— 0y p(A) = p(u + 9)
para A > u + J. Sea también p = mf{p(d) : § < Ao > A}. Por
construccién sabemos que, para cada 6 ¢ (A, \), el grado topoldgico de
Leray-Schauder deg(I — Ty, Op \ B,, 0) esté bien definido. Es mds, por
la propiedad (dg) de invariancia por homotopia y teniendo en cuenta
que para 6 suficientemente grande o suficientemente pequeno se tiene

que Oy = (), se prueba que
deg(I — Ty, 04\ B,,0) = deg(I — T, 05\ B,,0) = 0.
Por otra parte, por la propiedad de excisién, (ds), se tiene que
deg(I — T, 04,0) = i(Th,0) +deg(I — Ty, 0, \ B,,0)

= i(TA7 O)’

deg(l - TXa OX? O) = i(TX7 O) + deg(] - TX? OX \ Eﬂ? 0)

— (T3, 0).
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Por tanto, teniendo en cuenta (1.4) se deduce que
i(TA7 O) = I(TX7 0)7
lo cual contradice la hipétesis. O

1.2.3. Continuos de soluciones sin bifurcacion. Sea X un espacio
de Banach real y consideremos una aplicacién compacta 7' : R x X —
X. Durante la presente subseccién notaremos por Y al conjunto cerrado
de los pares de la forma (A,z) € R x X con x solucién (no necesaria-
mente no trivial) de (1.2),. Probaremos una serie de resultados acerca
de la existencia de continuos de soluciones en Y. Comenzaremos con
un teorema en el que damos condiciones suficientes para asegurar la

existencia de un continuo no acotado de soluciones.

TEOREMA 1.8. Sea zy € X una solucion aislada del problema (1.2),,

para algun py € R, de manera que

i(TMO7 370) 7é 0.

Entonces la componente conexa de ¥ que contiene a (fi9, o) €s no

acotada en R x X.

DEMOSTRACION. Razonemos por contradiccién y supongamos que la
componente conexa, C, de ¥ que contiene a (1, o) es acotada. Puesto

que T es aislada, existe 6; € RT tal que
({10} x By, (x0)) N E = {(1t0, x0) }- (1.5)
Sea Uz un d-entorno de C' con 0 < § < 47, es decir
Us={(\z) e Rx X : dist(\, z),C) < §}.

Al igual que en la prueba del teorema anterior, podemos tomar

O CRxX condONXE =0, (uy,z0) € O. Basta para ello tomar
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O = Us en el caso que XNOUs = (). En otro caso, puesto que el conjunto
K =UsNY es un espacio métrico compacto, podemos aplicar el Lema
1.6 a los conjuntos cerrados C'y ¥ N OUs para deducir la existencia de

dos compactos disjuntos A, B de K, con
K=AuUB,CCA.

Tomando O como un entorno de A conseguimos lo deseado. Asi, el
grado topoldgico deg(I — T}, O,,0) esta bien definido. Es mds, usando
la propiedad de invariancia por homotopia, (dg), se deduce que deg(I —
T, Oy, 0) es constante para valores de A en un intervalo compacto. Por

otra parte, puesto que O es acotado en R x X, existe e; € R* tal que
Ox =0 if X (o — €1, p1o + €1),

lo que unido a (dy) conduce a
deg(I — Ty, 0,,0) =0, Y\ € R,

en particular deg(l — T},,,0,,,0) = 0, lo cual, usando (ds) y (1.5)
contradice que, por hipdtesis, i(7},,, zo) # 0. O

Bajo condiciones mas restrictivas sobre T, el resultado anterior se
puede mejorar considerablemente, obteniéndose varios conjuntos no

acotados de soluciones. Concretamente tenemos el siguiente resulta-

do.

TEOREMA 1.9. Sea (pig,20) € R x X tal que T (o, o) = xo y sea
C' la componente conexra ¥ que contiene a (g, To). Supongamos que
en cierto entorno de (o, o) toda solucion sea aislada con indice no
nulo, entonces todas las componentes conexas de C'\ {(uo,z0)} son no

acotadas.
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DEMOSTRACION. Notaremos por C al conjunto de toda las componen-
tes conexas de C'\ { (0, o) }. Si C tiene un tnico elemento, estamos en
el caso del Teorema 1.8 y el resultado es cierto. Supongamos que C con-
tenga al menos dos componentes. Consideremos, razonando por con-
tradiccion, que exista C7 € C acotada. En particular, existen A\j, A\ € R
de manera que ProygC” = [\1, \a] (el cierre considerado en la topologfa
de R x X).

Debido a que ¢ es una solucién aislada en X, , podemos asegurar

que \; # Ay y existe ¢, € RT de manera que

(A1, A2) N (o — €1, o + €1) # 0.

En consecuencia, podemos también tomar e € (0,¢;) de manera que
e < dist(po, (8Pr0yRU/) \ {mo}) < diam(C"). Sea entonces C. = C"\
B((p0, o), 5), y sea también r, = dist(C.,C \ C"), que claramente es
positivo.

Siguiendo las pautas de la prueba anterior, tomamos U; un ¢-
entorno de C¢, siendo 0 < § < min{r.e}. Es claro nuevamente
que C. N (X N OU;) = (), ademés toda soluciéon en OU; conectada
con C. debe ser un punto de 9Us N C" N B((uo, 7o), 5). Por tanto,
K = (Us \ B((po0, 7o), $)) N'X es un espacio métrico compacto y, por
construccién, no hay ningtiin conexo que conecte C, con K N oUy.

Si K N9Us = 0 tomamos O = Us \ B((po, o), §). En otro caso, es-
tamos en condicion de aplicar el Lema 1.6 y asi existen A, B compactos
disjuntos de K, con K = AU B, C. C A.

Tomaremos en ese caso O como un e-entorno de A, siendo 0 < ¢ <

dist(A, B). En cualquier caso, O satisface

00 NS C OB((ju0, o), g).
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Puesto que O es acotado, debe existir €5 € RT tal que
Or=0, si A€ (A — €, 0+ €2).
Ademas,

aomz:@,VAeAzR\[uo—g,uwg]

con lo cual, deg(I — T}, Oy, 0) estd bien definido y usando la propiedad
de invariancia por homotopia, es constante en cada intervalo compacto
de A. Usando entonces que el grado es cero para el conjunto vacio, se

tiene que
deg(I — Ty, 0,,0) =0, VA € A.

y para e suficientemente pequeno (eligiendo ¢ de manera que O, N se
reduzca a un punto para valores de A préximos a p) esto contradice
que, por hipdtesis, en un entorno de (g, Tg) toda solucién tenga indice

no nulo. O

El siguiente resultado sera de utilidad en numerosas situaciones pa-
ra probar multiplicidad de soluciones, ya que probaremos la existencia
de un continuo de soluciones partiendo hacia la derecha de una solucién
(a,uq) el cual retorna, para algin valor del pardmetro, hasta alcanzar

una solucién distinta (a, us).

TEOREMA 1.10. Sea U C X wun abierto acotado y sean a,b € R de
manera que (1.2)\ no tenga solucion en OU, para ningin X\ € [a,b], y
que (1.2), no tenga solucion en U. Sea Uy C U abierto tal que (1.2),
no tenga solucion en OUy y deg(l — T,,Uy,0) # 0. Entonces existe un
continuo C en X = {(\,x) € [a,b] X X : = solucion de (1.2),}, tal que

Cn(fa} xUy) #0, Cn({a} x (U\T)) #0.
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DEMOSTRACION. Usaremos la siguiente notacién

K = ([a,b] x U) N,

A={a} xT)NK,

B=({a} x U\0U)NK.

Puesto que (1.2), no tiene solucién en U y K es compacto, podemos
considerar que K C [a,s] x U para algtin s € (a, b).

Razonemos por contradiccion y supongamos que el teorema es falso.
Por el Lema 1.6, existen K4, Kp subconjuntos compactos disjuntos
conteniendo respectivamente a A y B, tales que K = K4 U Kpg. Sea O
un J-entorno de K4 tal que dist(O, Kg) > 0. Asi el grado topoldgico
de Leray-Schauder estd bien definido en Oy = {u € U : (\,u) € O}
para cada A € [a,b]. Ademds, por la propiedad general de invariancia

por homotopia, (dg), se tiene que
deg(l — T}, 0,,0) = constante,
y consecuentemente
deg(I — T,,0,,0) = deg(I — Tj, Oy, 0). (1.6)

Por otra parte, puesto que O N K = (), no hay soluciones de (1.2), en

O, \ U1 y por tanto por la propiedad de excisién, (dy), se tiene que
deg(I —T,,0,,0) = deg(I — T,,U;,0) # 0.

Sin embargo, puesto que por hipétesis sabemos que O, = (), deducimos
que deg(I =T}, 0y, 0) = 0. Por tanto hemos llegado a una contradiccién

con (1.6), probando asi el teorema. O
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NoTtA 1.11. En el teorema anterior, si Uy = U, la hipdtesis sobre (1.2),
nunca se satisface, ya que se puede probar (véase [56, 88]) usando
el mismo argumento que existe un continuo C' de soluciones de (1.2),

verificando

CNUx{a})#0, Cn(U x {b}) #0.
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II.1. La ecuacién Q(u) = h.

En el desarrollo de este capitulo pretendemos plantear el problema
de existencia de solucién de (0.1) como un problema de bisqueda de
puntos fijos de un operador compacto. Asi, podremos emplear para su
estudio las diferentes técnicas descritas en el capitulo anterior. Para
ello comenzaremos estudiando la ecuacién Q(u) = h, con h en un
determinado espacio de funciones. Estudiaremos distintos conceptos
de solucién asi como condiciones que aseguren la existencia y unicidad

de la misma.

11.1.1. Diferentes conceptos de solucién. Observemos en primer
lugar que, para matrices A(z,s) generales, Q = —div(A(x,-)V:) no
puede ser considerado como un operador diferencial en el sentido cla-
sico. Dada u € C?*(f2), tendrfamos que imponer a los coeficientes de
A que fuesen funciones de C'(Q2 x R), para poder calcular Qu en el

sentido cldsico. En ese caso, para cada h € C({2), diremos que u €

C%(Q) N Cy(Q) es solucién clésica de

Qu = h(z), x €,

(2.1)
u = 0, x € 01,

si verifica Qu(x) = h(z) para todo x € €.

Consideremos ahora u € C%(£2) NCy(2), solucién clésica de la ecua-
cién Qu = h, para alguna funcién h € C(Q). Multiplicando la ecuacién
por v € C1(Q) e integrando por partes, llegamos a que u verifica la si-

guiente ecuacién integral

/A(x,u)Vu Vv = /h(z)v, Vv € CH(Q).

Q Q

Gracias a (A;), la ecuacion integral anterior tiene perfecto sentido

para u,v € H}(Q) y h € H~1(Q), sin necesidad de imponer regularidad



20 II. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

a los coeficientes de A. Por tanto, diremos que u € H{(f2) es solucién
débil del problema (2.1), con h € H Q) si satisface la ecuacion
integral anterior para cada v € H} ().

Llamaremos finalmente solucién débil continua a toda solucién

débil que admita un representante continuo.

II.1.2. Existencia y unicidad de soluciéon débil. Sea A una ma-
triz verificando (A;_»), entonces el operador no lineal @ es continuo
(por (A;)) y coercivo (por (As)). Asi, por el resultado clasico de Leray
y Lions [81] se deduce la existencia de una solucién débil v € H}(Q)
del problema (2.1) para cada h € H~'(Q2). Esto lo probamos en el

siguiente lema.

LEMA 2.1 (Existencia de Soluciéon Débil). Supongamos que A satisface
las condiciones (A1_s) y sea h un elemento de H'(Q). Existe al menos

una solucion débil u € H}(Q) del problema (2.1).

DEMOSTRACION. Usaremos el método de “congelamiento de los coefi-
cientes” debido a Schauder, esto es, definimos el operador S en Hj ()
tomando para cada w € H}(Q), S(w) como la tnica solucién (débil) u

del problema lineal
—div (A(z,w)Vu) = h, u € Hy(Q).

Probaremos que S : H}(Q) — Hg() tiene al menos un punto fijo.
Observemos en primer ligar que S(w) estd bien definido para todo
w € Hy(9Q). Esto es consecuencia directa del Teorema de Lax-Milgram

aplicado a la forma bilineal

ay(u,v) = /A(x,w)Vu Vo, Yu,v € Hy (%),
Q
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que por las condiciones (A;_5), para cada u,v € H} () satisface

|ay (u,v)] < Bllulll|v]|, (a, es continua)

aw(u, u) > af|ul|?, (a, es coerciva.)
Ademas, por la coercividad de a,,, también deducimos

al| S(w)lf?

IN

S{A(x,w)VS(w) -VS(w) = [ hS(w)

Q
12|z 1S (w)l;

IN

y asi

12l 1)
S < —
[.S(w)]] < -

Por lo tanto, S transforma la bola en Hj(2) de radio R = ||h|| g-1(a)/a
centrada en cero, en ella misma. Para probar la existencia de un punto
fijo de S en esta bola, por el Teorema del punto fijo de Schauder, es
bastante probar que S es compacto. Esto se deduce de la siguiente
afirmacién: toda sucesion w, en H}(S)) débilmente convergente a w €
H(Q) tiene una subsucesion wy,, tal que S(w,,) converge fuertemente

a S(w) en H}(). En efecto, denotemos u,, = S(w,,) la cual satisface

/A(x,wn)Vun -Vou = /hv, Vv € Hy(Q),

Q Q

respectivamente, u = S(w) satisface

/A(x,w)Vu Vo = /hv, Vv € Hy(S2).
Q Q
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Tomando v = u,, —u como funcién test en ambas ecuaciones y restando

tenemos

Az, w,)Vuy, - V(u, —u) — /A(:c,w)Vu -V (uy, — u)

Q

-
/ (x,w,) — A(z,w)) Vu - V(u, — u)

/Aan ty — 1) - V (1, — ).

Q

_|_

Puesto que w,, converge débilmente a w, pasando a una subsuce-
sién si fuese necesario, obtenemos que [A(z, w,) — A(z, w)] Vu conver-
ge fuertemente a 0 en L?(Q). Esto junto con la acotacién de u,, = S(w,,)

conduce a
/(A(:c, wy) — Az, w)) Vu - V(u, —u) — 0,
Q

lo que implica que [ A(z,w,)V(u, —u)-V(u, —u) — 0, y consecuente-
Q
mente, por (As), que u, converge fuertemente a u en H}(€2), probando

la afirmacion y por lo tanto el lema. O

La unicidad de solucién débil del problema (2.1), es estudiada en
[32], concretamente se prueba el siguiente principio de comparacién

para este tipo de operadores casi-lineales.

LEMA 2.2 (Unicidad de Solucién Débil). Supongamos que A satisface
las condiciones (Ay_3). Para cada hi,hy € H 1Y), sean uy,uy €
H}(Q) con Q(u;) = hy, i = 1,2. Si hy > hy en el sentido de las
distribuciones, entonces uy > us. En particular, existe a lo mads una

solucion débil u € HL(Q) del problema (2.1).
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DEMOSTRACION. Para cualquier funcién test positiva v € Hg(Q2), v >

0, restando ambas ecuaciones y gracias a que ho —hy < 0, tenemos que

/(A(m, u2)Vug — A(x,u1)Vuy) - Vo < 0. (2.2)

Q

Sea w = us — u1. Para cada € > 0, la funcién

vt ds
vt = [ iy
es positiva y ¥.(w) € HJ(2). Tomando entonces v = 1.(w) como

funcién test en la desigualdad anterior obtenemos, sumando y restando

L /A(x, ug) Vuy V™
el término ,
w(wt +¢)

/A(x,uz)V(UQ —up)Vuwt - /(A(x, uy) — A(x,uQ))Vme*'

w(wt +¢) w(wt +¢)
Q

Usando (As), (A3) y la desigualdad de Cauchy deducimos ahora que

|Vw™|? < |Vuy||[Vw™|
wZ— T ot 1~

(wt+¢e) — w(wt +¢)
Q Q

o\ [ IVt
/\Vu1| /uﬂ(uﬁ—i—a)
Q

Q

IN

De la desigualdad de Poincaré se sigue que

1,U+ 2

==

Q

< c, (2.3)

siendo ¢; una constante que depende a lo mas de «, ||hq]|, y de Q.
Probaremos ahora que el conjunto E, = {x € Q: w*(x) > p} tiene

medida cero para todo p > 0. En efecto, en otro caso, haciendo tender

e a cero, (2.3) estd en contradiccién con (Asz). Por lo tanto wt = 0, es

decir, us < uy. O



24 II. CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES

Noras 2.3. (1) Como consecuencia del lema anterior, asumiendo
(A;_3), podemos considerar el inverso T : H~1(Q) — H}(Q)
del operador @), es mas T es mondtono creciente. Ademas,
observemos que, de nuevo por las condiciones (A;_3), el ope-
rador T es compacto en L*(2). En efecto, solo tenemos que
probar que de cada sucesién h,, débilmente convergente a h
en L*(Q)) podemos extraer una sucesiéon parcial h,, tal que
T (h., ) converja fuertemente a T'(h) en H} (). Para probarlo,
denotando u,, = T'(h,) y u = T(h), tomamos u, como funcién

test y deducimos de (As) que

el < [ A1)Vt Tt = [t < cllhalz
Q Q
y por tanto, u, es acotada en H}(Q2). Podemos asumir, pa-
sando a una subsucesién si fuese necesario, que u, converge
débilmente en H} () a algiin v € H}(Q). Ahora bien, usan-
do que w, es solucién de (2.1) para h = h,, obtenemos por el
teorema de Rellich que v es solucién de (2.1) para h = h; es
decir, por (A3), v = T'(h) = u. Tomando u,, — u como funcién

test en la ecuacién que satisface u,, (As) conduce a

allun — w2 < /A(a:, )V (1, — 10) - ¥ (t, — 1)

= /hn(un —u) — /A(:v,un)Vu -V (u, — u).
Q Q
Obsérvese que por el Teorema de Lebesgue y (Ajy), la suce-
sién A(z,u,)Vu converge fuertemente a A(x,u)Vu en L*(Q).
Consecuentemente, el lado derecho de la desigualdad anterior

tiende a cero y asi, u,, converge fuertemente a u en Hj ().
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(2) Siademas h pertenece a algun espacio de Lebesgue L™ () (r >
N/2), entonces, por el Teorema de De Giorgi-Stampacchia
(véase [96, Théoreme 7.3] y [59, Theorem I| o [69, Theorem
8.29]), la solucién es C%*(Q) (para algin 0 < o < 1). Méds
aun, si los coeficientes a;; son C(QxR), 0 < v < 1, entonces,
usando el Teorema 15.17 de [69] tenemos que toda solucién u
de Q(u) = h pertenece a C>*7(Q) para cada h € C°7(0Q).

(3) Observemos por ultimo que todos los resultados obtenidos an-
teriormente para el operador () son extrapolables al operador

@ + ml, para cada m > 0, bajo las mismas condiciones.

I1.2. Planteamiento abstracto del problema gene-

ral.

Consideremos en esta seccién una funcién de Carathéodory f de-
finida en ©Q x R con crecimiento subcritico, es decir tal que existen
funciones positivas ¢;(z), ca(x) en L"(Q) (r > N/2) y 0 < p < 2* -1

verificando
|f(z,8)] < ci(z)|s|P + co(z), ae z€, Vs € R.

Asi, es claro que las soluciones débiles continuas del problema (0.1) son

justamente los ceros del operador ® definido en E = Cy(€2) por
O(u) =u—-T(f(z,u), vek,

donde, por simplicidad, denotamos de la misma forma a la funcién f
y al operador de Nemystskii asociado a ella. Observemos que si u € F
entonces f(x,u) € L"(Q) (r > N/2) y los teoremas de regularidad
implican que T'(f(z,u)) € E. Asi, ® : E — F estd bien definida.

Lo anterior lo resumimos en el siguiente lema:
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LEMA 2.4. Supongamos que A verifica las condiciones (A1_3) y que f :
QxR — R es una funcién de Carathéodory con crecimiento sucritico.

Entonces, u € E es solucion de (0.1) si, y sdlo si
O(u) =u—T(f(z,u)) = 0.

Con el lema anterior conseguimos plantear nuestro problema co-
mo uno de existencia de puntos fijos de un operador T compacto
y monétono definido en un espacio de Banach X (en nuestro caso
X = E). Por tanto, para su estudio, podemos usar las técnicas descri-
tas en el capitulo anterior, grado topoldgico de Leray-Schauder, teoria
de bifurcacién (para no-linealidades dependientes de un parametro,
f:RxQ xR — R verificando (f;)) y métodos basados en las técnicas
de sub y super-soluciones. En ese sentido, recordemos que los con-
ceptos de sub y super-solucion los podemos enunciar, para el operador

diferencial, como sigue:

DEFINICION 2.5. i) Decimos que u € H'(Q) es super-solucion

del problema (0.1) si verifica

Q(u) f(z, ), z € Q,
u > 0, r € 01,

v

ii) Decimos que u € H'() es sub-solucién del problema (0.1) si
verifica

Q(u) [z, u), z € Q,
u < 0, x € 09,

IN

I1.3. Soluciones positivas.

En muchas situaciones es interesante preguntarse por la existencia
de soluciones positivas del problema (0.1). En estos casos puede ser

conveniente considerar otro problema para el cual los conceptos de
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solucion y de solucion positiva coincidan, de manera que toda solucién
de éste lo sea también del primero. Concretamente, si f(z,0) > 0

a.e. x € Q, podemos tomar f(z,s) = f(z,s), A(z,s) = A(x,st) v

considerar el problema truncado

—div(A(z,u)Vu) = flz,u), x €,
u = 0, x € 09,
para obtener el siguiente resultado

LEMA 2.6. Supongamos que A satisface (A12) y que f(z,0) > 0 a.e.
zr € Q. Una funcidn u € H}(Q) es solucidn positiva de (0.1) si, y sélo
st u es solucion del problema truncado. Si ademds se verifica (A3) y
para algin 0 <y <1,
a;j(z,s) € glﬁ(ﬁ x R), (2.4)
f el (Q xR,
entonces dicha solucion estd contenida en el interior del cono P de

funciones positivas de CL(€).

DEMOSTRACION. Para la demostracién de la primera parte solamente
hace falta observar que toda soluciéon del problema truncado es no
negativa. Para ello basta tomar u~ = min{u, 0} como funcién test en

la formulacién débil del problema, para obtener por (As)

allu~|)? < /A(x,O)Vu_ -Vu~ = /f(m,O)u_ <0,
Q Q

y por tanto u~ = 0.
La segunda parte es consecuencia de los teoremas de regularidad

(véase Nota 2.3 — 2 ) y del Lema de Hopf. O
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IT11.1. Bifurcacién desde infinito.

En esta seccién estudiamos bifurcacion desde infinito de soluciones
débiles continuas (a partir de ahora soluciones) para el problema (Py).
Diremos que A\, es punto de bifurcacion en infinito si existe una suce-
sién de pares (Ap,u,) € R x E con A\, — A, |[un|lo — 00, tales que
u, sea solucién de (Py,). Comprobaremos que si A, es punto de bifur-
cacion desde infinito, entonces es autovalor de un problema de valores
propios con pesos. Ademas probaremos que el primer valor propio es
de hecho un punto de bifurcacién desde infinito. Se vera que en es-
te caso u,/||u,|| converge o bien a una funcién positiva o bien a una
funcién negativa. Por brevedad trataremos aqui el caso de convergen-
cia a la funcion positiva y asi no es de estranar que, segin el Lema
2.6, baste estudiar el problema con matriz A y la funcién f trunca-
das. Por simplicidad seguiremos notando las truncadas de la misma
forma. Probaremos la existencia de una bifurcacion global desde in-
finito si la matriz A(x,s) satisface (A;_4), f(A\,2,0) > 0 ae. z € Q
y para todo A € [0,400) v f ademés de (f;), verifica una condicién
similar a (fy) sobre su comportamiento asimptético en infinito, esto es,

existe una funcién positiva f._ € L"(Q2), (r > N/2), tal que, para cada

A€ [0, 400)
A ~
lirll G = Af. (x), uniformemente z € Q. (f2)
S$——+00 S

Respecto a la dependencia en A supondremos que existen funciones

positivas K1 (z), Ka(z) € L7(Q) tales que para cada A\, A € [0, +00),
[FX2,5) = f(\ 2, 8)] < A = A[Ki(2)s + Ka(@)] (f3)

a.e. x € Q) y para cada s € RT.
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Notemos que las condiciones ( fl_g) implican que se verifica la con-
dicién (f1) en conjuntos acotados de .
Observesé también que la condicién (f. )" # 0 implica que el pro-

blema de autovalores con pesos

—div(A(z)Vu) = Afl(z)u, z€
u = 0, x € 0f)

posee un primer autovalor positivo py (f.,) (véase [54]). Denotaremos

Aso = 11 (f%)- (3.1)
y 1 la autofuncion positiva con [[1|| = 1 asociada a Ay

LEMA 3.1. Supongamos satisfechas las condiciones (Ai_4), (fi—s) y
fAz,0) >0 ae x € Q, ypara todo X € RT. Sea A C [0,\s) un
intervalo compacto. Existe un niumero real R > 0 tal que, para cada u

en E con ||ullp > R, t € [0,1] y para cada X\ € A,

u#TEf(N z,u)).

DEMOSTRACION. Razonaremos por contradiccién suponiendo que exis-

tan sucesiones A, € A, t, € [0,1] y u,, € E con ||u,|jo — oo, tales que

Up = T(tnf(An, x,uy)).

Puesto que A y [0, 1] son conjuntos compactos, deducimos que existen
A€ Aytel0,1] tales que-pasando a subsucesion—-\, — Ay ¢, — t.
Usando el Teorema de Stampacchia, [96, Théoreme 4.2] (véase también
(69, Theorem 8.29]), de la convergencia de ||u,||o a infinito, se deduce
también que ||u,|| — oco. Més ain, si definimos la sucesién normalizada

Zp 1= Up|lu, || 7Y, tenemos que z, verifica la siguiente ecuacién

/A z,un)Vz, - Vo=t /f (An, 2, un) v, Yve Hy(Q). (3.2)

]
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Usando (A3) y que f(A z,s) = f(Ax,0) > 0, para A € A C [0, 00),
s < 0, obtenemos del principio del méximo que z, > 0.

Puesto que z, es uniformemente acotado en HJ (), deducimos-
pasando a subsucesién-la existencia de una funcién z en H}(Q) tal

que

Zn — %, (débilmente en ) Hj (),

zp(x) — z(z) >0, a.e. T € (.

Tomando v = z, — z como funcién test en (3.2) y usando la hipdtesis

(A3) obtenemos que
allz, — 2|)* < /A(m Un)V(zp — 2) - V(z, — 2)

B f)\nvx“n L —2) — x,up,)Vz-V(z, — 2).
_ / )Q/A( V2 V(2 - 2)

[

Asi, usando (f1), tenemos

ol — A2 < tng/ (a2 1o -

— / A(x,u,)Vz - V(z, — 2)

(3.3)

donde QF := {z € Q : z(z) > 0}. Notemos que u,, = ||u,||z, — +0o0
casi para todo = in Q7. Entonces, gracias a las hipétesis (A1) y (Ayg),
podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue

y deducir que A(x,u,)Vz — Ay (x)Vz fuertemente en L*(Q7), y

/A(m, ) V2 - V(2 — 2) — 0,

O+
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Maés atin, por el Teorema de inmersion compacto de Rellich-Kondrachov
y la acotacién en HE () de la sucesién z,, también tenemos que

lim (Cl() L Gele >)|zn—z|:0.

—
n—oo [ |

Por lo tanto, de (3.3) deducimos que z, — z fuertemente en H}(Q), y

asi z no es idénticamente nula. Ademas, obtenemos

/ [A(x,un) — Aoo(2)]V 2z, - Vo| <203 / |V 2, ||V,

\Q+ Q\Q+

23 / V20| Vo] — 23 / V2| Vo] = 0,

Q\Q+ Q\Q+

de donde,

lim [ A(z,u,)Vz, Vv= /Aoo(x)v,z -V, Yv € Hy(9).

n—oo

Q Q

Por otra parte,

/f Ans T, un /f)\x , Up) ; </|f Ans T, U, —f()\,x,un)|v

[ [ [ ’

y usando ( fg) tenemos

|f(>‘n7x7u7L)_f(>"xvun)|U§ |)\n_)\|/ [Kl( P KQ(x)

Asi, del Teorema de inmersion de Sobolev y aplicando la hipédtesis

(f2) deducimos que

lfm /f Ay &, tn) )\/f 2)zv, Yu € HYQ).

—
n—o0 [ |
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Pasando al limite en (3.2), obtenemos que la funcién no trivial y no

negativa z es soluciéon de
—div(As(2)Vz) = tAfl (2)z, en €,

lo que significa que tA = A v z = 9; es decir, una contradiccion con

el hecho que tA < A. O

NotA 3.2. El lema anterior prueba en particular que no hay puntos
de bifurcacion de soluciones positivas desde infinito para (Py) en el
intervalo [0, \»,). Podemos probar incluso mas. Especificamente, no
hay puntos de bifurcaciéon desde infinito distintos de A en [0, 400).
En efecto, supongamos que A > 0 es un punto de bifurcacién desde
infinito, es decir, existe una sucesion (\,,u,) tal que u, es solucién
positiva del problema (Py,), |[un|lo — o0 y Aw — A. Siguiendo los
mismos argumentos del Lema 3.1 (con t = 1), llegamos a que existe

z€ H} () con z > 0, ||z|]| =1 y 2 es solucién del problema
—div(An(2)V2) = N (7)z,

entonces 2z =1 y A = A\.

LEMA 3.3. Supongamos que las condiciones (A1_4) y (fl_g) se satisfa-
ceny f(A,x,0) >0 a.e. x €Q, ypara todo X\ € RT. Sea ¢ una funcion
positiva en E N H(Q). Si A > A\, entonces existe R > 0 tal que para
todo T > 0,

u—T(f(\ z,u) +7¢) # 0.
para cada u de E con ||ullo > R.

DEMOSTRACION. Razonemos por contradiccién y supongamos que pa-

ra cierta sucesion u, en E con ||lu,|l¢ — oo y para alguna sucesién de
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ntimeros reales no negativos 7,,, tengamos

Usando u,, como funcién test obtenemos

/A(:c,un) -Vu,, /f)\xu u,, —|—Tn/un¢.

Q Q

Puesto que 7,, > 0 y ¢ es positiva, teniendo en cuenta que f(\, x,s) =

f(A,x,0) > 0 para todo s < 0, deducimos de la condicién (As)

P < [ (7020 + 76)u, <0,
Q
y, por tanto, u, > 0.

Como en la prueba del lema anterior, el Teorema de Stampacchia,
permite deducir que [|u,|| — oo y definiendo la sucesién normalizada
2y := up|lu,|| !, podemos suponer que z, — z débilmente en H}(S2)
para algin z € Hj(Q2) y z > 0. Tomando ¢/||u,|| como funcién test en
(3.4) y usando la condicion (A;) y (f1) deducimos la existencia de una

constante positiva C' tal que

HZHQ/ ¢2§Q/ (cuwrza+ D) ot plol < c.

Entonces, pasando a subsucesiones, existe 7* > 0 tal que

*

Tn
—_— T
[

Ademas, tomando (z, — z)/||u,|| como funcién test in (3.4), obte-

1nemos

/Axuann Zn, /f)\xun Zn Z)+T—n/¢(z
[[2n]] ||un||Q
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Restando [A(z,u,)Vz - V(z, — z) obtenemos de (A2) y (f1) que
)

allz, — 2| < /A z,u,)Vi(z, — 2) - V(z, — 2) (3.5)

() T
_Q/ ol " Z”nwﬂg/ o

—/A([L’, un)Vz-Vi(z, — 2)

Q

< /(C” * )
M nn/ Plan / (&, un) V2 Vi = 2).

Por el Teorema de inmersiéon compacta de Rellich-Kondrachov tenemos

lim (01() C2<))|n z| =0, hm/gb —2)=0.

n—oa [

Las condiciones (A;) y (A4) implican que A(z,u,)Vz, converge fuer-
temente en L*(Q") a A (2)Vz, donde QF = {z € Q : z(z) > 0}. Asi

llegamos a

lim [ A(zx,u,)Vz-V(z, —2) = lim | A(z,u,)Vz-V(z,—2)=0.

Q o+
Por tanto, (3.5) conduce a la convergencia fuerte de z, hacia z en
H}(Q) y 2 es no trivial. Dividiendo (3.4) por ||u,| y pasando al limite

obtenemos que z es solucién de la siguiente ecuacion
—div(Ax(2)V2) = A fl (x)z + T ¢.

Usando 1 como funcion test obtenemos que

Ao / Flo )z > A / flu (@)=
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y puesto que z # 0, A\, > A, lo cual es una contradiccién. O

Ahora, combinando los dos lemas anteriores, podemos obtener con-
diciones suficientes para tener bifurcacion global desde infinito de so-
luciones positivas en A = \,. Ademds, extendiendo las ideas de [26],
podemos también determinar si la bifurcacion ocurre a la derecha o a
la izquierda de A = A\.

Denotaremos por ¥ a la clausura del conjunto de los pares (A, u) €

RS x E tales que u es solucién no trivial de (Py); es decir,
Y =cl{(\u) €Ry x E: u#0 essolucién de (Py)}.

TEOREMA 3.4. Supongamos que A y [ satisfacen respectivamente las
condiciones (A1_4) y (JE1—3), y que f(A\,x,0) > 0 ae. x €, y para
todo A € Ry . Entonces Moo = p1(f..) es un punto de bifurcacion desde
infinito de soluciones positivas, y es el inico en RS . Mds ain, existe

una componente no acotada X, C X tal que

S = {()\,u) con u # 0, <>\, ﬁ) € zoo} U {(Ae,0)}

es conexo y, si f(0,z,8) < 0 a.e. € Q para todo s € RY, es no
acotado. Ademds, si se verifica (2.4), r > N ya¥ (x) € CY(Q), tenemos
(i) si ezisten g9 > 0, 0 € (0,3 — 1) y C(x) € L"(Q) y denotamos
p(r) = ()\J)l’g)i\gfp@ [f(\, 2,8) — A/ (x)s] 771, de manera que
se satisfaga
[A(z,5) — Ax(x)] <0, a.e. x€Q, Vs >0,
[f(\, 2,8) — Al (2)s] s7 1 > C(x), ae x€Q,Vs>0,
VA € (Moo — €0, Ao + €0)

Jut@zm) > o

(3.6)
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entonces la bifurcacion de soluciones positivas es subcritica (es
decir, a la izquierda de A = A\ ),

(i) si ezisten e, > 0, o € (0,3 — 1) y C(z) € L"(Q), y denotamos
a(z) = limsup [f(A x,5) — A (2)s] s77F, de manera que

(0s5) = (Aoe.00) -
se satisfaga

=
=
NG
|
N
£
]
A%
=
=

e. v €, Vs >0,
[\, 2,8) — M (2)s] s° 1 < C(z), ae x€Q, Vs>0,
VA € (Ao — €1, Ao +€1)

Jtaye@) <o,

entonces la bifurcacion de soluciones positivas es supercritica

(es decir, a la derecha de A\ ).
NoTAs 3.5. (1) Observemos que (A,0) € 3. significa que Yoo
emana desde co en M.
(2) Puesto que ¢ € ﬁ, si r’ es el exponente conjugado de r, es decir
" =r/(r —1), entonces

/ 1
P77 e L (Q) =0 <3— .
T

Asi, el rango de valores del exponente o estd estrictamente
relacionado con la integrabilidad de la funcién 1277. De esta
forma, parac < 3—1si  lUm  [f(\ z,5) — Afi(x)s] 7"
(Ay8)—(Aoo,00
existe y es igual a p € R* a.e. x € 2, entonces (i) y (i) impli-
can que el lado en el que ocurre la bifurcaciéon desde infinito
es decidido por el signo de p. La condicién o < 3 — % es esen-
cial para deducir el lado de la bifurcacion a partir de hipdtesis

en el comportamiento de f (y A) en s = 400. En efecto, en

el caso A(x,s) = I y r = oo, ha sido probado en [26] que
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si ¢ > 3 no es posible determinar si la bifucaciéon es super-
critica (o subcritica) solamente considerando hipétesis sobre
el comportamiento de la no-linealidad para valores grandes de

s como en la tercera condicién de (3.6).

DEMOSTRACION. En orden a estudiar la bifurcacién desde infinito, se-
guimos el desarrollo estandar (véase por ejemplo [10]) y realizamos el
cambio de variable z := ||ul|g%u (u # 0). Consideramos entonces la

aplicacion ¥y : £ — FE definida por

0, z=0.

\IJA(Z) =

Por la Nota 3.2 sabemos que A, es el inico posible punto de bifurcacion
desde infinito en Ry. Para probar que A\, es realmente un punto de
bifurcacién desde infinito, mostraremos que el indice de la solucién
trivial para la ecuacion Wy (u) = 0 cambia cuando A cruza A = A.. En
efecto, si 0 < A < A, aplicando el Lema 3.1 al conjunto compacto
A = {)\} obtenemos la existencia de un niimero real positivo R > 0 tal

que para cada t € [0,1] y cada v en F con ||ullp > R,

u—"T(tf(\ z,u)) #0.

Por lo tanto, obtenemos de la invariancia por homotopia (d3) del grado

de Leray-Schauder que
deg(¥y, B.,0) = deg(I,B.,0) =1, Ve (0,R],
y consecuentemente,

(0,,0)=1, VYA€ [0
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Por otra parte, si A > A\, del Lema 3.3, deducimos la existencia

de Ry > 0 tal que
u#T(f(A\z,u) + o),

para todo u € E con |jullp > Ro, y para cada t € [0,1]. Entonces, si

definimos la homotopia H en [0, 1] x E por

2~ |=l2T (f (A —) +t¢> L a4,
EE

0, z=0,

H(t,z) =

ésta es admisible en [0,1] x B., para € € (0, Ry']. Més atin, el Lema

3.3 muestra que H(1,-) no tiene ceros en B.. Por lo tanto, tenemos
deg(W¥y, B.,0) = deg(H(0,-), B.,0) = deg(H(1,-), B:,0) = 0.

con lo cual
i(U,,0) =0, VA> Ay,

y la conclusion de la existencia de Y se obtiene del Teorema 1.7.

En lo concerniente al estudio del lado de la bifurcacién, es decir,
los items (i) y (ii), probaremos solamente la afirmacién (i), la otra se
puede probar de manera similar y se deja al lector. Razonemos por
contradiccién y consideremos una sucesién (A, u,) € Rt x E verifi-

cando

/A(x,un)Vun Vv = /f()\n,:z,un)v, Vv € Hy (),

QO Q

con A, convergiendo a Moo, Ay > Ao, ¥ ||[tnllo — +00. Por (2.4) cada
solucién u, pertenece al interior del cono P (véase Lema 2.6)). De esta

forma, podemos tomar v = v?/u, como funcién test en la ecuacién
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anterior y obtenemos

2
2V (i) Va,
Up,

n

/ Az, )V, -

Q

Entonces, usando la notaciéon

G Ay, upn) = [f(Ans T, upn) — )‘nféo(x)un] uzilv

llegamos a

/g()\n,ﬂf,un)f—; :/ [A(x,un) — ))\\—"Aoo(w)} Vi - Vi

" st (70— L) (- 2

El hecho que A, > A, conduce, aplicando las condiciones (As) y

(3.6), a

[Aa:un _ (:c)lvw-vw

/Axun ( w—EVun)~(Vw—u£Vun>.

Q

En particular,

1/12

0> h'minf/ (An, T, Up)—,

N—00 z2
Q

n

donde, como anteriormente, z, = u,||lu,||~*. Usando que z, converge
uniformemente a ¢ y el Lema de Fatou, obtenemos gracias a (3.6) que

2
0> liminf/g()\n,a:,un)% > /E(a:)wQ_" >0
0

n—oo
n

Q

lo cual es una contradiccion. O
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I11.2. Bifurcaciéon desde la solucién trivial.

Supondremos durante toda esta seccion que se satisfacen las condi-
ciones (A;_3) v (f1). También suponemos que nuestro problema admite
a u = 0 como solucién trivial; es decir, que la no-linealidad f verifica

que f(A,z,0) =0a.e. x € Q2 paratodo A € R. Consideraremos ademés

que,
i f(/\,x, s) , . £
hmo+ 75 = )\f+(x,0), uniformemente en ()\,x) eNxQ, (74)

donde o bien 0 < f (z,0) € L"(Q2), (r > N/2), no idénticamente cero
y A C R es un conjunto acotado, o bien f’ (z,0) = +oo a.e. z € Qy
A C R\ {0}.

Notemos que (f;) implica, en el caso Ji(x,0) € L"(Q2), la existencia

de alguna funcién positiva Cy(z) € L"(Q) y g9 € RT verificando
lf(\ z,s)] < Ci(z)s, Vse (0,g], VAeA. (3.7)

Para el caso de pesos f (x,0) integrables, también impondremos
una condicién similar a ( fg) Concretamente, suponemos que existe
una funcién positiva K(z) € L"(Q) (r > N/2), tal que para todo
M ER,

IfO\2,8) — fO\,2,8)| < A= XK (z)s, Vs € (0, (f?’,)

Respecto a la matriz A, observamos que, puesto que sus coeficientes

a;;(z, s) son funciones de Carathéodory, existe el limite

lim A(z,s) = A(z,0), a.e. z € Q. (3.8)

s—0t
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Notemos ademads que en el caso de peso f’ (x,0) integrable, el problema

de autovalores con peso

—div(A(z,0)Vu) = Af} (x,0)u, en €,
u=0 en 0f),

tiene un primer autovalor positivo 1 (f!(x,0)) y es posible escoger una

autofuncién asociada ¢ > 0 con ||| = 1. Definimos

i (f@,0)), si fi(,0) € L(Q),
Xo = (3.9)

0, si fi(z,0) = oo.

Puesto que estamos buscando soluciones positivas podemos suponer sin

pérdida de generalidad que
fz,8) = f(A\z,0) =0, Ve, VAeR, Vs <O.

LEMA 3.6. Supongamos que A(x,s) y f(\ z,s) satisfacen las condicio-
nes (A1_s), (f1), (f5), (f2) v f(\2,0) = 0 a.e. © € Q y para todo

A € R. Consideremos un intervalo compacto A C (—o0, ). Euxiste

0 > 0 tal que
u#TEf(A 2 u))
para toda w € E con 0 < |Jullo <, Ae Ayt el0,1].

DEMOSTRACION. Supongamos, por el contrario, que existen sucesiones
A €A u, € EN\ {0} v t, €]0,1] tales que u, = T(t,f(An, x,u,)) con
A = A €A, JJupllo — 0y t, — to € [0,1]. Tomando u,, como funcién

test y usando la condicién (As) obtenemos

allu,|)? < /A(:L‘,un)Vun -Vu, = tn/f(/\mx,un)un.
Q Q
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Observando que, por f1 f f(An, x, uy)u, converge a cero, dedu-

cimos que wu,, converge fuertemente a cero en HJ(Q2). Tomando la su-
cesiéon normalizada z, := u,||u,||”!, tenemos que z, > 0 y que existe
z € H}(Q) tal que pasando a subsucesiones z, converge débilmente a

z en H(Q). La sucesién normalizada z, verifica la siguiente ecuacién

/A(x un)Vz, - Vo =1 /%ﬂjnun)v, Yo € Hy(Q).  (3.10)
o n

Si Ao = 0, es decir, f!(x,0) = +oo, entonces A C (—00,N\) =
(—00,0) y, por (f4), existe €1 > 0 tal que f(A\,,z,5) <Oae z€Qy
para todo s < €1, n € N. Asi, tomando v = z, como funcién test en
(3.10) y usando que ||u,||o < e1 para valores grandes de n, deducimos

de (As) la siguiente contradiccién

a < /A(x,un)Vzn -Vz, = /f (A, 2, un L < 0.

[
Q

Por otra parte, si A\g > 0, por las condiciones (A;_2) y (3.7) y
siguiendo los mismos argumentos del Lema 3.1, deducimos que z,, con-
verge fuertemente a z en Hj(f2). En particular, z # 0. Concluimos
entonces este caso observando que (3.8), (f4), (f1) v (3.7) nos permiten

pasar al limite en la ecuacién (3.10) y obtener que z verifica
—div(A(z,0)Vz) = toA fi(x,0)z, en Q.

Puesto que z > 0, 2 # 0 y f%(x,0) > 0, obtenemos que txA > 0, méds

alun, z = @ y topA = Ao, lo cual es también una contradiccion. a

NotaA 3.7. Como consecuencia del Lema 3.6, deducimos que el proble-
ma (P,) no tiene puntos de bifurcacién de soluciones positivas desde
cero en (—o00, Ag). Incluso més, siguiendo los argumentos de este le-
ma, es posible también probar que no hay ningtin otro posible punto

de bifurcacién desde la linea de soluciones triviales salvo a lo méas Ag.
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De forma més precisa podemos probar que si u,, # 0 es solucion del
problema (Py,) con A, — A > X, v |lus]lo — 0, entonces A = .
En efecto, como anteriormente la sucesiéon normalizada z, = u,/||u,||
satisface (3.10) con t,, = 1y, sin pérdida de generalidad, podemos su-
poner que z, converge débilmente a algin z > 0 en H}(Q2). Ahora, si
J4(x,0) es integrable, entonces como en el Lema 3.6, deducimos que z

es una solucién no trivial del problema
—div (A(z,0)Vz) = Af! (z,0)z.

Esto significa que z = ¢ y A = Aq.
En el caso de f! (x,0) = +o00, consideremos el problema de autova-

lores
—div (A(z, u,)Vv) = pv, v € H}(Q),

y sea ¢, > 0 una funcién propia normalizada asociada al primer valor
propio positivo u, = A;(u,). Recordando que p, estéd caracterizado

variacionalmente como el infimo de

Q/A@,W.W / /

para v € H}(Q) \ {0}, deducimos de (A;) que para todo n € N,
o < M = pf, donde p denota al primer valor propio del operador
Laplaciano con condiciones de Dirichlet cero en la frontera. Asi, si
A > 0, pasando a una subsucesién, podemos suponer por ( f4) que

existe ng € N tal que

fnyzyun(z)) > Muy(x), ae xz€Q, Yn > ny. (3.11)
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Tomando v = ¢, como funcién test en la ecuacién que satisface u,

obtenemos

,un/unqbn = /f()\nvx7un)¢n > M/un¢n7 vn Z no,
Q Q

Q
es decir, una contradiccién, probando también en este caso que A = A.
LEMA 3.8. Supongamos que para cada X € R, f(A\,x,0) =0 a.e. x € Q
y que se satisfacen las condiciones (Ai_3), (f1), (fi). Sea A > .
Entonces, para cualquier funcion positiva ¢ perteneciente a L™(§2) N

Hi(Q) (r > N/2), existe 6 > 0 tal que

u#FT(f(A\z,u)+70),
para todo T > 0 y para cada v en E con 0 < ||lul|o < 0.

DEMOSTRACION. Razonaremos por contradiccién suponiendo que exis-

tan sucesiones 7, > 0, u, € ENHF(Q) \ {0} con ||uy,|lo — 0 tal que
—div(A(z, un)Vuy,) = f(X\ z,u,) + 70 (3.12)

Puesto que 7,, es no negativo, usando u,, como funcién test podemos
obtener como en la prueba del Lema 3.3 que u,, > 0. Primero probamos
que en este caso f’(x,0) # +oo, es decir, Ay > 0. En otro caso,
seguimos los argumentos de la Nota 3.7 y obtenemos que se satisface
(3.11) (con M = puf > u,). Tomando de nuevo v = ¢,, como funcién

test en la ecuacion que satisface u,, obtenemos

o [ = Q/ F s 1)+ 7 Q/ b6

Q

> M/un¢n+7n/¢¢n, Vn > no,
) Q

es decir, una contradiccién, probando que f!(z,0) # +oo. Ahora

consideremos ¢/||u,|| como funcién test en (3.12) para deducir que la
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sucesion normalizada de u,, z,, satisface

/A(x 1)V - V= [Tt o H;”H/qs?.
Q

[
Q

A partir de (3.7), podemos usar el Lema de Fatou y obtener,
n . )\ n
L /gz)?z T FAG

oo ) uall

A fi(iv, 0)z¢
/

Usando (A1) y que f._ (x,0) € L"(Q2), deducimos que

/A(x, 0)Vz- V¢ — limsup

Q

v

, Tn /
lfmsup m/& <6 [I9201V6) = A [ £i(@.0)30 < 4
Q Q Q

n—oo

Y Tullun]| ! estd acotada. Asi, existe 7% > 0 tal que, pasando a una

subsucesion, 7,||u,|| 7t — 7. Ademds, existe z en H} () tal que z > 0,

y 2z, — 2z débilmente en H}(Q). Tomando ahora (z, — 2)/||u,|| como

funcién test en (3.12) y restando el término integral [A(z,u,)Vz -
Q

V(z, — z), tenemos por (As)

allz, — 2| < /A(x un)Vz-V(z /f Az un) z)

[[un|
Tn
+ /¢(z
||
Q

Observemos ahora que por (A;) y el Teorema de inmersién de Sobolev

lim [ A(z,u,)Vz-V(z, —2) =0,

n—od

Q

lim [¢(z, —2) =0,

n—oo

Q

=

y por (fa) y (3.7),

f\ z,uy,)
lim

noo )l

zn—2) = 0.
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Deducimos por tanto que z, — z fuertemente en HJ(f2), con lo que
z # 0.

Ahora, dividimos (3.12) por ||u, ||, notemos que las condiciones (f;),
(3.7) y (3.8) nos permiten pasar al limite y obtener que z satisface la

ecuacion
—div (A(z,0)Vz) = A\ (2,0) + 779, z € Q.

Tomemos ¢ como funcién test. Usando que 7* y ¢ son positivos, obte-

nemos que
AO/fjr(:r;,O)npz = /A(x, 0)Vz- -V > )\/fjr(:c,())gpz,
Q Q QO

lo cual es una contradiccion ya que A > Aq. a

Al igual que en la seccién anterior, los dos lemas previos permiten
probar un resultado de bifurcacion desde la solucién trivial para (Py).
Ademas, damos condiciones suficientes para asegurar hacia que lado

ocurre dicha bifurcacién.

TEOREMA 3.9. Supongamos que f(X\,x,0) =0, a.e. x € Q y para todo
AeR, (f1), (F5), (fs) y (Ai_s). Sea \o dado por (3.9). Entonces Ao es
un punto de bifurcacion de (Py) desde la solucion trivial y es el inico
para soluciones positivas. Mds aun, existe un continuo no acotado g
en ¥ “emanando”de (Ao, 0). Ademds, si A\g > 0 y se satisface (2.4), se

verifican las siquientes conclusiones

(i) si existen gg,80 >0, 0 < 0y C(x) € L*(Q) tales que denotan-

do pu(z) = (/\72)1'21(1)\101&) [f(X\ 2, s) = Afi(x,0)s] s”7", para todo
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s €[0,s0] y A€ (N — €0, Ao + €0) se verifica

[A(z,5) — A(2,0)] <0, ae z€Q,

A 2,8) = Af4(2,0)s] 77 2 C(w), ae. w€Q, (3.13)

Ju@ee@ >0,

entonces la bifurcacion de soluciones positivas en X = \g es
subcritica,
(ii) si existen 1,51 >0, 0 < 0y C(z) € LY(Q) tales que denotan-

do fi(z) = limsup [f()\,a;, s) — A (z, O)s] s 1 para todo
(A,s)~>(A070+)
s€[0,s1] y A€ (Ao —e1, o+ €1) se verifica

[A(z,s) — A(2,0)] 2 0, a.e. v €Q,

[Nz, s) = Aff(z,0)s] s < C(z), ae x €,

[t o@ <o,

entonces la bifurcacion de soluciones positivas en X = \g es

supercritica.

DEMOSTRACION. Consideremos la aplicacién @, : £ — E dada por
Dy(u) = u— T(f(\z,u)), u € E.

Primero observamos que aplicando el Lema 3.6 y siguiendo los mismos

argumentos del Teorema 3.4 obtenemos que

i(@,,0) =1, YA< .
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Sea ahora 0 < ¢ < ¢, donde ¢ es el nimero dado en el Lema 3.8.

Entonces, de este lema y usando la invariancia por homotopia (ds),
deg(®y, B:,0) = deg(u — T'(f(\, x,u) + ayp), B:,0), Ya > 0.
Puesto que el Lema 3.8 implica también que el problema
u=T(f(\ z,u)+ap), ueckE,
no tiene soluciones en B, para cada a > 0, obtenemos que
deg(u — T(f(A\, x,u) + ap), B.,0) =0, Ya>0,

probando que

1(@)\,0) - O, V)\ > )\0.

Podemos entonces, usando el Teorema 1.7, concluir la existencia del
continuo no acotado .

Probaremos ahora la afirmacién (i), el item (4i) puede ser probado
de forma similar. Razonemos por contradiccién y consideremos una
sucesion de soluciones (A, uy,) con A, > Ao, Ay — Ao, un Z 0y ||un]lo —
0. Como en el Teorema 3.4, por (2.4) podemos tomar como funcién
test ©?(u,)! y obtener

¥? A
[0 -h @0 = [ A w) - 240 Tov

n )\0
Q Q

—/A(x,un) (Vgp — £Vun) . (Vgp - £Vun> )
U, Up,
Q

Igual que anteriormente, denotemos por z, a la sucesiéon normali-
zada de u, y recordemos que z, — ¢ fuertemente en H; (). Multipli-

cando por ||u,|| y teniendo en cuenta la condicién (3.13), obtenemos
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por el Lema de Fatou que

)\na s Un _)\n/ 70 n
OZIfminf/f( z, n) - filz, 0)u 279>
Uy~ 7
Q

n—oo

lo cual es una contradiccion. O

NoTtA 3.10. La conclusién del Teorema 3.9-(%i) es también cierta en el
caso \g = 0, si imponemos hipotesis adicionales sobre f. Por ejemplo,
suponiendo que para algin p > 1y so > 0, existe K;(z) € L'(2) tal
que

f(0,z,5) < Kq(z)sP, Vs € [0, sol, (3.14)

f\x,8) < f(0,z,5), VA<O0,yse€]0,so,

entonces la bifurcacion desde A\g = 0 es supercritica. En efecto, razo-
nemos por contradiccién y supongamos que hay una sucesién de solu-
ciones (A, u,) con A, <0, A, — 0, u, # 0y ||us]lo — 0. Tomemos

Un/||un||* como funcién test para obtener

/A(x,un)Vzn -Vz, = /(f(/\n,x,un) — f(O,x,un))Hz—”H

Q Q
Zn
+ / F(0, 2, )
/ e

donde z,, = u,/||u,||. Por las condiciones (As) y (3.14), deducimos por
el Lema de Fatou que

0,2, up
a < lim sup / —f(’x’u>zfl§0,
Up,

n—~oo

{un>0}
lo cual es una contradiccién, probando nuestra afirmacién. Ejemplos
de no-linealidades satisfaciendo la condicién (3.14) son
fAx,8)=As?, 0<q, (xeQ, s>0, N €R),
fAx,8)=As74+ P, 0<qg<1<p, (r€Q, s>0, €R).
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I11.3. Comentarios Finales.

Hemos probado en este capitulo (véase Nota 3.2 y Nota 3.7), tanto
en la bifurcacién desde infinito como desde cero, que el uinico posible
punto de bifurcacién de soluciones positivas para el problema (Py) es
el primer valor propio para el problema de autovalores con peso (véase
54))

—div(A(z)Vu) = pm(x)u x €,
u = 0 x € 01,
donde A(z) = SEIJPOO A(z,s) = Ax(z) y m(x) = fl(z) para la bifur-

(3.15)

caciéon desde infinito, o bien A(z) = Slin01+ A(z,s) = A(z,0) y m(x) =
J4(x,0) # 400 para la bifurcacién desde cero.

Seria interesante plantearnos ahora la existencia de bifurcacién de
soluciones no necesariamente positivas. Para el estudio de la bifurca-
ciéon desde infinito, siguiendo el argumento del Lema 3.1, es posible
también probar que los tinicos posibles puntos de bifurcacién desde in-
finito son los valores propios py(m(x)) del problema (3.15). De forma
mas precisa, suponiendo que

|s|lir£oo M = Af..(z), uniformemente x € Q.

podemos probar que si u, # 0 es solucién del problema (P,,) con
A — A, ¥ ||unllo — 400, entonces A = pg(m(x)) para algin k£ € N.
En efecto, en ese caso podemos suponer que la sucesion normalizada

Zp = Uy /||tn|| converge débilmente a algin z # 0 en H} (), de manera

que z es una solucién no trivial del problema
—div (A(z)Vz) = dm(x)z.

Esto significa que A = pi(m(z)) y z € Ej, subespacio propio asociado

a pup(m(x)). Andlogamente, razonando como en el Lema 3.6 se prueba
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que los tnicos posibles puntos de bifurcacion desde cero son los valores
propios ug(m(x)) del problema (3.15), tomando en este caso A(z) =
HH(l)A(LL‘, s) = A(z,0) y m(z) = f'(x,0) € L"(Q?), r > N/2 dado por:
A
lim f( ) l‘? 8)

) = Af'(z,0), uniformemente z € .
s— S

Mas aun, en los Teoremas 3.4 y 3.9 damos condiciones suficientes
que aseguran que el primer autovalor de (3.15) es de hecho el tnico
punto de bifurcacién de soluciones positivas para el problema (Py),
respectivamente desde infinito o desde la solucién trivial, (asi como
condiciones para saber hacia que lado ocurre dicha bifurcacién). Sin
embargo, en el caso de soluciones no triviales (no necesariamente po-
sitivas), no disponemos de condiciones suficientes que aseguren que un
determinado valor propio, ux(m(z)), sea realmente un punto de bifur-
cacién para el problema (P,). En el caso semi-lineal, para la bifurca-
cion desde la solucion trivial, es conocido el resultado de Krasnoselskii
(véase [76]) donde se demuestra que todo valor propio de multiplicidad
algebraica impar es un punto de bifurcacion desde la linea de solucio-
nes triviales. Usando la propiedad de invariancia por homotopia, (ds),
del grado topoldgico, creemos que sera posible relacionar el problema

casi-lineal

—div(A(z,u)Vu) = f(\z,u), r e,
u = 0, x €09,

con el problema semi-lineal,

—div(A(z)Vu) = f(\x,u), x e,
u = 0, x €09,

donde o bien A(z) = Aw(x) o bien A(z) = A(z,0), de manera que sea

posible extender los resultados conocidos para este ultimo.
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Finalmente, atin no disponiendo de condiciones suficientes para ase-
gurar que un determinado valor propio sea de hecho un punto de bifur-
cacién, es interesante estudiar hacia que lado ocurrirda una posible bi-
furcacion desde el mismo. Por ejemplo, tener condiciones que aseguren
que toda posible bifurcacién desde infinito ocurre hacia un determinado
lado, supone tener condiciones suficientes para determinar la existencia
de solucién de algunos problemas resonantes en valores propios de orden
superior (véase Seccién IV.2 para el caso de resonancia con el primer
valor propio). A partir de estas condiciones podriamos extender a nues-
tro ambiente casi-lineal los resultados en [11, 24, 26, 34, 46, 85, 95|
a este respecto.

Para determinar hacia que lado ocurre toda posible bifurcacion da-
da la sucesién (u,, A,) de soluciones de (Py), serd determinante en-
contrar convenientes funciones test que permitan conocer el signo de
(ug(m(x)) — \,) una vez determinado el comportamiento asintético de
una determinada funcién de la no-linealidad, asi como del caracter de
la forma cuadrética inducida por la matriz [A(x,u,) — A(z)]. Esto
puede resultar tarea complicada, puesto que ya en el caso del primer
valor propio necesitdbamos imponer condiciones de regularidad fuer-
tes (condicién (2.4)) que permitian usar el Lema de Hopf para elegir

convenientemente dichas funciones test.
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IV.1. Problemas que no interactiian con el espectro

asintotico.

Como senalabamos en la introduccion, la relacién entre los valo-
res propios {A;} de (0.2) y el comportamiento asintético de f es muy
importante para el estudio del problema (0.1). En este capitulo, es-
tudiaremos (0.1) para distintos tipos de no-linealidades. Segun sea
dicha relacién, obtendremos resultados de existencia y/o multiplicidad
de soluciones. Los principales resultados de este capitulo se encuentran
sometidos a publicacién en [22] y algunos de ellos han sido expuestos
en distintos congresos internacionales ([21] en Las Palmas de Gran Ca-
naria, Congreso de Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones, CEDYA,
1999, y [46] en Praga, Partial Differential Equations, 1998).

Comenzaremos con un resultado de existencia de soluciones de (0.1)
en el caso en que la no-linealidad f(x, s) no interaccione con el espectro
de (0.2). El principal hecho para ello serd la existencia de una cota a
priori para la norma en F de toda solucién. En efecto, probamos el
siguiente
TEOREMA 4.1. Supongamos que se verifica (Ai1_4) y (fi—2) de manera
que fL(x) verifiquen, a.e. x € Q, que o bien \p < fiL. () < A1
para algin k > 1 o bien fi_(x) < A;. Entonces el problema (0.1) tiene

al menos una solucion.

DEMOSTRACION. Demostraremos el teorema construyendo una homo-
topia del problema (0.1) a uno semi-lineal. Concretamente, para cada
t € [0,1] consideramos la matriz A;(z,u) = tA(z,u) + (1 — t) A (2),
la cual satisface las hipétesis (A;_4). Sea también la funcién fi(z,s) =

tf(z,s)+ (1 —=t)(fi(z)s™ + f(x)s™). Estudiaremos el problema
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—div(Ai(z,u)Vu) = fi(z,u), z€Q,
u = 0, x € 9N.
Puesto que A; satisface la condicién (Ajs), existe el inverso compacto
T, : H Q) — H}(Q) del operador Q;(u) = —div(Ai(z,u)Vu). De

esta forma, el problema anterior es equivalente a encontrar los ceros de

Oi(u) =u—T(fi(z,u)) =0, ue€E.

Afirmacién: eziste R € RT tal que u — Ty(fi(z,u)) # 0, para
todo uw € E con ||u|lo > R. Supongamos por el contrario que existen
tn €10,1] y u, € ENHJ () solucién del problema anterior para t = t,,
v |[un|lo — o0. Primero notamos que z, = u,/||u,| estd acotada,
asi existe z € Hy(2) tal que, pasando a una subsucesién, z, converge
débilmente a z. M4ds aun, z, — z fuertemente en LP(Q)), p < 2",y

zn(x) — 2z(x) a.e. z € Q. Junto a esto, z, verifica

Ay, (2, un)Vz, - Vo = (1—1,) frc@zto+ [ floo(x)zv
/ [#osee]

Q

+, / Wv, Vo € HY(Q).
Up,
Q
Tomando v = z,—2z como funcion test, restando / Ay(z,u,)V2-V(z,—

QO
z) y usando la hipétesis (As) tenemos
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allz, — 2| < /Atn($, un)V(zn — 2) - V(z, — 2)

Q

= (1- tn)/ [froo(@)zf 4+ floo(@)z) ] (20 — 2) +

[z, up) )
Z j—
Iun||

/Atn (x,u,)Vz-V(z, — 2).

De la convergencia de z, en LP(Q) (p < 2*)

(U= t) | [ Fonel@)z (2= )+ [ Frs(@)zy (20— 2)| — 0.
[ /

Recordemos que, como en el capitulo anterior, si ||u,|lo es no aco-
tada, también lo es ||u,]|, asi, usando ademas (f;) obtenemos que

/fxun zn — 2) — 0.

[

Ahora, la condicién (A;) y el Teorema de Lebesgue implican la
convergencia fuerte de Ay, (z,u,)Vz a Ay (2)Vz en L*(Q). Puesto que

V(z, — z) converge débilmente a cero en LP(2) tenemos
/Atn(:v, u,)Vz-V(z, —z) — 0.
0

Asi, deducimos la convergencia fuerte en H}(Q) de z, a z. Para
obtener la ecuacion que satisface z tomamos limites en la ecuacién que

satisface z,. Primero notamos que, razonando como antes

/Atn (1‘7 un)vzn -Vov — /Aoo(l‘)v,z -Vou, Yv e HS(Q)
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Por otra parte, puesto que t,, estd acotado, usando (f;_2) y el Teo-

rema de Lebesgue deducimos que

(1=t) [ fr@zio + (1=t) [ 7o)zt

/fffff - /f;oo(x)ﬁm/f’_oo(x)z v
Q Q

Entonces, la ecuaciéon satisfecha por z es
/Aoo(m)VZ Vv = /fj_oo(x)z+v+ /f’_oo(x)z_v, Vv € H ().
Q Q Q

Denotando m(x) = f'_(2)x{:<0} + flroo(®)X{2>0}, la ecuacién an-
terior implica que 1 es valor propio del problema de valores propios con

pesos

—div(Aw(z)Vu) = pm(x)u r € Q,

(4.1)
u = 0 x € 012,

es decir, 1 = p;(m(z)) para algin j € N. Por hipdtesis, a.e. = € ,
o bien m(z) < A o bien Ay < m(x) < A\y1 para k > 1. Asi, se sabe

(véase [54, Proposition 1.12 A]) que o bien

A
pi(m(@)) > pi (M) = 3=,
1
o bien
Aj Aj
= (k) < pi(m(z)) < pi(Me) = =
k1 Ak

En el primer caso tenemos que A; > A; y en el segundo que A\, < \; <
Ak+1- Esto es una contradiccion en ambos casos, lo que prueba nuestra

afirmacion.
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En virtud de la afirmacion anteriormente probada y la propiedad
de invariancia por homotopia (d3), deducimos que el grado de Leray-

Schauder
deg(®y, Br(0),0) = constante,

donde Br = {u € E /|lullp < R} es la bola abierta de radio R, R > 0.
Para t = 0 podemos calcular el grado anterior y mostrar que es distinto
de cero. En efecto, puesto que f_(x) no interactia con el espectro de
(0.2) entonces 1 no es valor propio de To(f\ut + f. u™) y en [76]
estd probado que

deg(®o, Br(0),0) = (=1)",

donde v es la suma de las multiplicidades algebréicas de los valores
propios p del operador compacto To(f! o (z)u™ + f (z)u™) con 1 < p.

Consecuentemente, para t = 1
deg<q)17 BR(O)7 0) # 07

es decir (0.1) tiene al menos una solucién v € ENH () con |jullo < R.

O

IV.2. Problemas resonantes para operadores casi-

lineales.

Estamos interesados en esta seccién con el estudio de cierto proble-
ma resonante. Concretamente, sea m(z) € L"(2), con meas{m(z) >
0} > 0, r > N/2. En ese caso podemos considerar p;(m(z)) el primer

valor propio positivo (véase [54]) asociado al problema (4.1).

—div(A(z,u)Vu) = p(m(z))m(x)u+ g(z,u), x €,

u = 0 x € 0f).
(4.2)
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Este problema se puede estudiar por medio de la teoria de bifurcacion

si lo vemos incluido en el problema uniparamétrico

—div(A(z,uw)Vu) = Im(z)u+ g(z,u) x €,
u = 0 x € 01,

(4.3)

del cual es un caso particular tomando A = p;(m(x)). Hemos de hacer
notar que la afirmacién probada en el teorema anterior (con f_(z) =
1l oo(x) = Am(x)) significa que py(m(z)) son los tinicos posibles puntos
de bifurcacién desde infinito para el problema (4.3). En dicho teorema
se prueba ademads que (4.3) admite al menos una solucién para cada
A7 p(m(x)), k€ N.

Extenderemos las técnicas de [26, Theorem 19] a este tipo de ope-
radores casi-lineales. La idea aqui serd analizar cuidadosamente hacia
que lado ocurren las posibles bifurcaciones desde infinito en py(m(z)).
Denotemos por ¢ a una funcién propia positiva asociada a p;(m(z))
con ||y = 1. Concretamente, usando los resultados de bifurcacién
desde infinito de la primera seccion del capitulo anterior, probamos el

siguiente teorema.

TEOREMA 4.2. Supongamos que m(x)™ #£ 0, se satisfacen las condi-
ciones (A1_4) y los coeficientes de la matriz Ax(x) son funciones de
clase CY(QY). Supongamos ademds satisfecha la condicion (2.4) con
f(z,s) = dm(x)s + g(z,s), s € R. Si existen ¢¢ > 0, 7 > N,
o€ (0,3-1)yCeL(Q) tales que

lg(z,8)|]s]”' < C(x),a.e. €Q, Vs R,

lm [g(x, 8)] 5|77 = pioo(T), a.e. x €.

s—+too

‘l|im g(x,8)s™ ' =0, wuniformemente en Q.
S|—00
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El problema resonante (4.2) tiene al menos una solucion, siempre que

se verifique una de las siguientes condiciones; o bien

[A(z,s) — Axo(2)] <0, ae. 2€Q, VseR,

(4.4)
[ @ > 0> [t ()
Q Q J
o bien
3\
[A(z,s) — Ax(2)] >0, ae z€Q, VseR,
(4.5)
[ @) <0< [t ()
Q Q J
Noras 4.3. (1) Notemos que en el caso semi-lineal, las condicio-

nes (4.4) y (4.5) para ¢ = 1 y r = oo son en realidad las
condiciones cldsicas de Landesman-Lazer (véase [77, p. 611]).
Para o € (0,3—1/q) general, la condicién de la desigualdad in-
tegral en (4.4) y (4.5) aparece en [26, Theorem 3 and Theorem
4].

(2) Tenemos que notar también que la regularidad de f en (2.4)
es una condicién técnica para obtener que si u,, € EN H(Q)
es una sucesion no acotada de soluciones de (4.3) para A = A,
¥y An — A, pasando a subsucesiones, u,/||u,| converge a +1)

en C}(Q).

DEMOSTRACION. Notemos en primer lugar que, por la Nota 2.3 — 2,
si se verifica (2.4), tenemos que T(f(x,u)) € CL(Q) para cada u € E.
Afirmamos ahora que es bastante probar que toda posible bifurcacion
desde (p1(m(z)),00) para el problema (4.3) ocurre siempre a la iz-

quierda (respectivamente a la derecha). En efecto, en ese caso usando
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el Teorema 4.1 podemos tomar u,, solucién de (4.3) para A = \, con
pi(m(z)) < Ay An — pr(m(x)) (respect. A, < pp(m(x))). Puesto que
toda posible bifurcacién es a la izquierda, tenemos que existe M € R
tal que |lu,llo < M, y de la compacidad de T, existe u € HJ () tal
que pasando a una subsucesion, u, converge fuertemente a wu, siendo
ésta una solucién de (4.3) para A = ui(m(x)), es decir, u es solucién
de (4.2), probando el teorema.

Siguiendo las pautas del Teorema 3.4 probaremos que la condicién
(4.4) implica que la bifurcacién ocurre a la izquierda (andlogamente
(4.5) implica que ocurre a la derecha). Razonemos por contradiccion y

tomemos una sucesién (\,,u,) € R x EN H}(Q) verificando

/A(x,un)Vun Vo = )\n/m(aj)unv + /g(x,un)% Yo € Hy(Q),
Q

Q Q
con Ay — i1 (m(2)), A > i1 (m(2)) ¥ [lnllo — 0.

Por (2.4) y la prueba del Teorema 4.1 sabemos que z, = m con-
verge en C}(Q) a 1) o —1b. Asi, pasando a subsucesiones, toda solucién
u,, pertenece al interior P del cono P de funciones positivas en CZ(Q)
0a — 103 Asi, tomando v = 9?/u,, como funcién test en la ecuacién
anterior y razonando como en la demostracién del item (i) del Teorema

3.4 obtenemos que, si z, — 1,

I o—1 1/}2 2—0o
0 > lim inf g(l’, un)un — 2 P+oo(95)¢ > 07
ZU

n—oo
n

Q

Y, sl Zp — _¢7

2
02 timint— [ g ua) il > = [t >0
Z
Q

n—00
Q

En ambos casos llegamos a una contradiccion con (4.4), probando nues-

tra afirmacién, y por consiguiente el teorema. O
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IV.3. Problemas del tipo Ambrosetti-Prodi.

Estamos interesados en esta seccién en el problema de existen-
cia y multiplicidad de solucién de (Q;) para diferentes tipos de no-
linealidades f. Para ser maés precisos, estudiamos el caso de una fun-
cién f verificando (f;_3) (f interactia con el primer valor propio de
(0.2)). Consideraremos también el caso de funciones f interactuando
con todo el espectro de (0.2), es decir, f satisface (f2), (f}) v (f1) para
alguna funcién h(z) € L>(Q).

La herramienta principal sera el método de sub y super-solucion y
el grado topoldgico de Leray-Schauder. También seran ttiles algunas
cotas a priori sobre t y sobre la norma en E de las posibles soluciones.
En este sentido serd de utilidad la siguiente extensién de la estima a
priori de Gidas y Spruck [68].

TEOREMA 4.4. Supongamos que se verifica (2.4) y las condiciones
(A1-3), (fou), con h € L*(Q). Existe C > 0 tal que toda solucion
positiva u € ENCHQ) de

—div(A(z,u)Vu) = f(z,u) x €,
u = c x € 0N

satisface

u(z) < C, Vo €.

DEMOSTRACION. La prueba sigue la linea de aquella de [68] con pocos
cambios elementales. Notemos en esta prueba por Bg(z) a una bola en
R centrada en z € RY de radio R > 0. Razonemos por contradiccién
y supongamos que u, € E N C'(Q) sea una sucesién de soluciones

positivas del problema anterior y sea P, € ) tal que:

M,, = sup u,(x) = u,(P,) — +00.
Q
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Entonces, pasando a una subsucesion, podemos suponer que
P, — Pe.

Dividimos la prueba en dos pasos, en el primero suponemos que P € ),
mientras que en el segundo desarrollamos el caso P € 9f). En ambos

casos, obtendremos una contradiccion.
1

Paso 1. Supongamos que P € Q). Sea 2d = dist(P, Q) > 0, i, = M,>?

P

y
2
1

n(y) = ph  un(pny + P,), paratodo y € B (0). (4.6)

Observemos que i, — 0,

sup  v,(y) = v,(0) =1,
yEB#(O)

y v, satisface la siguiente ecuacién en B_a (0)
Hn

—2 2p —2

—div(A(ny + Py it 00 (y)) Vo) = g " f(pny + P, il 0n(y)).
(4.7)

Por (f4), usando que p,, — 0, la parte derecha de esta ecuacién satisface

2p 2

| g (,uny i Pn,uﬁ_lvn(y)) Wy + Pa)ua(y)| = 0.

n—oo

Aplicando el Teorema 9.15 de [69], obtenemos para cada natural n
que v, € W?*(B.a (0)), s > 1. Fijemos ahora R > 0y sea ny un entero
positivo tal que ]*%n< d/u, para todo n > ng. Para cada R € (R,d/u,)
sabemos del Teorema 9.11 de [69] que

[vallwzs o) < C (vallzs@ @) + 19all o0 0)) 5

donde C' es una constante positiva que depende solamente de N, p, «,

0y R,y donde

2p

_2p =2
In(y) = ' f (uny + Py, uﬁ‘lvn(y)) :
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Teniendo en cuenta que

Nvnllzs B,y ) + l9nllLs @y 0) < C1 = Ci(R'), Yn > ng,

encontramos una cota uniforme para |v,|w2sB,0)) para todo n >
ng. Eligiendo s suficientemente grande, obtenemos por el Teorema de
Morrey que |[vn||o16@,@)) estd uniformemente acotada. Por lo tanto
podemos aplicar el Teorema de Ascoli-Arzeld y deducir la existencia
de una funcién v € C°(Bx(0)) tal que -pasando a parciales- v,, — v

en C°(Br(0)) y h(p,y + P,) — v, para algin v > 0. Necesariamente,

tenemos que v(0) =1y
— div(Aw(P)Vv) = vv*, en Bg(0).

Entonces, usando de nuevo los teoremas de regularidad, para 7 € (0, 1),
v € CY(Bgr(0)). De la arbitrariedad de R > 0 deducimos que v
estd definido en RY y es una solucién, después de rotar y escalar las

coordenadas, de

—Av(z) = vP(z), z€RN,
v(0) = 1.

Esto contradice el Teorema 1.2 de [68].

Paso 2. Supongamos ahora que P € 0{2. En ese caso, puesto que 052
es suave, podemos suponer que todo entorno de P esta contenido en el
conjunto {z € RN : zy > 0} y que cerca de P la frontera de Q estd
contenida en el hiperplano xy = 0. Sea d,, = dist(P,,02) = P, - ey,
(e, = (0,...,0,1)), y observemos que la funcién v, dada por (4.6)
estd bien definida en Q, = Bs (0) N {yn > —d,/u.}, para algin
d > 0. Més aun, satisface (4.7) M(Zn €2,. Por regularidad eliptica hasta

la frontera, (véase [69, Theorem 9.13 y Theorem 9.15]) y el Teorema
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de Morrey, tenemos de nuevo que |Vu,| estd uniformemente acotada

en (2,. Consecuentemente,

2

1—phte=

Un(()) — Up (_d_nen)‘ S C1%7
22 M

es decir, d,/u, esté lejos de cero. Si, para una subsucesién, d,,/u, —
oo, podemos aplicar argumentos similares a los del Paso 1 para llegar
a una contradiccion con el Teorema 1.2 de [68].

Por otra parte, si d,/u, estd acotado superiormente, suponemos,
pasando a una subsucesién si fuese necesario, que d,/p, — s > 0.
Puesto que v, satisface (4.7) en ,, de nuevo por [69, Theorem 9.15],
para todo R, e > 0, obtenemos una cota uniforme para v,, en el espacio
CY7(Br(0) N {yx > —s + ¢}) para n suficientemente grande. Por lo
tanto, pasando a subsucesiones, deducimos que v, — v en C'(Bg(0) N
{yn > —s+¢}), h(puny + P,) — v, para algin v > 0, y, usando que R

y € eran arbitrarios, v es una solucién de
— div(A(P)Vv) =P, {yny > —s},

v(y) =0, {yv=—s},
v(0) = 1.

La contradiccién se sigue ahora del Teorema 1.3 de [68] después de una
transformacién lineal y un re-escalamiento de coordenadas. O
LEMA 4.5. Supongamos que se verifican (A1 24). Supongamos ademds
que; o bien

(i) se satisfacen la condiciones (f1_3),

o bien

(ii) se verifican (As), (2.4), (f2), (f3), (f1), con h € L>(Q) y

para ciertas constantes positivas ci,cy € RT,

|f(z,8)] <cls|+c, ae z€Q, Vs € R™. (fN)



IV.3. PROBLEMAS DEL TIPO AMBROSETTI-PRODI 71

Entonces las soluciones de (Q;) estan uniformemente acotadas en con-
Juntos compactos de t, es decir, para cada intervalo compacto I' C R,
eriste ¢ € R de manera que toda solucion u € E de (@) cont € T’

satisface

lu(z)| < ¢, Vo €.

DEMOSTRACION. Comenzaremos con la prueba en el caso que se sa-
tisfagan las condiciones del item (i). Supongamos por el contrario que
u, es una solucién de (Qy,) con t, acotada y ||u,|lp — oo. Usan-
do que t,/||u,|| converge a cero y argumentos similares a los de la
prueba del Teorema 4.1 deducimos que z, = u,/||u,|| converge fuer-
temente a una solucién z € Hj(Q)) de (4.1) con 1 = p (m(z) =
Tl oo (@)X z<0) + flroo(®) X (250). Esto significa que 1 es un valor propio
para este problema de valores propios con peso. Sin embargo, nosotros
afirmamos que esto es una contradiccion porque p =1 no es valor pro-
pio de este problema. En efecto, puesto que m(z) < Ay a.e. x € Q, se

sabe (véase [54, Proposition 1.12 A]) que

pi(m(2) > iy () = -
Asi, pj(m(xz)) > 1 para todo j > 2. Por lo tanto si p = 1 fuese
un valor propio, serfa pi(m(z)) = 1. Usando que la funcién propia
asociada al primer valor propio no cambia de signo obtendriamos que
o bien m(z) = f'(x) o bien m(z) = f, (z). En el primer caso

tendriamos que

At

L= (m(x)) = m(floo(x) > mh) = N L.

Similarmente, tendrfamos 1 = pi(m(z)) = i (flo(z)) < 1 en el otro

caso. De cualquier forma alcanzariamos una contradiccién, probando
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que p = 1 no es valor propio de (4.1) y por consiguiente el lema en el

caso del item ().

En el segundo caso, cuando se verifican las condiciones del item (i),
dividiremos la prueba en dos pasos. En el paso 1 probaremos que toda
solucién de (Q;) estéd inferiormente acotada. El segundo paso estard
dedicado a probar que también son superiormente acotadas. Sea u una
solucién de (@) con t € T'. Denotaremos durante toda la prueba por
¢, a una constante positiva independiente de ¢t y de u, la cual puede

cambiar de un paso a otro.

Paso 1. Primero probamos la existencia de una cota uniforme para la
norma en Hg(Q2) de la parte negativa de las soluciones de (Q;). En
efecto, tomemos v = u~ como funcion test en la ecuacién que satisface

u. Por (Ay) tenemos que
allu™|? < /A(x,u)VuVu_ = /f(x,u)u_ —I—t/gpu‘.
Q Q 0

Notemos que de (f]) y (f}) obtenemos que
f(x,8) >Cs—C, ae xze€) VseR™,

con ¢; < ap. Asi deducimos, usando las desigualdades de Poincaré y

Cauchy-Schwartz, que

_ _ _ _ _ Gy - _
T L ey A R e P e
Q Q Q

donde, puesto que t € I', podemos tomar c3 = ﬁ(Hﬂb sup ' + &|Q)).

¢
Por lo tanto, ||[u~] < S—M_

ap— ¢
parte negativa de toda solucién u de (Q;) es acotada en HJ () (y por

. Es decir, acabamos de probar que la

tanto en L% (£2)) por una constante independiente de u y uniforme en

conjuntos acotados de t.
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El siguiente paso serd encontrar una estima de este tipo para ||u™||o.

Para ello, consideremos para cada k € R™ la funcién G}, dada por

s+ k s < —k,
Gr(s) =14 0 —k<s<k,
s—k s> k.

Asi, tomando v = Gy (u~) como funcién test en la ecuacion que satisface

u y usando (As) obtenemos que

a/|VGk(u_)]2 < /A(:U,u_)VG’k(u_) -VGr(u™),

y como /A(x,u_)VGk(u_) -VGi(u™) = /A(w,u)Vu - VGi(u™) se

. Q Q
tiene que

a/\vak(u—ﬂ? < /A(x,u)Vu VG ()

Q
~ [@a) + )Gt
Qp
donde Qf = {x € Q: u(r) < —k}. Teniendo en cuenta que existe una

constante positiva c tal que
|f(x,s) +ty] <cls|, Vs < —k,
deducimos de lo anterior que
o [I9G )P < e [ fuGutu)l

Q Q

Usando ahora las desigualdades de Sobolev y Holder obtenemos que

para r > 2N/(N +2)

1Gr(u)||3 < clju||o||Gr(u)]|2- (meas Qk)(l—l/r—l/?*)'
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Notemos ahora que, para cada h > k, |G(u™)| > h—k en Q, esto

implica que
(h — k)(meas Q)Y < ¢||u™]|,(meas Q)12

o equivalentemente

cf|u” |} (meas €)%/
(h = k)*

meas €2, <

Por lo tanto, podemos aplicar el Lema de Stampacchia para deducir

que:

i) si 7 > N/2 entonces u~ € L®(Q) y [|[u|lo < ¢|lu||,

ii) sir = N/2 entonces u~ € L*(Q)) para s € [1,00) y |[u" ||z <
¢+ w7,

iii) si 7 < N/2 entonces u~ € L*(f2) para s = % -0

y 6 > 0 arbitrariamente pequeno. Ademds, ||[u™[|2 < ¢+
2%r

[

Puesto que u € L? (Q) y 2* > 2N/(N + 2), podemos razonar como
antes para ro = 2*. Asi, si N < 6 concluimos por el item i). En el caso
N = 6 usamos el item ii) para tomar r; > N/2 y después de repetir el
argumento poder concluir de nuevo por el item i). Finalmente, en el
caso N > 6 podemos tomar

A

— 01 > 1p.
2—29rg+2r 1770

r =

Como antes, si 7 > N/2 concluimos facilmetne. En otro caso tomamos

2*T1
(2= 2)ry 4 2*

— 0.

To =

[terando el argumento, podemos concluir después de un nimero finito

de pasos. En efecto, en otro caso, tendriamos que r, estd acotada,
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siendo 1, definida de forma recurrente por

7"0:2*
2%r,

Tn41 = (2 o 2*)7,” + 2%

.

donde lim §,, = 0. Mas aun, r,, es creciente y por lo tanto convergente

y su limite r € (2*, N/2] satisface

2%r
r =
(2— 2y +2¢
es decir, 2*r = (2 — 2*)r? + 2*r, con lo que r = 0, lo cual es una

contradiccion que prueba nuestra afirmacién.
Las estimas sobre la norma de u~ en LP(2) de los apartados ii) y
iii) permiten reducirse, en el esquema iterativo anterior, a una estima

en L¥ (). Esto permite, a partir de i), obtener en el 1iltimo paso:
lullo < c.
Paso 2. Supongamos (Paso 1) que |u~| < ¢, denotemos v = u + ¢ > 0,
f(x,s) = flx,s—c)y A(x,s) = Az, s — ¢). Asi, v satisface
—div(A(z,v)Vv) = f(z,v) +ty r €,
v o= ¢ x € 0N0.

Puesto que estamos en las hipétesis del teorema anterior, podemos
asegurar la existencia de ¢ € RT tal que v(z) < ¢, Vo € , es decir, u

es acotada superiormente. O

Denotemos por ¢ a la solucién del problema
—div(Ax(x)Vu) = ¢ x €,
u = 0 x € 0f).

Inspirados por alguna ideas contenidas en el trabajo de McKenna-

Walter [86] probamos el siguiente lema.
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LEMA 4.6. Supongamos que se satisfacen (A1_4), (fi—3) conr > N y
que los coeficientes de la matriz A (z) sean de clase C*(Q). Para cada
0<e< \/ﬁﬁ% eriste t. € R de manera que para cada t < t.
y A € [0,1], el problema
—div((A(z,u) + (1 = M)A (z))Vu) = Af(z,u) +tp x €,
u = 0 x € 09,

no tiene solucion en OBy -(t¢) = {u € Hy(Q) : ||u—to|| = |t|e}.

DEMOSTRACION. Razonamos por contradiccién y suponemos que exis-
tan sucesiones t, € R con ¢, — —o0, A, € [0,1] (pasando a parciales
podemos suponer que A\, — A € [0,1]) y u, € Hj(Q) con ||%= — || = e,

satisfaciendo

Puesto que ||7;—: — ¢|| = &, podemos deducir que z, = T esta aco-
tada. Incluso sabemos que ||u,l[q — oo, ya que en otro caso z, — 0
y asi 0 € B.(¢) lo cual es imposible puesto que de la desigualdad de

Poincaré deducimos

221612
e <l < Ve
Vil e, < vVeElele

(desigualdad de Poincaré) < ||¢]].

Por otra parte existe z € H}(Q2) tal que (pasando a subsucesién)
2, — z débilmente en HJ (L), fuertemente en L*(Q) y z,(z) — 2(z) a.e.
x € . Razonando como en el Teorema 4.1 deducimos la convergencia
fuerte de z, a z. Consecuentemente ||z — ¢|| = «.

Dividiendo por t, la ecuacién que satisface u, y tomando limites

deducimos de (Ay) y (f3) que z satisface la siguiente ecuacién

—div(As(2)V2) = dm(z)z + ¢,
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donde m(x) = fL_(2)X{z<0y + [hroo(®)X{2>0p. Afirmamos ahora que
2 es no negativa. En efecto, esto es consecuencia de tomar z~ como

funcién test en la ecuacién que satisface z para obtener de (f3) que

Mz7E < /Aoo(x)Vz V2~ = )\/771(3:)(2)2 + /goz

Q Q

= M fo@ @)+ [z <Az |5
fraere

Q

lo que implica que z~ = 0, probando asi la afirmacién.

Como consecuencia directa de la afirmacién anterior tenemos que

_ !
m(z) = fi(7).
Tomemos ahora ¢ como funcién test en la ecuacién que satisface z

y z en la que satisface ¢. Obtenemos

/Aoo($)Vz Vo = )\/fioo(f)ﬂb + /90¢;
Q Q

Q

/Aoo(x)qu -Vz = /zgp.
Q

Q

Esto implica, puesto que A, (x) es simétrica, que
/goz = /\/fjroo(q:)qu—l— /goqb.
Q Q Q

Usando ahora las desigualdades de Holder y Poincaré tenemos que

lollllz = 6l > [z = 0) =2 [ i)z = ans [0
Q

Q Q



78 IV. INTERACCION CON EL ESPECTRO EN INFINITO

Puesto que ||z — ¢|| = ¢, podemos escribir z = ¢ + 21 con ||z|| = 1.

Asi, aplicando la desigualdad de Poincaré a la anterior, obtenemos

"l = [2
/\)\1\/ﬁ902 =

Q
= lol3+¢ [0
/
> ol < [ |9l
/
> ollz = ellzll2ll o112

912

Poincaré inequality) > | ¢| 2 _¢ )

( 5 i
el _h

AMﬁIWII% —eMllollz A

Por otra parte, z es super-solucién positiva para el problema

Esto implica que A <

—div(As(2)Vu) = Afl (x)u x €€,
v = 0 x € 0.

Para este problema también podemos encontrar una sub-solucién de
la forma w = dA¢; con & < 1/A; (donde ¢; denota ahora la primera
funcién propia positiva normalizada asociada a p; (f . (2)) ) . Notemos
que puesto que z # ¢, se tiene que A # 0. Ademas podemos elegir o
suficientemente pequeno para concluir que w < z. El método de sub y
super-solucion permite deducir entonces la existencia de una solucién
no negativa y no trivial. Como consecuencia de esto, A sera el primer
autovalor positivo p (f} .. (x)) para el anterior problema de autovalores
con pesos.

Puesto que A\ < fi(z) < Xy a.e. x € Q, se sabe que

A1

L= (M) > (flo) = A > ma(Xe) = v
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Esto es una contradiccion con el hecho que A\ < ’A\—; O

Los resultados anteriores seran de utilidad para probar el siguiente
teorema en el que se describe el rango de valores ¢ € R para los que

hay existencia y multiplicidad de soluciones de ().

TEOREMA 4.7. Supongamos que los coeficientes de la matriz A (z)
sean de clase C*(Q) y se verifica (Ay_4). Supongamos ademds que la
funcion f(x,-) es creciente a.e. x € Q y verifica (f1) con Cy,Cy €

L>®(Q) y (fa—s). Entonces eziste t* € R tal que

(1) (@) tiene al menos dos soluciones para todo t << t*,
(2) (@) tiene al menos una solucion para t < t*,

(3) (Q:) mo tiene solucion para todo t > t*.

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto S de ntimeros reales defi-
nido por
S={teR: (Q) admite una solucién}.

Primero probamos que S no es el conjunto vacio. Para ello usaremos

A lolI3
Az[lella4+23[|8]l2

y tomemos ¢t < t. (donde t. viene dado por el Lema 4.6). Denotamos

el Grado Topoldgico de Leray-Schauder. Sea 0 < e < /i

ahora por @, al operador dado por ®4(u) = u — T(f(z,u) + tp). La
invariancia por homotopia, (d3), del grado de Leray-Schauder implica
que
deg(®s, By (t9),0) = deg(I — T1(tp), B(t$),0) =1,

donde T denota al operador inverso de —div(Ay(z)Vu). Entonces
existe al menos una solucién de (Q;) en By -(t$). Esto significa que el
intervalo (—oo,t.) es un subconjunto de S.

El siguiente paso serd observar que S es un intervalo (no acotado
inferiormente). En efecto, sea t € S y consideremos una solucién u de

(Q¢). Puesto que u = u es super-solucién de (Qy) con t' < t, el método
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de sub y super-solucién permite concluir que (—oo,t] C S siempre que
encontremos una sub-solution de (@) menor que u para cada t’ < t.
Para probar la existencia de tal sub-solucién observamos en primer
lugar que, debido a (f;_3), para cada §; < A\; deducimos la existencia

de C' € R* tal que
flx,s) > d1s—C, ae xz€Q, VseR. (4.8)

Denotemos
l(t,z,s) = to + min{ f(z,7),ds — C}.

Por el Teorema 4.1 con f(z,s) =1(t',z,s) y fio(x) =0, f'(z) = b1,

podemos considerar una solucién u de

—div(A(z,u)Vu) = I(t',z,u) x €€,
v = 0 x € 0.

Gracias a (4.8) y al Lema 2.2, u es subsolucién de (@Qy). Finalmente,

puesto que [(t',z,s) < t'¢p + f(x,u) tenemos que
—div(A(z,u)Vu) = It z,u) < t'v+ f(z,u) < —div(A(z,u)Vu),

por el principio de comparaciéon llegamos a u < w, probando la exis-
tencia de una sub-soluciéon y asi que S es un intervalo.

Ahora probaremos que S estd acotado superiormente. Supongamos
que por el contrario u, fuese solucién de (Qy,), con t,, — +oc.

Puesto que ' _(z) < cp < A\ < c- < fi(x), consideremos 6 <
A1 < 9 verificando (4.8) y

flz,8) > des—C, ae xe€Q, VseR, (4.9)

para algiin C' > 0. Tomando v = v (¢; primera funcién propia positiva

normalizada asociada a A\; = p1(1)) como funcién test en la ecuacién
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que satisface u,, sumando y restando \; / upt)y, deducimos de (4.8)
Q

que

b et < [ 1A 0) - (@) Vao - Vi

Q Q

(5, — Al)/unwl + Q/cwl.

Q

Similarmente, usando (4.9) obtenemos que

b et < [ 1A@ ) - @) Vo - Vo

Q Q
— (09 — Al)Q/un@Dl + Q/C@Dl.

Puesto que (07 — A1)(d2 — A1) < 0, tenemos que o bien el término

(01 — Al)/unwl < 0 o bien (d; — Al)/unwl < 0. Llegamos entonces a

Q Q
tn cimvz)l S [A([E, un) - AOO(I)] Vun : V% + O¢1
[=] /

< 20unlllnll + Clln -

Por lo tanto, puesto que ¢, es no acotada, tenemos que ||u,|| tampoco
lo es. Usando los mismos argumentos que en la prueba del Teorema
4.1 tenemos que z, = u,/||u,|| converge fuertemente a una funcién
z € H} (). Asi, de (A44) deducimos que

tn

[

1
A n) — Aoo n ° T C — U,
Q/Wﬁl < Q/[ (x,uy) ()] Vz, - Vb + HunHQ/ P — 0

es decir, t,,/||u,|| — 0. En ese caso la ecuacién satisfecha por z es (4.1)
con 1 = p (m(z) = fLo(T)X{z<0) T fhoo(T)X(z201). En la prueba del
Lema 4.5 estd probado que esto es una contradiccion, probando que .S

esta acotado superiormente.



82 IV. INTERACCION CON EL ESPECTRO EN INFINITO

Para concluir los items 2 y 3 es bastante probar que S es cerrado.
Con esa idea, sea {t,} C S una sucesién convergente at € R. Para cada
tn, sea u, una solucién de (Q,), es decir u, = T(f(z,u,) + t,p). Por
el Lema 4.5, ||u,|| es acotada y por la compacidad de T" deducimos que,
pasando a una subsucesion, u,, converge fuertemente a una solucién de
(Qe).

Acabamos de probar los items 2 y 3. Con respecto al item 1, puesto

que S = (—o0,t*], solo falta encontrar otra solucién de (@), para cada

A lolI3
Azllella+AT]18l2

Podemos probar usando (Ay) que existe R € R* tal que Bjy.(t¢) C

t << t*. Tomemos 0 < ¢ < /u vyt <t <t"<t.

Br(0) y (Lema 4.5) para cada solucién u de (Qy), con t' € [t,t1],
tengamos que ||u|| < R. Ademds, puesto que t; > t*, la ecuacién

u—T(f(z,u) + t1p) = D¢, (u) = 0 no tiene solucién y asi
deg(®y,, Br(0),0) = 0.

Teniendo de nuevo en cuenta la propiedad de invariancia por homotopia

del grado de Leray-Schauder, deducimos
deg(®y, Br(0),0) = constante, Vt' € [t, ],
entonces,
deg(®,, Br(0),0) = 0.

Asi, recordando que deg(®¢, Bjy-(t¢),0) = 1 y aplicando la propiedad

de excisién (dy) llegamos a

deg(q)ty BR(O) \ B|t|a(t¢)’ O) = deg(cbh BR(O)7 0)

—deg(@;, By (1), 0) = —1,
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es decir, existe una segunda solucién de ®,(u) = 0 en Br(0) \ By (t¢),
la cual junto con la anteriormente encontrada en Bj.(t¢) implica el

item 1. O

En el caso de no-linealidades f verificando (f;) conseguimos un
resultado similar al anterior. Sin embargo, no podemos recuperar la

existencia de una segunda solucién de (@) para cada t << t*.

TEOREMA 4.8. Supongamos (Ay_4), (f2,4) con h € L=(2), (fi3), (2.4)
y que la funcion f(x,-) sea creciente a.e. x € Q. FEntonces, existe

t* € R tal que

(1) (Qq) tiene al menos una solucion para t < t*,

—~

2) (@) no tiene solucion para cada t > t*.

DEMOSTRACION. La prueba sigue la misma linea del teorema anterior.

Al igual que entonces, notamos por S al conjunto

S={teR: (Q;) admite solucién}.

En primer lugar probamos que S no es vacio. Esto quedara probado si
encontramos ty € R tal que (Qy,) admite una super-solucién. En efecto,
razonando como en el Teorema 4.7 podemos encontrar una sub-solucion
bien ordenada y el método de sub y super-solucion permite deducir que
en este caso ty € S. En orden a encontrar ty, seguimos de cerca las
ideas de [80]. Para cada j > 0, definimos M; = sup{|f(z,s)| : = €
Q, s €[0,4]}. Por [69, Teorema 8.16] existe una constante positiva ¢

tal que ||lwl||o < ¢||b]|n+1 para toda solucién w de

—div(A(z,w)Vw) = b, reQ,
u = 0, x €090,
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con b € LN*1(Q). Sea § = (=L-)¥*! > 0 y tomemos dos conjuntos
J

abiertos {21, {25 de la siguiente forma:
91C§1CQQC§2CQ,

con medida de Lebesgue |2 — ;| < §. Consideremos una funcién b

continua en Q tal que

b(z) =0, Vo € y,

0 S b(ZL‘) S Mj, Vr € ﬁg\Ql,
b(z) = M;, Vr € Q\ Q.

Para tal b, sea w una solucion del problema anterior. Usando ™~ como

funcion test deducimos facilmente que u~ = 0, es decir, uw > 0. Asi,
0 < (z) < cllbllysr < eM;(|Q — Q|77) < M6 < j, ace. x € Q,

y por la definicién de M;, f(z,u(z)) < M, a.e. x € Q. Tomando ahora
to < 0 tal que M; +top < 0 en 2y, entonces

—diV(A(:U, E)Vﬂ) b= bX{Q\Q2} + bX{Qz}

v

Mixavay + (M + tow) X (s}

v

Mj + tOSO

Vv

f($’ ﬂ) + tOQOa

es decir @ es una super-solucién para (Qy, ).

La prueba de que S es un intervalo cerrado no acotado inferiormente
es la misma que en el teorema anterior. La principal diferencia es
probar que S estd acotado superiormente. Para ello razonemos por

contradiccion y supongamos que existe una sucesion u,, de soluciones



IV.3. PROBLEMAS DEL TIPO AMBROSETTI-PRODI 85

de (Q,) con t, — +00. Denotemos, igual que en el Capitulo III, por

[, al primer valor propio para el problema

—div(A(z,u,)Vv) = v x €,
v = 0 x € 011,

y ¢, una funcién propia asociada a p,. Recordemos que (A;_s) impli-
can que ap < p, < Bu.

Observemos ahora que puesto que se verifican (fa4), (fi3) , pode-
mos usar (4.8) para § > au. Tomando w = ¢, como funcién test en la

ecuacion que satisface u,, tenemos, para § = [Gu, que

fn / Putin = / Al )V, - V6, = / £ n) b + / 060
> ﬁug/qbnun—CQ/gbn—l—tn/gpgbn.

Q

Anélogamente, para d = au

MnQ/gbnun>oz,ug/¢nun—09/¢n+tng/<p¢n.

Puesto que (u, — ap)(pn — Bu) < 0, se obtiene de alguna de las de-

Jén

sigualdades anteriores que —C f On + tn f o, < 0. Asi, t, < o2 f .
PPn

Mas aun, por la desigualdad de Poincaré tenemos que t, <

Afirmamos ahora que f<,0”¢ 0 esta lejos de cero. En otro caso, pasando
a una subsucesion si fuese necesario, convergeria a cero. Por otra par-

on estd acotada en H}(Q) y por tanto existe z € H(Q) tal que

© Toal
-pasando a una subsucesion- ”Zi"” — 2z > 0 fuertemente en L*(Q2). Por
(A1—2)7
« o 15}

||_ < —.
Bu u ||<an|2 fn ~ ap
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Por lo tanto z # 0, y el Teorema de Lebesgue implica que

[epaa [+

Q

Asi [z =0, lo cual es una contradiccién, probando la afirmacién.
Q
Esta afirmacion nos lleva a deducir que existe alguna constante cy

tal que fgpni—zn > ¢g. Por lo tanto t, < < ¢1/cy, lo cual
Q

_On_
g{ PTénl
contradice que t,, — +00, y concluye asi la prueba del teorema. O
Consideremos ahora el caso particular en que la no-linealidad f es
una funcién de clase C* verificando (f;_3) y que la matriz A satisface

la siguiente condicién
Az, s) = a(s)A(z), Vs € R, (As)

con A(z) := (a;;(z)) una matriz definida positiva con coeficientes con-
tinuamente derivables a;;(z) en 2 y a : R — R una funcién C? verifi-

cando

0 <k =infa(s) < ky=supa(s) < +oo.
s€R sER

Notemos que en este caso las condiciones (A;_3) se satisfacen. En este
caso mejoramos los resultados de esta secciéon probando la existencia de
un continuo en el conjunto ¥ = {(¢,u) € R x E': wu solucién de (Q¢)}.

Sea a : R — R definido por:

Con este cambio de variable podemos asegurar que, u es solucion de

(@), es decir

/a(u)A(I)Vu Vv = /f(ac,u)v + t/gov, Vv € Hy (),

Q Q
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si, y s6lo si w = a(u) satisface

/A(a:)Vw Vo = /f(a:,dl(w))v + t/gov, Yo € Hy (),

Q Q

es decir, w verifica

—div(A(z)Vw) = f(z,a '(w)) +tp, z€Q,
w = 0, x€d.

Demostramos ahora un resultado, probado en el caso semi-lineal

(véase [66]) con un poco menos de generalidad.

LEMA 4.9. Supongamos que f € C*(Q x R). Sean w € C1(Q) una
super-solucion de (Q;) yu € CZ(Q) una solucién de (Q) tal quew > u
ou ou
uZu E u Q u)— — Q.
yu # u. Entonces, u(x) > u(z) en Q y a(u) 5 < a(O)an en 0
NoTa 4.10. Anslogamente, si u € C*(Q) es una subsolucién de (Q;) y

u € CL(Q) una solucién de (Qy) tal que u < u 'y u Z u, entonces u < u

en Qy a(g)g—i > a(O)% en Of.

DEMOSTRACION. Supongamos que % es una super-solucién y u una

solucién de (Qy) con u > u, u # u. Definamos

= mix{ |5 2.9/t

:xeﬁ,u(x)ﬁséﬂ(x)}.

Observemos que fijado z € Q, la funcién f(z,s) + te + ka(s) es no

decreciente en s € [u(z),u(z)]. Asi,

—div(A(x)Va(n)) + ka(u) > f(x,u) + te + ka(u)
> flx,u) 4ty + ka(u)
= —div(A(z)Va(u)) + ka(u).

Denotando w = a(u) — a(u) obtenemos que

—div(A(z)Vw) + kw > 0.
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Usando que w # u, el principio del maximo fuerte implica que

0 <w=a(u)—a(u) en £,

d(a(u) —a(uw)) . 0u Ju
o = CL(u)@_n — a(O)% < 0 en 09.

Maés ain, puesto que a es estrictamente creciente obtenemos que w > u

en 2. O

En el siguiente teorema usaremos el Lema 4.9 y el Teorema 1.10
para asegurar que, para matrices verificando (As), (Q;) tiene al menos

dos soluciones para t < t*, t* dado por el Teorema 4.7.

TEOREMA 4.11. Sea f una funcién C* verificando (fo_3). Supongamos
que A satisface (As) con SEI_PQQ(I(S) = SEI_HOO a(s). Entonces para todo
to < t* = sup{t € R: (Q;) admite solucidn} existe un continuo C en
> verificando que

(1) [to,t*] C ProygC.

(2) Para cadat € [ty,t*), ProygC contiene dos soluciones distintas

de (Qr)-

DEMOSTRACION. Primero notamos que por el Lema 4.5, para todo
t; > t* >ty fijado, existe R € R* tal que |lul|o < R para toda solucién
u de (Q) con t € [tg, t1].
Para cada h € H~(Q), denotamos T(h) a la tinica solucién del
problema
—div(A(z)Va(u)) = h x €,
u = 0 x € 09.
Asi, el operador T transforma H~'(Q) en H} (). Ademés, usando el
Teorema 9.15 de [69] y el Teorema de Morrey, tenemos que T(L"(Q)) C
CY(Q) para cada r > N.
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Entonces, denotando por ®; = u — T(f(z,u) + te) y usando la

propiedad de invariancia por homotopia del grado,
deg(®;, B,(0),0) = constante, Vt € [to, 1], Vr > R,

donde ahora B,(0) = {u € C*(Q) : ||ullo < r}. Puesto que el problema
(Q¢,) no tiene solucién deducimos que el anterior grado es cero para

t=1. ASf,
deg(®y, B,(0),0) =0, Vit € [to,t1], ¥r > R.

Sea u* la solucién de (@) dada por el item 2 del Teorema 4.7. Re-
cordemos que u* es super-solucién de (Q;) para todo t € [ty,t*) y no
es solucién. Mas aun, razonando como en el Teorema 4.7, existe una
sub-solucién uy, < u* de (Q¢,) que no es solucién. Claramente wug, es
también sub-solucién y no solucién para (@) si t € [to, t*). Considere-
mos el conjunto

% < % < 8ut0 e
on  On on’

O={uecCi(Q): u, <u<uen n 02}.

El Lema 4.9 implica la no existencia de soluciones de (Q;) en 0O
(frontera tomada en C}(92)). En particular, no hay ninguna solucién
en la frontera de O N B,(0) (r > R) lo cual significa que el grado de &,
esta bien definido en este conjunto.

Afirmamos ahora que existe r > R, tal que
deg(®;, O N B,(0),0) = 1.
En efecto, fijado t € [ty,t*] tomamos

k= mie { |5 2,9/t

;xe@umw<s<mmﬁ7
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y definimos la funcién de truncadura f de la siguiente forma:

) fr ug (2)) + ka(ug(z)) st s < uy,(x),
f(z,s) =19 f(x,s)+ka(s) si g (z) < s <u(x),
flz,u*(x)) + ka(u*(z)) st s> u(x).

Observemos que f (x,8) + te estd acotada y es no decreciente en la
variable s. Consideremos ahora para cada h € H~*({) la tinica solucién

w = T'h del problema

—div(Ax(z)Va(u)) + ka(u) = h €,
u =0 xed.

Esto define un operator 7" : H=*(Q) — H}(Q). Puesto que la funcién

f(z,s)+tp es acotada, por [69, Teorema 9.15] y el Teorema de Morrey,
sabemos que T"(f(x,-) + ty) es acotado en C(Q). Sea

ro = sup{[|T"(f(z,v) + o) |ermy = v € C' (D)}

y tomemos r > méx{R,ro}. Por la definicién de f tenemos que
f(m,uto) + top < f(x,v) +tp < f(x,u*) + t*p para todo v € C}(Q) y

consecuentemente, por el Lema 4.9, obtenemos que
{'_f"(f(x,v) +itp): v € C’é(ﬁ)} C ONB.(0).

Ahora tomamos ¢ € O N B,(0) y consideramos la homotopia com-
pacta, H(s,u) = sT'(f(z,u) + tp) + (1 — s)th, 0 < s < 1. Puesto que
O N B,(0) es un conjunto convexo tenemos que u # H (s, u) para todo

ue dO0NB,.(0)yse|0,1]. Por lo tanto

1.

deg(I —T'(f(x,-) + tp), O N B,(0),0) = deg(I — v, O N B,(0),0)
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Notando ahora que f(z,v(z)) = f(z,v(z))+ka(v(x)) para toda funcién
v € 0N B, (0), llegamos a

deg(®;, O N B,(0),0) = deg(I — T"(f(x,-) + tp), O N B,(0),0) = 1,

probando nuestra afirmacion.

Tomemos R; > r de manera que O C Bg,(0). Con objeto de usar el
Teorema 1.10, tomamos U = Bg, (0), Uy = ON B,.(0) y [a,b] = [to, t1].
Notemos que (@Q;) no tiene solucién en 0Bpg, (0) para cada t € [to, t]
y (Q:,) no tiene solucién en Bpg, (0). Ademds, acabamos de probar
que deg(I — T'(f(z,-) + te),©® N B,(0),0) = 1. Por tanto estamos
en condiciones de aplicar el Teorema 1.10 para deducir que existe un

continuo C en X tal que

C N ({te} x O N B,(0)) # 0,

C N ({to} x [Br(0)\ ON B(0)]) # 0.

Maés ain, usando el Lema 4.9 es posible probar que (@Q;) no tiene solu-
cién en 00 N B,(0) para cada t € [tg,t*). Asi, debido a la conexién de
C, deducimos que C interseca a 0O N {t} x B,.(0) con t € [to,t*] si, ¥
solo si t = t*. Esto prueba que la proyecién sobre E del continuo con-
tiene al menos dos soluciones de (Q;) para todo t € [ty,t*), probando

el teorema. 0

Con la misma prueba, pero usando el item (i7) del Lema 4.5 en lugar
del item (i) del mismo, podemos considerar el caso de no-linealidades

“superlineales”:

TEOREMA 4.12. Sea f una funcién de clase C verificando (fs), (f3),

(f1) con h € L*>(Q) Supongamos que A satisface (As) con h'in a(s) =
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lim a(s). Entonces, para cada ty < t*, dado por t* = sup{t € R :

§——0Q

(Q+) admite solucion} existe un continuo C en X verificando que
(1) [to,t*] C Proyy C.
(2) Proyg C contiene dos soluciones distintas de (Q:) para todo

t € [to, t*). O

IV.4. Comentarios Finales.

Respecto a problemas en los que la no-linealidad f interactia con
los valores propios de (0.2), hemos estudiado el caso en que [’ (z)
¥ floo(x) salten solamente el primer valor propio (cuando se verifica
la condicién (f3)) o bien los salten todos (si imponemos (f3)). Cabe
plantearse también el problema de interacciones con un conjunto finito
de valores propios, es decir, existen ki,ko € N, con 1 < k; < ks, de

manera que

)\]ﬂ,l < fioo(:c) < )\kl,

)\k271 < fjroo(x) < )\k2~

Entre los trabajos conocidos en el ambiente semi-lineal, podemos citar
en este caso [79] en dimensién N = 1y [63, 78] para el caso N > 1.
Igualmente nos podemos plantear el caso de interaccion con todos salvo
un conjunto finito de valores propios, es decir, cuando para algin k > 1

se verifica
Moot < floo(@) < floo(z) = +o00.

Aqui podemos citar [57, 94] para problemas en dimension N = 1y
[30, 53] en dimensioén superior a uno.
Al respecto de este tipo de problemas, convendria recordar que en

el trabajo original de Ambrosetti-Prodi (véase [13]), usando resultados
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de inversion global de aplicaciones con singularidades entre espacios de
Banach prueban el teorema:
Sea Q C RY un dominio acotado con frontera OQ de clase C*°

O <a<1)yfeC*R) satisfaciendo:

(i) f(0) =0,
(ii) f"(s) > 0 para cada s € R,
(iii) im f(s) = f(—00) <A < f/(+00) = lim f'(s) < Aa.

s——+00
Entonces existe en C%*(Q) una C'-variedad M coneza y cerrada de
codimension 1, de manera que C%*(Q)\ M tiene ezactamente dos com-

ponentes conezxas, Ay, Ao con las siguientes propiedades:

(a) Si h € Ay el problema

—Au = f(u)+h, z €,
u = 0, x € 09,

no tiene solucion en C>*(€2),
(b) Si h € Ay el problema tiene exactamente dos soluciones en
CO,a(ﬁ)7

(c) Si h € M el problema admite solucién tinica en C%*(Q).

Se obtenia asi una descripcién precisa del niimero de soluciones de
(@) en este caso. Otros trabajos donde también se obtiene el nimero
exacto de soluciones para problemas semi-lineales son [31, 35, 51].
Por nuestra parte (Teorema 4.7) solamente damos una cota inferior de
este nimero de soluciones. Como quiera que el método de inversioén
global es un método global que no solamente es aplicable a operadores
lineales, nos planteamos si sera de utilidad en nuestro caso. La principal
dificultad radica en que el tipo de operadores considerados por nosotros

no es, en general, diferenciable.
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Respecto a la prueba de los resultados principales de la seccién
tercera, merece la pena hacer algunos comentarios. Comenzaremos con
la demostracién del Teorema 4.7. Aqui, la existencia de al menos dos
soluciones para (Q);) con t suficientemente pequeno es probada usando
técnicas de grado topoldgico. También podriamos en este caso (al igual
que hemos hecho en los Teoremas 4.11 y 4.12) emplear el Teorema 1.10
para obtener que, dado t < t* existe un continuo C; € ¥ de manera que

el conjunto

{ue E: (t,u) € C},

contiene al menos dos soluciones de (Q;). Para ello, y usando la misma
notacién que en la prueba del teorema, tomamos como U el conjunto

Br(0), de esta manera

deg(®,U,0) =0,
y como Uy = By.(t¢), con lo que

deg(®,, Up,0) =1,

y asi estamos en las condiciones del Teorema 1.10, que nos permite
concluir la existencia del continuo C;. La principal diferencia respecto
al Teorema 4.11 es que la proyeccién de dicho continuo a R no tiene
por que contener el intervalo maximal de valores t para los que (@)
admite solucién.

Finalmente, de la demostracion de los Teoremas 4.7, 4.11 y 4.12 po-
demos concluir la existencia, para cada t < t* (suficientemente pequeno
en el primer caso), de un continuo C; € ¥ con la propiedad anterior.
Nosotros pensamos que dicho continuo es independiente de ¢, es decir,

que existe un continuo de soluciones C € X de manera que para cada
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t < t*, C contenga dos soluciones distintas de ();). Una primera apro-
ximacién en este sentido la obtenemos del Teorema 1.8 en el caso que
las soluciones de (Q);) sean aisladas para cada t € R. Este nos permite
probar que el continuo C; € ¥ de soluciones de (Q);) cuya existencia
aseguran dichos teoremas es no acotado en R x E. Por tanto, usando
el Lema 4.5, su proyeccién a R contiene la semirrecta (—oo,t]. No sa-
bemos, sin embargo, si para cada t' € (—oo,t| este continuo contiene
al menos dos soluciones de (Qy). A este respecto podemos intentar
buscar condiciones que aseguren las hipdtesis del Teorema 1.9 y de-
mostrar asi que dicho continuo tiene dos componentes no acotadas en

(—o0,t*) x E.
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En la seccién tercera del Capitulo II senalabamos como se puede
estudiar la existencia de soluciones positivas de un determinado pro-
blema de contorno del tipo (0.1) a partir de la existencia de soluciones
no triviales de un problema truncado (via principio del maximo). En
el Capitulo III ya habiamos iniciado el estudio de la existencia de con-
tinuos de soluciones positivas para (Py). En este capitulo pretendemos
completar los resultados de bifurcaciéon obtenidos en dicho capitulo es-
tudiando la existencia de cotas a priori sobre A o en la norma ||ul|o de
las soluciones (A, u) de (Py). Esto nos permitird describir el rango de
valores A para los cuales (Py) admita al menos una solucién o al menos
dos. Los resultados contenidos en el Capitulo I, asi como en las tres
primeras secciones del presente constituyen un trabajo, [23], aceptado

para su publicaciéon en Proc. Roy. Soc. Edinb. A.

V.1. Problemas asintoticamente lineales en infinito.

En la presente seccion probaremos un resultado en el cual damos
condiciones suficientes para obtener ambas bifurcaciones, desde cero y
desde infinito, y estudiaremos la existencia de solucién de (Py) en el
caso de no-linealidades satisfaciendo (f») (asintGticamente lineales en

infinito).

TEOREMA 5.1. Supongamos que, para todo A € R, f(A,z,0) =0 a.e.
x € Q. Supongamos también que se verifican las condiciones (Aj_4),

(fi—a) v (f5). Sean Moo y Mo dados por (3.1) y (3.9), respectivamente.

(1) Si alguna de las siguientes condiciones se satisface

(a) existe una funcion k(z) € L'(Q) con kT #£ 0, tal que

f\x,8) > Mk(z)s V(N z,8) € RT x Q x R, (fs)
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(b) existe A\, <0 tal que
fA,x,8) <0, ae. z€Q, Vs >0, (f6)

entonces el problema (Py) tiene una solucion positiva para todo
A entre N\g Y Aoo-

(i1) Si se verifica la condicion (2.4) para todo A € R, y para algin
A <0 y35 >0 tenemos (fg) Y

fN2,3) <0, ae z€Q, VA> A\, (f7)

entonces existen dos soluciones para X\ > max{Ag, Ao }-

NoTA 5.2. En las Figuras 1, 2, 3 damos varios diagramas de bifurcacion
que se pueden dar en el caso de (i) para A\g < A. Notemos que el lado
de la bifurcacion es importante para obtener una descripcién del rango
de valores \ para los cuales (Py) tiene solucién. La Figura 1 corresponde
al caso en que se satisfacen las hipdtesis de los Teoremas 3.9-(ii) y
3.4-(i). Asi, la bifurcacién es a la derecha en cero y a la izquierda
en infinito y solamente podemos deducir la existencia de una solucién
para A € (Mg, Ao). La Figura 2 es un diagrama de bifurcacién bajo las
hipétesis de los Teoremas 3.9-(47) y 3.4-(ii). En este caso, la bifurcacién
es a la derecha en cero y en infinito. Entonces existen, al menos, dos
soluciones para A € (A, Ao + €) (para algin € > 0) y, al menos,
una solucién para A\ € (Ao, A»o). Por otra parte, si suponemos que se
satisfacen las condiciones de los Teoremas 3.9-(7) y 3.4-(ii) obtenemos
el diagrama de bifurcacion dado en la Figura 3. La bifurcacién es a la
izquierda en cero y a la derecha en infinito. En este caso, existen, al
menos, dos soluciones para A € (Ag — €9, Ag) U (Aoos Ao + &) ¥, al menos

una solucién para A € (Mg, Ao ). La Figura 4 es un ejemplo del item (1)
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del teorema anterior donde el lado de la bifurcacion es a la derecha (por

ejemplo, si asumimos las hipétesis de los Teoremas 3.9-(i1) y 3.4-(i1)).

- lo

Xo=0 Ao

FiGura 1

H . Hn

FI1GURrA 2

DEMOSTRACION. Los Teoremas 3.4 y 3.9 prueban la existencia de dos
conjuntos conexos Xy y Lo, de soluciones positivas de (Py) emanando
respectivamente de (Ag,0) v (Ax,00), v son los tnicos. Para probar
(i) es bastante mostrar que eziste bien un nimero \* > max{Ag, Ao }

tal que, la ecuacion u—T(f(\ z,u)) =0 no tiene soluciones positivas
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H : Hn

Ao- €0 Ao Ao Ao €oo

FiGcura 3

[~ llo

Ao = N

F1GURA 4

para X = \* (lo que serd cierto si se verifica (fs)) o bien un nimero
Ao < min{ g, Ao} tal que u — T(f(N\,z,u)) = 0 no tiene soluciones
positivas para A = X\, (lo cual serd cierto supuesto (fﬁ)) En efecto,
ambos hechos implican que las proyecciones Proyg gy Proyr ., sean
intervalos acotados superiormente (por A*) o bien inferiormente (por
A:). La naturaleza global de los continuos ¥y y ¥, implica que bien

Yo = Y 0, 81 g N Xy = 0, que Proyr Xg y Proyr X4 son intervalos
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no acotados. En cualquier caso, el intervalo abierto de extremos \g y
Ao €sta contenido en Proyr > U Proyr ¥, obteniendo la afirmacién
(i). Para probar la afirmacién anterior, si se verifica ( f5) tomamos una
solucién (A, u) de u—T(f(A, z,u)) =0, con A > 0. Puesto que k™ # 0,
existe ¢ € Hy(Q), ||| = 1, tal que [k(x)y* > 0. Eligiendoe > 0y
¥?/(u + €) como funcién test, obtene?nos

2
/A(m,u)Vu-(Q L4 V¢—( L4 ) u+6) f)\:Eu
u+e u+e u—+e

Q

Entonces, por (A;)
e (%) (- (29
+ / Az, u) Ve - Vi

f/\xu
u+e

y puesto que f(\, x,u) > Ak(z)u para A > 0y [k(z)y?* > 0, deducimos
Q

que

520 [ha) vt

u—+e
Q

tomando limites cuando ¢ tiende a cero, se tiene

g
,\SW.

Asf no hay soluciones positivas del problema (Py) para A > 3/ [k(z)y)?

En particular, puesto que A\g y A son puntos de bifurcacion dg solucio-

nes positivas, esto significa que 8/ [k(z)1? > max{A, A} y entonces

es bastante elegir \* > (/[ k(m)z/?z para obtener lo deseado en este
Q

caso.
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Si se verifica ( f6) entonces no hay ninguna soluciéon positiva u de
(Py,). Esto se prueba facilmente observando que la tnica solucién de
(Py,) es la solucion trivial. En efecto, si u es solucién de (Py,), entonces

u > 0y tomando u como funcién test se deduce de (Ay) y (f5) que

04/|Vu|2 < /A(:c,u)Vu -Vu = /f(A*,x,u)u <0,
Q )

Q
lo que significa que u = 0. Finalmente, como A, < 0 también tenemos
que A, < min{\g, Ay }. Esto concluye la primera parte del teorema.

Para probar (ii) recordamos que (fg) implica que
Proyg Yo, Proyr Yoo C (s, +00).

Ademas, afirmamos que para todo X\ > A, no hay ninguna solucion
u of (Py) con ||ullp = 5. En efecto, razonemos por contradiccién y
supongamos que existe A > A, y una solucién u de (Py) con |lullp =
5. Puesto que f(),-,-) es C!' en Q x [0,00), existe m > 0 tal que
f(\ x,s) + ms es creciente en s € [0,35]. Entonces w = u es solucién

de la siguiente ecuacion lineal.
L(w) := —=div(A(z,u)Vw) + mw = f(\,z,u) + mu, en €.
Por otra parte, puesto que f(\, z,s) < 0, entonces
L3 > f(\ z,3) + m3.
restando las dos expresiones anteriores obtenemos
LE—u)>0, enQ,5—u>0, en .

Puesto que los coeficientes de la matriz A(z,u) son funciones C(€)
podemos deducir del Principio del maximo fuerte que 3 —u« > 0 in €,

lo cual contradice que ||ul|o = § y asi probamos la afirmacién anterior.
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En particular, obtenemos las inclusiones

So € {0/ Jullo < 5} y Soe © {(A0) /Ilullo > 5},

y, ademés, Yy N X = (. Entonces, concluimos la prueba observando
que la naturaleza global de las bifurcaciones conduce a [\g, +00) C
Proyr 3o v (As, +00) C Proyg ¥, lo cual implica que para todo
A > méx{ g, Ao}, tengamos dos soluciones positivas de (Py), una en

Yy otra en Y. O

NoTas 5.3. i) El Teorema 5.1 extiende al caso de operadores
casi-lineales el Teorema A en [10]. Més ain, aplicando el
Teorema 5.1 es posible abarcar también no-linealidades que
tengan distinto comportamiento en el origen y en infinito.

ii) Notemos también que si las condiciones (fs¢) se satisfacen a
la vez, entonces los continuos >y, >, emanando, respectiva-

mente, de cero y de infinito, son el mismo conjunto, es decir

20 = Yoo-

V.2. Problemas sublineales en infinito. Un teorema

de unicidad.

A continuacion pretendemos extender a nuestro ambiente casi-lineal
los resultados de existencia y unicidad de soluciones positivas conoci-
dos, tanto en el caso semi-lineal como en el del p-Laplaciano, para no-
linealidades céncavas y sublineales en infinito (del tipo f(s) = s?, 0 <

g < 1). Concretamente, probamos el siguiente teorema

TEOREMA 5.4. Supongamos que se satisfacen las condiciones (A1_4),
(f1), (fs—a), (f5), y (fo). Consideremos también que f(\, x,0) =0 a.e.
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x € Q y para todo N € R y que

o S

s—-+00 S

=0, uniformemente para x© € Q, YA > X,,  (5.1)

donde A\, viene dado por (fs). Entonces existe al menos una solucidn

positiva de (Py) para todo X > \g.

NotA 5.5. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, el diagrama de

bifurcacién serd como en la Figura 5.

- lo

Xo=0

FIiGURrA 5

DEMOSTRACION. Gracias al Teorema 3.9, existe bifurcacién desde ce-
ro en \g. En la prueba del Teorema 5.1, hemos comprobado que la
condicién (fg) implica la no existencia de soluciones positivas de (Py,).
Para concluir es suficiente probar que no hay ningin otro punto de bi-
furcacion desde infinito. En otras palabras, solo necesitamos encontrar
cotas a priori para las soluciones de (P,) en conjuntos acotados de A.
Razonemos por contradiccién, y sean A\, — A < 400 y u, una soluciéon
no trivial de (Py, ) con ||u,|lo — +oo. Sin pérdida de generalidad, pode-

mos suponer que z, = U,/||u,|| — 2 fuertemente en L?(Q2). Entonces,
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[ ., .
tomando W como funcién test, llegamos a que z, satisface
un

/A(x,un)Vzn -Vz, = /f()\n,x,un)—HZnH
U,
Q Q

A partir de las condiciéns (A4,) v (f3) obtenemos ahora

/ Tt < A'/ (K + 2T =

(5.2)
f (A, z, un f (A, z,up) 2)
full uall '
fA x,uy)

La condicién (5.1) implica que — 0 casi para todo x en
Ot :={x € Q/z(x) > 0}. Asi, por la condicién (f1) (la cual se verifica
por (f1), (f3) v (5.1)), y el Teorema de la Convergencia Dominada de

Lebesgue deducimos que

lim [ f(\, z,u,)—— = lim f Az, un) ( n+ ﬁ) =0.

Como z, converge a z y se verifica ( fl), tenemos

lim
noteo ) Hun H

2y, —2) = 0.

Por tanto, tomando limites cuando n tiende a infinito, deducimos de

(5.2) que a < 0, lo cual es una contradiccién. O

NoTA 5.6. En [33] el método de sub y super-solucién se usa para probar
la existencia de al menos una solucién positiva de (Py) para todo A > 0
para la no-linealidad f(\, z,s) = As?, 0 < ¢ < 1. Notemos que este
resultado es un caso particular de nuestro teorema con f} (z,0) = 400
(Ao = 0). Ademds, nuestro teorema cubre también casos en los cuales

Ji(x,0) < +o0.
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En el caso semi-lineal, es decir A(x,s) = A(x), la unicidad de solu-
ciones positivas de (Py) para A > 0y no-linealidades concavas f (A, x, s)
en la variable s es conocido [43] (véase también [42]). Con respecto
a la extension de este resultado de unicidad a coeficientes generales

A(z, s), tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 5.7. Supongamos que se satisfacen (Ai—3), (2.4) y existe

g0 € (0,400] tal que
A(z,s) es no decreciente respecto a s, 0 < s < . (Ag)

Sea A > 0 fijo. Supongamos ademds que se verifica (fl), f(Ax,-) es
no decreciente en [0,e9) a.e. x € ) para cada X >0 y

f(\ x,s)

es decreciente para 0 < s < €y, a.e. x € (2, (5.3)
s

f(\ x,8) > Bus, a.e. z€Q, s€l0,&, (5.4)

donde p denota de nuevo al primer valor propio del operador Laplacia-
no. Entonces, el problema (Py) tiene a lo mds una solucion u positiva

con Jjullo < eo.

Notas 5.8. (1) Bajo hipétesis més fuertes que la anterior, como
son
A(x,s) es no decreciente respecto a la variable s para
0<s<+4o00,a.e x€f

AT, S .
Az s) es decreciente para 0 < s < 400, a.e. x € (),
s
AT, s
lim —f( 25 5)

s—0t S
el Teorema 5.7 implica la unicidad de soluciones positivas de

(Pr)-
(2) Respecto a cuando la condicién (Ag) se verifica, en el caso que

Az, s) = a(s)I, a(0) > 0y f(\z,s) = f(s), realizando el

= 400, uniformemente en (2,
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cambio de variables v = a(u), donde a(s) = [; a(t)dt obtene-

mos que (P)) es equivalente al siguiente b.v.p. semi-lineal

—Av(z) = (fod')(v(x)), weQ,
v(z) = 0, x € 0N

Teoremas de unicidad son conocidos (véase [43]) si la fun-

1

cién compuesta f oa™" es concava. Este es el caso cuando la

hipdtesis (Ag) y (5.3) se satisfacen en este caso.

DEMOSTRACION. Razonemos por contradiccién y supongamos que
y ug sean dos soluciones distintas de (Py) con |ju;|lo < €9, i = 1,2.
Afirmamos que entonces es posible elegir uy y us tales que uy < ug. En
efecto, recordemos que en [37] se prueba que para cada r > 0 existen

Uy €ePCE v A € RT tal que ||u,.||, =7y

—div(A(z, u,)Vu,) = Ay, x €,
u. = 0, x € 0f).

Maés ain, tenemos que |[u|lo < coA.r. Siguiendo los mismos argu-
mentos de [33], por (5.4), para r > 0 suficientemente pequeno, u, es
subsolucién de (Py). Puesto que, por el Lema 2.6, u; y us estan en ]OD,
tenemos para r suficientemente pequeno que u, < min{uy,us}. Asi,
por el método de sub y super-solucién existe w; solucién de (Py) tal

que

U <wyp <ug,  y U <wp < us.

Por tanto, hemos obtenido dos soluciones distintas y ordenadas:
bien wy y uy, o bien w; y uy. En consecuencia, podemos suponer que

up < Uy < €g, v Uy Z up. Tomemos u% /uy como funcién test en la
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ecuacion que satisface u; y obtenemos

/A(:E,ul)Vul- (2%Vu2 — <%> Vul) /f (2, w) u3.
U1 u

Q

Ahora, tomando uy como funcién test en la ecuacion satisfecha por us

/A(m,UQ)VUQ -Vug = /Mu%
2
Q

Q
observando que u; < uy < g deducimos de (Ag) que A(z, us)—A(x, uy)

resulta

es definida no negativa, y restando ambas igualdades obtenemos de

(5.3) que

0o > —/A(I,ul) (Vu2 - %Vul) . (Vu2 — %Vul)
Uq Uy
Q

—/ [A(x,us) — A(z,u1)] Vug - Vug

Q

A, T, Uy A, T, Us 9
- [(fnw)fonw) .,
Q

lo cual es una contradiccion. O

V.3. Problemas superlineales en infinito.

A continuacién trabajaremos con no-linealidades f superlineales en
infinito. Especificamente, estudiamos el caso en que f verifica una
condicién equivalente a (f4), es decir, existe p € (1,2 — 1) y una
funcién h acotada, tal que para todo intervalo real compacto A,

o fOus)

I > = h(x) > ¢ >0, uniformemente x € Q,\ € A.
S§——+00 S

(5.5)
Observemos en primer lugar que la cota a priori probada en el
Teorema 4.4 sigue siendo cierta para las soluciones de (Py) con A en

intervalos compactos, sustituyendo la condicién (fs) por (5.5). Asi,
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podemos probar el siguiente resultado de existencia y multiplicidad de

soluciones de (P,) para este tipo de no-linealidades.

TEOREMA 5.9. Supongamos que f(\,z,0) =0, a.e. x € §), para cada
A € Ry que las condiciones (f1), (f3), (fizs), (5.5), (2.4) y (A1_3) son
satisfechas. Sea Ao dado por (3.9). Existe A* > X > X\g tal que (Py)
tiene al menos una solucion positiva para todo X < X y ninguna solucion
positiva para A > A*. Ademds, si o bien \g > 0 y se tienen las hipdtesis
del item (ii) del Teorema 3.9 o bien \g = 0 (es decir, f\(x,0) = 400,
para todo x* € ) y se satisface (3.14), entonces X > g y para todo

A € (Ao, A) ezisten al menos dos soluciones positivas.

- llo

FIGURA 6

NoTA 5.10. Bajo las hipdtesis del Teorema 5.9 una vez més vemos
que el estudio del lado de la bifurcacién desde (Ag,0) es esencial. Si
esta ocurre hacia la izquierda (por ejemplo, si Ag > 0 y se verifican las
hipétesis del Teorema 3.9- (7)) s6lo podemos deducir la existencia de al
menos una solucion positiva para A < \g. Por otra parte, si ocurre
hacia la derecha (por ejemplo, si bien \g > 0 y se verifican las hipétesis

del Teorema 3.9-(4) o bien \g = 0 y se verifica (3.14)), entonces A > Ag
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y obtenemos la existencia de al menos dos soluciones positivas para A

en un entorno a la derecha de A, (véase Fig. 6).

DEMOSTRACION. Puesto que se satisfacen las hipétesis del Teorema
3.9, de A\¢ emana un continuo no acotado ¥y C X. Por ( f5), como
hemos visto en la prueba del item (i) del Teorema 5.1, existe una cota

superior a priori para el conjunto de valores A para los cuales existe

solucién de (Py). Asi,
A" =sup{) € R; Ju € E\ {0} solucién of (Py)} < +oo,

y Proyr Yo es un intervalo real acotado superiormente por A*. Por
lo tanto, si X es el supremo de Proyr X, entonces A\g € Proyr ¥ C
(—o0, X]. Usando ahora el Teorema 4.4 y que X es no acotado, también
deducimos que (—o00, A\] C Proyr ¥o. Esto prueba la primera parte del
Teorema. Si, o bien A\g # 0 y se verifican las hipétesis del item (i) del
Teorema 3.9 o bien \g = 0 y se satisface (3.14), entonces la bifurcacién
es supercritica y por tanto Ay < A. Obtenemos pues la existencia de al

menos dos soluciones positivas para todo A € (Ag, A). O

Una cuestién permanece auin abierta en el Teorema 5.9. Es natural
interesarse por saber cuando el continuo ¥ ofrece el intervalo maximal
de valores \ para los que existe solucién positiva de (P)); es decir,
A = A*?. Podemos probar que la respuesta es afirmativa para la
clase particular de matrices A(z, s) que verifican (A;). Con respecto a
f(\, z,s), suponemos que f(A,z,0) =0 a.e. x € paratodo A€ Ry

f es no decreciente en s. Necesitaremos probar el siguiente teorema.

TEOREMA 5.11. Supongamos la hipdtesis (As), que f(A,z,0) =0 a.e.
x € Q, para todo A € R y que f es no decreciente en s. Sea I C R

un intervalo, y sea Lo C I x CE(Q) un conjunto conero de soluciones
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de (Py\). Consideremos una transformacion continua T : I — CL(Q)
tal que T(X\) es una super-solucion de (Py), que no es solucion. Si
existe (Ao, up) € Lo con ug < T (Ao) en 2, entonces u < T(A) en Q,
V(A u) € Xo.

DEMOSTRACION. Este teorema es una extensiéon a operadores casi-
lineales del resultado en [66, Theorem 2.2]. Razonando de la misma
forma que en [66] notamos que es suficiente usar en lugar del Lema 2.1

de [66], la extension casi-lineal que supone el Lema 4.9. O

Podemos dar ahora una respuesta positiva parcial a la pregunta que

nos haciamos anteriormente con el siguiente resultado.

TEOREMA 5.12. Supongamos, ademds de las hipdtesis del Teorema 5.9,
la condicion (As) y que f sea no decreciente en s. Si existe una funcidn

¢ positiva no decreciente verificando
f\x,5) <0, VA< —L(s), a.e. v €, s R,

entonces las constantes A* y X dadas en el Teorema 5.9 son la misma,
es decir, el problema (Py) tiene soluciones positivas si, y solo si A <
X = A*. Mds atn, este resultado es consecuencia de la existencia de
un continuo Yo C R x E de soluciones de (Py) que ofrece el intervalo

mazximal de valores A para los que existe solucion positiva de (Py).

DEMOSTRACION. Afirmamos que si u, es una sucesion de soluciones
positivas de (Py,) con A\, — —oo entonces ||u,|lo — +oo. En efec-
to, si por el contrario ||u,llo < so entonces para A\, < —{(sgp), ten-
driamos que f(\,,x,u,) < 0, y tomando wu, como funcién test, por
(As) tendriamos que u, = 0, una contradiccién que prueba la afirma-
cién anterior. Asi, el continuo no acotado ¥y de soluciones positivas

emanando desde cero, cuya existencia asegura el Teorema 3.9, conecta



114 V. SOLUCIONES POSITIVAS

(X0,0) y (=00, 4+00). Para probar el teorema, es bastante probar que
st para A > Xg el problema (Py) admite solucién positiva, entonces
A € Proyg Xo. Supongamos que (Py) tiene una solucién positiva wu,.
Entonces uy es una super-solucién de (Py) para todo A € (—oo, A) =1
y tomando 7 (\) = up para todo A < A, deducimos del Teorema 5.11
que Yo N (I x E) no atraviesa u = u, y la tnica forma de conectar
(X0,0) vy (—00,4+00) es que ¥y cruce la region A > A. En particular,
A € Proygr Xg. O

V.4. Problemas del tipo Ambrosetti-Rabinowitz.

En esta seccion estudiamos el caso de no-linealidades superlineales
T,u x,u
en +oo ( lim Jlaw) +00) y sublineales en cero ( lim flau) 0).
U——+00 u u—0t u
Este tipo de problemas fue estudiado por primera vez en el famoso tra-
bajo de Ambrosetti-Rabinowitz [14]. Por nuestra parte, obtenemos
una version casi-lineal de este resultado como una consecuencia directa
del estudio hecho del problema de Ambrosetti-Prodi superlineal. Con-

cretamente consideramos una funciéon de Carathéodory f: 2 x R — R

tal que f(z,0) =0 a.e. x € Q, verificando (fy) y

lir% f@s) =7 < ap, uniformemente en z € €. (f5)
S—> S

Estamos interesados en la existencia de soluciones no triviales y
no negativas (positivas) para el problema (0.1) con este tipo de no-

linealidades. Sea f: Q x R — R la truncadura de f dada por

flx,s) = f(z,s7), 2 € Q.
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Notemos que, al igual que en el Teorema 2.6, gracias al principio

de maximo, toda soluciéon no trivial de

—div(A(z,u)Vu) = f(z,u), x €, (56)
u = 0, x € 09,

es una solucién positiva de (0.1). De este modo, la bisqueda de solu-

ciones positivas de (0.1) se reduce a buscar soluciones no triviales de

(5.6). Puesto que f satisface claramente las condiciones ( f13)y (f245),

el problema (5.6) se enmarca dentro del problema de Ambrosetti-Prodi

“superlineal” (problema (Q);) con t=0 y alguna funcién ¢). Aplicando

el Teorema 4.12 probamos:

TEOREMA 5.13. Supongamos que A satisface (As) para alguna funcion
a con SET a(s) = sLi{Ilw a(s). Supongamos también que f es una fun-
cion de clase C1 (2 x RY) wverificando (fi_5) y que f(x,-) es creciente
a.e. © € Q. Entonces el problema (0.1) tiene al menos una solucidon

positiva.

DEMOSTRACION. El esbozo de la prueba es el siguiente. Primero (Paso
1) introducimos el problema dentro de un problema uniparamétrico
(@) para una funcién ¢ convenientemente elegida. Después (Paso 2)
usamos los resultados de la Secciéon IV.3 probando que t* definido en
el Teorema 4.7 es estrictamente positivo.
Paso 1. Eleccién de .

En [37] se prueba que para todo r > 0 existe una solucién positiva

u, € P del problema

—div(A(z,u,)Vu,) = pu, x €,
u, = 0 x € 01,

con ap < p < Buy |lurllo < er, para alguna constante positiva c.
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[z, u,)

Afirmamos ahora que existe r € R* tal que p, > ——= a.e.

x € Q. En efecto, por (f5) existen 6 € RT y 71 € (v, au) tales que
[z, s)
s
llur]lo < 9, Asi

< 7 siempre que s < . Tomando r < §/c tenemos que

f(z, uy)

Uy

<m<au<p, aex€fl

lo cual prueba la afirmacion.

Tomando ahora t € (0, 4, —71) conseguimos
—div(A(z, u,)Vu,) = pru, > f(z,u,) + tu,,
es decir, u, es una super-solucién de

—div(A(z,u)Vu) = f(z,u)+tu x €€,
0 x € Of).

u =

Sea ¢(r) = u,, y recordemos que ¢ € C}(€). Para estar en la situa-
cién de la Seccién IV.3, vemos el problema (0.1) dentro del problema

uniparamétrico

—div(A(z,u)Vu) = f(z,u)+ty x €, .
0 z € 09.

u =

Paso 2. Denotemos S = {t € R : (Q,) admite solucién}. Sabemos
por el Paso 1 que ¢ es super-solucion de (Qto) para algiun t, > 0.
Razonando como en el Teorema 4.7 existe u subsolucién de (Qy,) con
u < ¢. El método de sub y super-soluciéon nos permite deducir que
(Qto) tiene al menos una solucién. Por lo tanto, 0 < t, € Sy as{ 0 < #*,
donde #* = sup S viene dado por el Teorema 4.8 aplicado al problema
(Q;). Més atin, el item 1 de dicho Teorema muestra la existencia de al
menos dos soluciones de (Q), o equivalentemente la existencia de dos

soluciones no negativas de (0.1). Teniendo en cuenta que (f5) implica
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que cero es soluciéon de este problema, deducimos que existe al menos

una solucién positiva de (0.1). O

V.5. Comentarios Finales.

La evidente restriccién que supone la condicién (Ajs) sobre la clase
de operadores que consideramos en los Teoremas 5.12 y 5.13 podria ser
evitada si probdsemos un principio de comparacién fuerte, tipo Lema
de Hopf, para este tipo de operadores. Concretamente necesitamos
probar que, dado un abierto Q C RY con frontera 0 suficientemente
reqular, supuesto que los coeficientes de la matriz A(x, s) sean funciones
de clase C1(Q2 x R) y dadas hy,hy € L"(Q), r > N, con hy < ha, si

consideramos que u1,us € HE (Q) N CYQ) sean soluciones de

—div(A(z,u;)Vu;) = h;, x € €,
Uu; = O, xE@Q,

0
entonces uy(x) < us(x) para cada x € Q y %(I) >
n

x € 0f).

Ous

on

() para cada

Este resultado permitiria extender el Lema 4.9 al caso de matrices
A(z, s) generales, es decir, si se verifica (2.4), para cada super-solucion,
u € C}(Q), de (Q;) que no sea solucién y u € CL(Q) solucién de (Qy)

ou  JOu
tal que @ > u. Entonces, u(z) > u(z) en Q y — < — en 09 .
on  On

Por otra parte, si queremos evitar el uso de este lema debemos
buscar cuidadosamente otro conjunto abierto O C R x E de manera
que notando por Oy = {u € E : (t,u) € O}, tengamos que (Q¢) no

admita solucién en 00, para cada t’ € [t,t*) y el grado topoldgico

deg(cbta Ota O) 7£ 0.
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Otra cuestién que merece la pena ser estudiada en este ambiente
casi-lineal serd considerar otro tipo de no-linealidades f para las que
son conocidos otros diagramas de bifurcacion en el caso semi-lineal.

Concretamente podemos considerar el problema

—div(A(z,u)Vu) = Af(u), x €,

(5.7)
u = 0, xr € 09,

siendo f(s) > 0 para cada s € RT. Considerando distintas hipétesis
sobre la funcién f son conocidos resultados donde se obtienen diagra-
mas de bifurcacién en forma de S, es decir existencia de al menos tres
soluciones para valores de A en un cierto intervalo. Podemos citar, por
ejemplo, [83, 87] para el operador Laplaciano, [41, 99] para operado-
res lineales elipticos de segundo orden generales y [25] para el caso del

operador p-Laplaciano.



Notas Finales.

Concluiremos el desarrollo de esta Memoria con la exposicién de
algunos problemas y cuestiones que nos hemos planteado durante el
desarrollo de la misma. Surgen de su lectura numerosas preguntas,
algunas de rapida respuesta y otras no tan simples. Estos problemas
se pueden considerar como posibles lineas en las que podemos dirigir

nuestro trabajo de investigacién a partir de ahora.

No-linealidades con asintotas

Consideramos en primer lugar, el problema de existencia de solu-
ciones positivas para problemas de contorno con no-linealidades que
tienen una asintota vertical. Concretamente, tomamos A € Rt y
h: [0, A) — R una funcién continua verificando

1115‘17 h(s) = +o0. (h1)

Consideremos, para cada A € R, el problema de contorno:

—Au = Mh(u), x €€,
u = 0, x € 0fL.

(5.8)

Diremos que u € H} () N Cy(Q) es solucién positiva del problema

anterior si u > 0, u # 0, |Jullp < A y satisface la ecuacién en sentido
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débil, es decir,
/Vu -Vw = )\/h(u)w, Yw € Hy(Q). (5.9)
Q Q

Para el estudio de este problema pretendemos transformarlo en otro
equivalente para el cual la no-linealidad este definida en toda la semi-
recta real positiva. El precio que “pagaremos’para ello sera que el
operador diferencial lineal laplaciano se transformard en un operador
casi-lineal. Para llevar a cabo la transformacién, emplearemos un cam-
bio de variable usado en [89]. En efecto, sea @ : [0, +00) — [0, A) una
biyeccién de clase C', con @'(s) > 0 para cada s € [0, +00) (en parti-
cular, ® es estrictamente creciente). Realizando el cambio de variable

u = ®(v), tenemos el siguiente resultado

LEMA 5.14. Sea h una funcion continua verificando (hy). Se tiene
que, u € H}(Q) N Cy(Q) es solucion del problema (5.8) si y sdlo si,
v=>0"Y(u) € H(Q) N Cy(Y) es solucion débil del problema

—div(®'(v)Vv) = A(P(v)), x €,

(5.10)
u = 0, x € 0.

Si ademds suponemos que ® € C?%(0,+00), entonces el problema es
equivalente al de ezistencia de soluciones débiles, v € Hg () N Co(2),

del problema de contorno

o h(®
po- YW gpp o ZHEW) req,
' (v) P'(v) (5.11)
u = 0, x € 0N.
O
NoTas 5.15. (1) Por solucién débil del problema 5.11 entende-

o @//
mos, una funcién u € Hj(2) N Cy(NQ) tal que q)/((v)) IVou|? €
v
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LY(Q) y para cada ¢ € H(Q) N L>®(Q)
/vu Vg — /Zlfl((:j)) [Vol?p = A/hqu,)g)))so

El operador —div(®’(v)Vv) que aparece en la parte izquierda

de la ecuacién (5.10) no es en general uniformemente eliptico
(la matriz ®’(s)I no verifica en general la condicién (Aj)). Por
ejemplo, si existe el limite lim,_,, ®’(s), entonces, por la Regla
de L’hopital y la acotacion de @, tenemos que

lim ®'(s) = lim (s)

§—00 s—o0 8

=0.

: o ho®
Si h(s) > 0 para cada s > 0, la no-linealidad —— para el

@I
problema (5.11) nunca es asintéticamente lineal ni acotada.
hod
En efecto, basta probar que g(s) = ;T(j) es no acotada.
sP'(s

Para ello, usando el cambio de variable r = ®(t), observamos

que

Si B s CD’(t)dt B d(s) i A i -
/1 tg(t) _/1 h(®(t) /q>(1> nr) /q>(1) n(r) =

(4)

y pasando al limite cuando s — oo

> qt
/1 o < (5.12)

Por otra parte, si g estuviese acotada por M € R*, tendriamos

/+oo dt >i/voo%_+oo
w tglt) - M J, t ’

lo cual contradice (5.12). Queda probado entonces que el pro-
blema nunca es asintoticamente lineal ni acotado.
Supongamos que h(s) > 0 para cada s > 0. Sea a € (0,A)

y consideremos la funcién H : [a, A] — R dada por H(s) =
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S
”
/ —— para cada s € [a,A]. Dado p > 1 podemos tomar
a

>

~—~~
=

~—

p— DH(ANYT™ y definir la funcién

1 1 1
_ -1
O(s)=H (p—l <sg_1 —Spl)),szsg.

Es claro que ® € C'(sp,+o0) y ®(s) > 0 para cada s >

so. Denotando de nuevo por ¢ a una extension suya de clase

C1(0,+00), con (0) = 0y ®’(s) > 0 para cada s > 0, se tiene
que

h(®(s))

s—+00 SPCI)/(S)

(5) Un modelo particular a tener en cuenta seria el problema

=1. (5.13)

—Au = Atgu)™, x €,

u = 0, x € 01,
con m € RT. Para este problema podemos realizar el cambio
de variable © = arc tgwv para obtener, segin el Lema 5.14,
que u € HL() N Co(Q), ||lullo < 7/2 es solucién positiva del
problema anterior si y sélo si v = tgu € HE () N C(Q) es

solucién débil del problema
7) = )‘Umv YIS Qv
u = 0, x € 0N,

o equivalentemente del problema de contorno

2v

—A
U—'—l—i-v2

Vo> = A™(1+0?), x €,
u = 0, x € 0N
Observemos que, las soluciones débiles continuas del problema (5.8)

son justamente los ceros del operador ¥y definido en £ = {u € H} ()N

Co(€2) « [|lullo < A} por

Uy () = u— A=A (h(w), u€ E.
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Observemos que si u € F entonces, de la continuidad de h se deduce
que h(u) € L>®(Q) y del Teorema de De Giorgi-Stampacchia (véase
Nota 2.3 — 2) que (=A)7H(h(u)) € Co(R). Asi, ¥y : E — Cy(9) estd
bien definida.

Supongamos ademas que h(0) = 0 (es decir, (A, 0) es solucién trivial

de (5.8), para todo A € R) y

lim P8) _ 1'(0), (ha)

s—0t S

donde 1/(0) € RT U {+o0}. Sea Ay dado por

0 si h'(0) = +o0,
Ao = (5.14)
A1/R(0) en otro caso.
Notemos por X al cierre en R x F del conjunto de pares de la forma

(A u) € Rx E\ {0} con ¥y(u) =0, es decir
Y =cl{(A\u) e Rx E\{0}: U,(u)=0}.

Bajo estas condiciones, podemos seguir la misma demostracién de los

Lemas 3.6 y 3.8 con § < A, para probar la siguiente proposicién

PROPOSICION 5.16. Supongamos que h verifique (hi_2) y h(0) = 0.
Ao es un punto de bifurcacion de (5.8) desde la solucion trivial y es el
unico para soluciones positivas. Mads ain, existe un continuo g en
“emanando”de (X, 0) de manera que o bien ProygX, es no acotado,
0 bien Ly N (R x OF) # () (cierre tomado en todo el espacio Cy(9)).
Ademds, la bifurcacion es supercritica si \g = 0, mientras que si A\g > 0,
se verifican las siguientes conclusiones
(i) si existe o < 0 tal que p = lisrgégf[h(s) —Rh'(0)s] 8”7t > 0,
entonces la bifurcacion de soluciones positivas en X = A es

subcritica,
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(ii) si existe o < 0 tal que 1 = limsup [h(s) — h'(0)s] s7*

s—0+t
entonces la bifurcacion de soluciones positivas en X = \g es

< 0,

supercritica.

DEMOSTRACION. La prueba es la misma del Teorema 3.9, observan-
do que el Teorema 1.7 sigue siendo cierto para operadores compactos
definidos no en todo un espacio de Banach X, sino en un subconjunto
abierto suyo, E, para obtener, en este caso, como alternativa, que o
bien el continuo retorna a otro punto de bifurcacion desde cero, o bien
su proyeccion a R es no acotada, o bien contiene una sucesion de pares

(An, u,) de manera que lim wu, € OF. O

NoTA 5.17. Siguiendo los mismos pasos de la demostracion del Teore-
ma 5.1- (i) podemos dar condiciones sobre h para determinar explici-
tamente el comportamiento del continuo de soluciones obtenido en la
proposicién anterior, aunque en ese caso la existencia de asintota no
es determinante. Concretamente, supongamos que h verifique, ademas
de (hi_2) y h(0) = 0, que h(sg) < 0 para algin sy € (0, A). Enton-
ces existe un continuo ¥y en ¥ “emanando”de (g, 0) de manera que
Proygp¥ es no acotado. Para ello, se prueba que no existen soluciones
de (5.8) de norma sq. Esto produce que el continuo ¥ obtenido en el
Teorema 5.16 tenga que tener proyeccion no acotada en R.

A continuacion probaremos un resultado donde se obtienen condi-
ciones suficientes que aseguran la segunda opcién sobre el comporta-
miento del continuo de soluciones obtenido en la prueba de la Propo-
sicién 5.16.

TEOREMA 5.18. Supongamos que, ademds de (hi_2) y h(0) = 0, existe

c € RT con

h(s) > cs, Vs € (0, A). (h3)
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Entonces existe un continuo Lo en X “emanando”de (X, 0) de manera
que Yo N (R x OE) # 0 (donde 3y denota el cierre de ¥ tomado en
todo el espacio Cy(92)).

DEMOSTRACION. Basta probar que existen \,,\* € R tales que si
(5.8) tiene solucién, entonces A € [\, \*]. Gracias a (h3) sabemos que
h(s) > 0 para cada s > 0 y por tanto podemos tomar A\, = 0. Por otra
parte, tomando w = ¢; (primera autofuncién positiva normalizada del

operador Laplaciano) como funcién test en (5.9) se tiene que A < —1,
c

) .M
asi pues, tomamos \* = —. O
c

Del teorema anterior se deduce la existencia de una sucesién de
pares (A, uy,), con u, € E solucién de (5.8) para A = \,,, de manera que
u, — u € Co(R) con ||ullo = A. Nada podemos asegurar sin embargo
del comportamiento de la sucesién \,. Pensamos no obstante que sera
posible demostrar que pasando a una subsucesion si fuese necesario,
An — 0 (véase Fig. 7). Para ello recordamos, como fue observado en la
Nota 5.15—4, que dado 1 < p < 2*—1 es posible encontrar una funcién
& verificando (5.13). En el caso semi-lineal, para no linealidades que
tienen este comportamiento en infinito, es conocida la existencia de una
estimacién a priori sobre la norma en Cy(€2) de toda posible solucion.
Una cota de este tipo para el problema (5.11) supondré que el tnico

punto de bifurcacion desde A para (5.8) es el cero, es decir, la conjetura

anterior seria cierta.

Operador p-Laplaciano

Esta Memoria constituye un primer paso en el estudio de operadores
en forma de divergencia generales. El siguiente sera considerar opera-

dores mas generales, incluyendo la dependencia respecto al gradiente en
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- lo

A =0

FIiGURA 7

la matriz A. Como una primera aproximacion a este problema general
podemos considerar el operador p-Laplaciano que inicamente presen-
ta dependencia respecto al gradiente, para después estudiar el caso de
operadores generales. Para éste, son conocidos los resultados de bifur-
cacion del Capitulo III y los de existencia de soluciones positivas del
Capitulo V (véase [6, 8, 9, 26, 40, 61, 67]). También son conocidos
los resultados de existencia de solucion de las secciones IV.1 y 1V.2
del Capitulo IV (véase [6, 15, 28, 39]). Respecto a los resultados de
la seccién 1V.3, estudiamos el problema analogo para el p-Laplaciano,

esto es, consideramos el problema de contorno

—Aju = —div(|VulP2Vu) = f(z,u)+ted " z€Q,
u = 0 x € 0f),

(@)

donde 1 < p < o0, ¢; es la funcién propia positiva normalizada
asociada al primer valor propio de —A, y f(z,s) es una funcién de
Carathéodory verificando que existen funciones positivas ci(x), co(z),

flioo(x) € L*°(Q2) tales que

|f(z,8)| < c1(2)]s|P + co(z), ae €, Vs € R, (f1)
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lim ]iﬁfiji = fio(z), uniformemente en z € Q. (f2)
—00 < fl (7) <A\ < flo(z) < Ao (f3)

Bajo estas condiciones sera posible extender a este ambiente la prue-

ba del Teorema 4.7. Concretamente probamos el siguiente

TEOREMA 5.19. Supongamos que se satisfacen (fi_3) y que f(x,-) es

creciente a.e. x € (). Entonces existe t* € R tal que

(1) (Q¢) no tiene solucion para cada t > t*,
(2) (@) tiene al menos una solucion para t < t*,

(3) (Qy) tiene al menos dos soluciones para t << t*.

Mas aun, en colabolacién con el profesor Salvador Villegas, hemos
conseguido dar incluso una prueba diferente, basada en técnicas varia-
cionales, demostrando que para t suficientemente pequeno existe una
solucién de tipo mountain-pass y otra como un minimo local del fun-
cional de Euler asociado.

Respecto al resultado mas general en que se prueba la existencia de
al menos dos soluciones para cada t < t*, Teorema 4.11, sigue siendo
cierto para el p-Laplaciano en el caso de no-linealidades f verificando
que f(x,0) = 0 a.e. x € €, debido a que en este caso es posible
emplear el principio de comparacién fuerte del tipo Hopf de [70]. Para
extender este resultado al caso general necesitariamos un principio de
comparacion fuerte que generalice los ya conocidos para el operador

p-Laplaciano (véase [97, 70]).
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