
Diferentes estrategias para aproximar �arboles deprobabilidad en propagai�on Penniless�Andr�es Cano, Seraf��n MoralDpto. Cienias de la Computai�on e I.A.Universidad de GranadaAvda. de Andalu��a, 3818071 Granada (Espa~na)fau,smg�desai.ugr.esAntonio Salmer�onDpto. Estad��stia y Matem�atia ApliadaUniversidad de Almer��aLa Ca~nada de San Urbano s/n04120 Almer��a (Espa~na)Antonio.Salmeron�ual.esResumenEn este trabajo proponemos algunas modi�aiones sobre el algoritmo Penniless. Usamos una medidade informai�on mejorada a la hora de alular el error de las aproximaiones, lo que lleva a una nuevaforma de podar multiples valores en un �arbol de probabilidad reemplaz�andolos por uno solo, que sealula a partir de los valores almaenados en el �arbol que se est�a podando, teniendo en uenta elmensaje presente en la direi�on opuesta. Adem�as, hemos onsiderado la posibilidad de sustituir valoresde probabilidad muy peque~nos por eros. Loalmente, esta estrategia de aproximai�on no es �optima,pero en este problema se dan numerosos pasos de aproximai�on antes de obtener el valor �nal, on loque globalmente puede ser bene�ioso. En algunos experimentos se puede omprobar que sustituir poreros puede mejorar la alidad de las aproximaiones.1 Introdui�onLas redes bayesianas son modelos gr�a�os quepermiten manejar de forma e�iente la inerti-dumbre en sistemas expertos probabilistas (sis-temas expertos donde la inertidumbre se mideen t�erminos de probabilidad). Una red baye-siana es un grafo dirigido a��lio donde adanode representa una variable aleatoria y la to-�Parialmente subvenionado por la Junta de Anda-lu��a, grupos de investigai�on TIC103 y FQM244
polog��a de la red odi�a las relaiones de in-dependenia entre las variables, de auerdo onel riterio de d-separai�on. Asoiada al grafo,hay una distribui�on de probabilidad para adanodo, ondiionada a sus padres, de tal maneraque la distribui�on onjunta sobre todas las va-riables de la red se fatoriza omo el produtode todas esas distribuiones ondiionadas.La tarea de razonamiento, tambi�en llamadapropagai�on de probabilidad, onsiste en la ob-teni�on de las marginales a posteriori sobre



alg�un onjunto de variables de inter�es dado quese onoe el valor de algunas otras variables.Se han propuesto algoritmos de propagai�onque que obtienen las distribuiones a posteriorisin neesidad de alular previamente la dis-tribui�on onjunta; en su lugar, �estas se obtie-nen mediante una serie de �alulos loales sobreuna estrutura auxiliar llamada �arbol de unio-nes [4, 9, 7℄. Sin embargo, en redes su�iente-mente ompliadas, el uso de estos algoritmosno resulta fatible..Con el objetivo de poder tratas redes de grantama~no, es posible usar algoritmos aproxima-dos, que proporionan resultados (quiz�as apro-ximados) en un tiempo menor. Algunos de es-tos m�etodos est�an basados en simulai�on Mon-te Carlo [8℄, mientras que otros son de ar�aterdeterminista. Una de las ontribuiones m�as re-ientes dentro del grupo de algoritmos determi-nistas, es el llamado Algoritmo de propagai�onPenniless [3℄, que est�a basado en el algoritmo depropagai�on sobre �arboles de uniones binariosde Shenoy-Shafer [9℄, on la salvedad de que lainformai�on probabilista se representa median-te �arboles de probabilidad [8℄. El uso de �arbolesde probabilidad permite aproximar grandes po-teniales por otros m�as peque~nos, graias a laposibilidad de podar algunas de las ramas del�arbol, haiendo fatible la propagai�on inlusobajo reursos limitados (RAM y CPU).En este trabajo proponemos algunas modi�a-iones sobre el algoritmo de propagai�on Pen-niless. Usamos una medida de informai�on me-jorada a la hora de alular el error de las apro-ximaiones. Esta nueva medida sugiere unaforma novedosa de podar multiples valores deprobabilidad y reemplazarlos por uno solo, ob-tenido a partir de los valores almaenados enlas hojas que se podan y teniendo en uenta elmensaje almaenado en la direi�on ontrariaen el orrespondiente aro del �arbol de uniones.Adem�as, hemos onsiderado la posibilidad dereemplazar valores de probabilidad peque~nospor eros, on el objetivo de aelerar los �alulosy de ontrolar la omplejidad de los �arboles usa-dos para representar los poteniales. Demostra-remos un teorema que establee que la mejoraproximai�on de un potenial, ondiionado enotro potenial, se obtiene sustituyendo un no-do tal que sus hijos son hojas, por una mediaponderada de los valores en esas hojas. Sin em-bargo, aqu�� onsideraremos una estrategia di-

ferente: sustituir por ero uando la suma delos valores en las hojas es muy peque~na. Aun-que esta estrategia no es �optima, potenialmen-te tiene una ventaja. El algoritmo Penniless lle-va a abo muhos pasos de aproximai�on on-seutivos. Cada mensaje se aproxima y luegose usa en ulteriores �alulos (multipliaionesy marginalizaiones). En estas operaiones, laomplejidad de los resultados es, en el peor a-so, exponenial en relai�on a la omplejidad delos operandos, siendo la multipliai�on la mayorfuente de obteni�on de poteniales m�as ompli-ados (el tama~no del dominio se inrementa,mientras que en la marginalizai�on se redue).Si aproximamos una rama por un ero en lugarde por un valor positivo, la omplejidad de larepresentai�on de los poteniales en las partesnulas no se inrementa mediante la multiplia-i�on. El resultado de multipliar por un eroontenido en una hoja de un �arbol que repre-senta un ierto potenial, siempre vale ero paraada valor del otro potenial, y este resultadose puede almaenar usando de nuevo el mismonodo. De esta manera, aunque la aproximai�onno es �optima, obtenemos aproximaiones menosomplejas, lo que puede simpli�ar tambi�en pa-sos posteriores, lo que redunda en un bene�ioglobal. Esta a�rmai�on est�a avalada por los re-sultados experimentales que presentaremos eneste art��ulo.Comenzaremos on una breve introdui�on a lapropagai�on Shenoy-Shafer en la sei�on 2 y ala propagai�on Penniless en la sei�on 3, dondetambi�en presentaremos las novedades onteni-das en este trabajo, onretamente en la sub-sei�on 3.2. Los experimentos que hemos lle-vado a abo para ontrastar la validez de losnuevos algoritmos se desriben en la sei�on 4,y el art��ulo �naliza on las onlusiones en lasei�on 5.2 Propagai�on sobre �arbo-les de unionesA lo largo de este trabajo onsideraremos unared bayesiana de�nida sobre un onjunto de va-riables X = fX1; : : : ; Xng, donde ada varia-ble Xi toma valores en un onjunto �nito Uion jUij elementos. Si I � N = f1; : : : ng esun onjunto de ��ndies, denotaremos por XI al



onjunto de variables fXiji 2 Ig, de�nido sobreUI = �i2IUi. Dado x 2 UI y J � I , xJ es elelemento de UJ obtenido a partir de x eliminan-do las oordenadas que no est�en en J . Dadosx 2 UJ y J � I , denotaremos por AIx el onjun-to de valores y 2 UI tales que yJ = x, es deir,el onjunto de elementos de UI oinidentes onx en las oordenadas de J . Si � es un poten-ial1 de�nido sobre UI , dom(�) es el onjuntode ��ndies de las variables para las uales � est�ade�nido (i.e. dom(�) = I).La marginal de un potenial � sobre un onjun-to de variables XJ on J � I se denota por �#Jy es una funi�on de�nida para las variables XJomo �#J (y) =PxJ=y �(x) para todo y 2 UJ .La ombinai�on o produto de dos poteniales� y �0 es un nuevo potenial � ��0 de�nido paralas variables Xdom(�)[dom(�0) y que se obtienemediante la multipliai�on punto a punto.La distribui�on ondiionada de ada variableXi, i = 1; : : : ; n, dados sus padres en la red,Xpa(i), se denota por un potenial pi(xijxpa(i))de�nido sobre Ufig[pa(i), y la distribui�on on-junta de la variable n-dimensional XN puedeexpresarse omop(x) = Yi2N pi(xijxpa(i)) 8x 2 UN : (1)Se denotamos por e los valores de las va-riables observadas y por E a sus ��ndies, lapropagai�on de probabilidades puede verse o-mo el �alulo de la distribui�on a posteriorip(x0kje) = p(x0k; e)=p(e), para todo x0k 2 Uk,k 2 f1; : : : ; ng nE.Usando notai�on potenial, si llamamos H alonjunto de poteniales orrespondientes a lasdistribuiones ondiionadas de la red restrin-gidas a las observaiones e, el objetivo de lapropagai�on de probabilidad es obtener, paraada variable de inter�es Xk,�mXk = 0�Y�2H �1A#k ; (2)1Un potenial es una funi�on no negativa que repre-senta una distribui�on ondiional, onjunta o marginal

donde el uper��ndie m india marginal a pos-teriori. Despu�es, la distribui�on ondiionadase onsigue normalizando �mXk .El �alulo de �mXk se puede organizar en un�arbol de uniones, que es un �arbol donde adanodo V es un subonjunto de XN , y tal que siuna variable est�a en dos nodos distintos, V1 yV2, entones tambi�en est�a en todos los nodosque se enuentren en el amino entre ambos.Un �arbol de uniones se die binario si ada no-do no tiene m�as de dos veinos. Cada uno delos poteniales iniiales � 2 H , se asigna a unnodo Vj tal que Xdom(�) � Vj . De esta manera,almaenado en ada nodo Vi habr�a un potenial�Vi de�nido sobre el onjunto de variables Vi yque es igual al produto de todos los potenialesasignados previamente a ese nodo. El algorit-mo Penniless opera sobre un �arbol de unionesbinario [3, 9℄, y se basa en el esquema de pro-pagai�on de Shenoy-Shafer, que desribiremosbrevemente a ontinuai�on.El algoritmo de propagai�on de Shenoy-Shaferse lleva a abo mediante un paso de mensajesen las dos direiones de ada aro del �arbol deuniones. Los mensajes entre dos nodos adya-entes Vi y Vj son poteniales de�nidos sobreVi \Vj (ver [10℄ para m�as detalles). El mensajeque sale de Vi y entra en Vj se alula omo
�Vi!Vj =8<:�Vi �0� YVk2ne(Vi)nfVjg�Vk!Vi1A9=;#Vi\Vj ;(3)donde �Vi es el potenial iniial sobre Vi redu-ido a las observaiones e, �Vk!Vi son los men-sajes que van desde Vk hasta Vi y ne(Vi) sonlos veinos de Vi.La propagai�on se organiza en dos etapas. Enla primera, los mensajes se mandan desde lashojas haia un nodo ra��z seleionado de ante-mano propagai�on asendente, y en la segundafase, los mensajes se mandan desde la ra��z haialas hojas propagai�on desendente. Despu�es deestas dos etapas, de ara a obtener la distribu-i�on marginal a posteriori para la variable Xk,primero determinamos un nodo Vi que ontengaa Xk y alulamos



�mVi = �Vi � ( YVk2ne(Vi)�Vk!Vi) :La distribui�on de Xk dado e se puede alularmarginalizando �mVi sobre Xk (obteniendo�mXk )y normalizando a ontinuai�on en resultado.3 Propagai�on PennilessEl algoritmo de propagai�on Penniless [3℄ esun m�etodo determinista y aproximado basadoen el esquema de Shenoy-Shafer, y que tieneomo objetivo proporionar resultados (aproxi-mados) bajo reursos limitados. Una de susprinipales arater��stias es el uso de �arbolesde probabilidad [1℄, que permiten representarpoteniales de forma aproximada dentro deun l��mite m�aximo de tama~no (de nodos hoja)[2, 5, 8℄.Dado que el algoritmo Penniless se basa en laarquitetura de Shenoy-Shafer, �este opera sobre�arboles de uniones binarios, dado que se ha de-mostrado que este esquema es m�ase�iente eneste tipo de estruturas [9℄.Uno de los rasgos arater��stios del algoritmoPenniless es que los mensajes que se mandandurante la propagai�on sufren un proeso deaproximai�on para reduir su tama~no. Otra di-ferenia on respeto al algoritmo de Shenoy-Shafer es el n�umero de etapas de la propaga-i�on: el Penniless puede llevar a abo m�as dedos etapas, en las uales los mensajes se me-joran gradualmente haiendo uso de la infor-mai�on que uye por el �arbol de uniones. Porlo tanto, la base del algoritmo Penniless es eluso de �arboles de probabilidad omo represen-tai�on aproximada de los mensajes, y la mejorainremental de la alidad de las aproximaionesonforme el n�umero de etapas de propagai�onse inrementa.3.1 �Arboles de probabilidadUn �arbol de probabilidad [1, 2, 8℄ es un �arboldirigido y etiquetado donde ada nodo interiorrepresenta una variable aleatoria y ada nodohoja es un n�umero real no negativo. El n�umerode nodos hoja de un �arbol T es su tama~no. De

ada nodo interior parten tantos aros omo es-tados tiene la variable que representa.Un �arbol de probabilidad T on variables XIrepresenta a un potenial � si para ada xI 2UI el valor �(xI ) es el n�umero almaenado enla hoja que se alanza partiendo del nodo ra��zy seleionando, en ada nodo interior visitadoetiquetado on Xi, el aro que se orrespondeon el valor xi ontenido en xI .Dos importantes ualidades de los �arboles deprobabilidad es que pueden representar la mis-ma informai�on que una tabla de probabilidad,pero en menos espaio, y que pueden aproximarel �arbol original sustituyendo algunos valorespor uno solo (ver �gura 1).Las operaiones que tienen lugar durante losalgoritmos de propagai�on (ombinai�on, mar-ginalizai�on y restrii�on), pueden realizarse di-retamente sobre �arboles de probabilidad (ver[3, 8℄ para m�as detalles). En el aso de la propa-gai�on Penniless, hay otra operai�on que es es-peialmente importante: la aproximai�on. ENesta operai�on nos entraremos a ontinuai�on.3.2 �Arboles de probabilidad a-proximadosAproximar un �arbol T1 que representa a un po-tenial � quiere deir obtener un �arbol T m�aspeque~no que T1, pero tratando de mantener unarepresentai�on ajustada del potenial �. Unamanera de obtener el �arbol aproximado es me-diante la poda del �arbol original. Una poda deun �arbol de probabilidad onsiste en seleio-nar un nodo tal que todos sus hijos son hojasy reemplazar ese nodo y sus hijos por un so-lo nodo que ontenga un n�umero. En general,el valor �optimo que se situar��a en ese nodo esla media de los valores ontenidos en las ho-jas que se podan (esto minimiza la distania deKullbak-Leibler [6℄ entre el �arbol original y elaproximado [2, 8℄).Sin embargo, en el esquema de propagai�onPenniless, los �arboles que representan los men-sajes a trav�es de los aros se aproximan tenien-do en uenta el mensaje (un �arbol de probabi-lidad) que pasa por el mismo aro pero en di-rei�on ontraria. Conretamente, el objetivoes aproximar un potenial � representado por
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Figura 1: Un potenial, un �arbol de probabilidad que lo representa y una aproximai�on del �arbol original.Los aros que salen de ada variable, de izquierda a dereha, se orresponden on los valores de dihavariable en orden lexiogr�a�o.un �arbol T , por otro potenial �0 representadopor otro �arbol T 0 de menor tama~no, ondiio-nado a otro potenial  . En toda esta sei�ononsideraremos todos los poteniales de�nidossobre un onjunto UI . Dado un potenial �,usaremos la siguiente notai�on:� sum(�jA) =Px2A �(x), donde A � UI .� sum(�) = sum(�jUI) =Px2UI �(x).� Si sum(�) 6= 0, N(�) = �=sum(�).Mediremos la distania entre dos poteniales �y �0 ondiionada a  omo la divergenia deKullbak-Leibler entre los poteniales normali-zados omo sigue:D(�; �0j ) =Px2UI N(�(x) (x)) log ��(x)sum(�0� )�0(x)sum(�� )� :(4)Dado que no hay diferenia entre las distan-ias D(�; �0j ) y D(�; �00j ) uando N(�0) =N(�00), es deir, la distania es independien-te del fator de normalizai�on, entones �0 sedeterminar�a salvo un fator de normalizai�on.En [3℄ se asum��a que �0 y � eran tales quesum(�0) = sum(�), pero aqu�� supondremos quesum(�0 �  ) = sum(� �  ). La selei�on del fa-tor de normalizai�on no tiene ning�un efeto enla alidad de la aproximai�on, pero bajo estasuposii�on los resultados son m�as simples de ex-presar y de demostrar.Tal y omo se pon��a de mani�esto en [1, 2℄, ladi�ultad de la aproximai�on radia en enon-trar la estrutura del �arbol, es deir, el �arbol

sin n�umeros en las hojas. En [3℄ se supon��a quedada una estrutura S se pod��a onstruir un�arbol aproximado denotado por TS a partir de �asignando a ada hoja araterizada por la on-�gurai�on XJ = xJ , la media del potenial �en los puntos de AIxJ (los puntos de UI para losuales XJ = xJ ). Sin embargo, esta estrategiano es �optima.; es apropiada uando no tenemosun potenial ondiionante,  , o uando ese po-tenial es igual a 1, pero no en el aso general.El problema se puede formular de la siguientemanera: tenemos un potenial � de�nido sobreUI y una partii�on A de este referenial. Que-remos enontrar un potenial �0 onstante enada onjunto A 2 A y tal que la distania de� a �0 ondiionada a  sea m��nima. En esteaso, dada una estrutura S los elementos dela partii�on vienen de�nidos por las hojas de laestrutura. Si una hoja se arateriza por unaon�gurai�on XJ = xJ , entones diha hojade�ne un onjunto A = AIxJ . En estas ondi-iones se puede demostrar el siguiente resulta-do, que muestra que ahora la estrategia �optimaes asignar a los elementos de A la media de �ponderada por los valores de  .Teorema 1 Si � es un potenial de�nido so-bre UI y A es una partii�on de UI , entonesel potenial �0 que es onstante en los elemen-tos de ada onjunto A 2 A, on sum(� �  ) =sum(�0 �  ) y que minimiza la distania (4) de� a �0 dado  es aquel potenial �0 que asignaa ada elemento x 2 A el valor�0(x) = sum(� �  jA)sum( jA) ; (5)y que es igual a � en el resto de los puntos deUI .



Demostrai�on: Llamemos �0(A) al valoronstante de �0 para los elementos de A. Te-nemos que,D(�; �0j ) =Xx2UIN(�(x) (x)) log��(x)sum(�0 �  )�0(x)sum(� �  )� =Xx2UI �(x) (x)sum(� �  ) log� �(x)�0(x)� =1sum(� �  ) XA2AXx2A�(x) (x) log� �(x)�0(A)� =1sum(� �  ) XA2A Xx2A�(x) (x) log(�(x))�(Xx2A�(x) (x)) log(�0(A))! :Sin tener en uenta las partes onstantes queno dependan de �0, se tiene que minimizar laexpresi�on anterior es lo mismo que maximizarXA2A Xx2A�(x) (x)! log(�0(A)) =XA2A sum(� �  jA) log(�0(A)) :Sumando la onstanteXA2A sum(� �  jA) log(sum( jA)) ;que no depende de �0, vemos que tenemos quemaximizarXA2A sum(� �  jA) log(�0(A) � sum( jA)) : (6)Dado que �0 es onstante en A,sum(�0 �  ) = XA2A�0(A)sum( jA) ;y omoXA2A sum(� �  jA) = sum(� �  ) ;y sum(� �  ) = sum(�0 �  ) ;

tenemos queXA2A sum(� �  jA) = XA2A�0(A)sum( jA) ;y, por el lema de Gibbs,XA2A sum(� �  jA) log(�0(A) � sum( jA)) �XA2A sum(� �  jA) log(sum(� �  jA)) ;lo que quiere deir que la expresi�on (6) se ma-ximiza para�0(A) = sum(� �  jA)=sum( jA) ;y por lo tanto la distania se minimiza en esepunto. 2Si tenemos una estrutura S 0, S 00 es la estru-tura que se obtiene podando S 0, y �0 y �00 sonlos poteniales asoiados a los �arboles TS0 y TS00respetivamente, entones la poda se lleva a a-bo intentando minimizar D(�0; �00j ).Esto onlleva el �alulo de la distania deKullbak-Leibler de � a �0 dado un terer po-tenial  . El valor �0(x) es igual a �(x) en todoslos puntos de UI , exepto para un subonjuntoA � UI en el ual�0(x) = sum(� �  jA)sum( jA) :En este aso, el onjunto A se orresponde ontodos los valores xI 2 UI tales que siguiendoel amino orrespondiente se llega a el nodo re-sultante de la poda. Haiendo algunos �alulossenillos, se observa que D(�; �0j ) puede obte-nerse de auerdo on la siguiente f�ormula:1sum(� �  jA)   Xx2A�(x) (x) log(�(x))!+sum(� �  jA) + log� sum( jA)sum(� �  jA)�� : (7)Esta f�ormula es muho m�as senilla que la usadaen el esquema Penniless original:



Tabla 1: Resultados (tiempo en segundos y divergenia K-L) de penni y new-penni para una red depedigree on numerosos nodos observados.� 4 etapas 5 etapas 6 etapaspenni new-penni penni new-penni penni new-penni0.01 1.16 - 0.004434 1.11 - 0.004366 1.18 - 0.003754 1.14 - 0.003609 1.24 - 0.003739 1.17 - 0.0035750.005 1.20 - 0.001004 1.14 - 0.003376 1.21 - 0.001004 1.20 - 0.002932 1.24 - 0.001004 1.18 - 0.0011620.001 1.22 - 1.505E-4 1.18 - 4.375E-5 1.22 - 1.505E-4 1.17 - 4.816E-5 1.24 - 1.505E-4 1.17 - 4.375E-50.0005 1.23 - 4.042E-5 1.19 - 1.978E-5 1.25 - 4.042E-5 1.19 - 1.883E-5 1.28 - 4.042E-5 1.20 - 1.978E-5Tabla 2: Resultados (tiempo en segundos y divergenia K-L) en el segundo experimento on la red depedigree.� 4 etapas 5 etapas 6 etapasnew-penni-av new-penni-ze new-penni-av new-penni-ze new-penni-av new-penni-ze0.01 1.22 - 1.392E-4 1.16 - 1.742E-4 1.18 - 1.383E-4 1.15 - 1.744E-4 1.18 - 1.392E-4 1.16 - 1.742E-40.006 1.18 - 6.391E-5 1.17 - 2.862E-4 1.17 - 6.310E-5 1.16 - 2.715E-4 1.18 - 6.391E-5 1.18 - 2.862E-40.003 1.20 - 2.959E-5 1.24 - 3.015E-5 1.18 - 2.550E-5 1.19 - 2.749E-5 1.19 - 2.959E-5 1.22 - 3.015E-50.001 1.20 - 1.978E-5 1.20 - 1.914E-5 1.19 - 2.017E-5 1.18 - 1.813E-5 1.20 - 1.978E-5 1.20 - 1.914E-5(Xx2A(�(x) (x) log(�(x)))�sum(� �  jA) log (sum(�jA)=jAj))=sum(� �  )+log� sum(�� )�sum(�� jA)+(sum(�jA)sum( jA))=jAjsum(�� ) � :(8)Sea � un potenial representado por un �arbol Ty supongamos que queremos obtener una apro-ximai�on ondiionada en los valores de otropotenial  . Consideremos un nodo de un �arboltal que todos sus hijos son hojas. Sea Xk la va-riable almaenada en ese nodo y (XJ = xJ) laon�gurai�on de valores que de�nen el aminodesde la ra��z hasta diho nodo. Proponemos aontinuai�on diferentes maneras de llevar a a-bo la poda de un �arbol de probabilidad:1. Considerar un umbral � > 0 y aproximarlos hijos de Xk por su media si el valorde la f�ormula (8), on A = AIxJ , es me-nor que �. Esto oinide on el algoritmoPenniless original, denotado omo penni.Tambi�en hemos onsiderado el mismo es-quema pero sustituyendo por la suma pon-derada de la expresi�on (5) on A = AIxJ ,en lugar de reemplazar simplemente por lamedia. Denotaremos este algoritmo omonew-penni.2. Considerar un valor 0 < � < 1 y podar unnodo Xk si sum(� � jAIxJ ) � � � sum(� � ),i.e. podamos todo nodo tal que, por deba-jo de �el, la propori�on del total de masa deprobabilidad del produto de los potenia-les es menor que �. Aqu�� hemos distingui-do dos posibilidades: reemplazar los valo-res borrados por la suma ponderada en (5),

denotado omo new-penni-av, o reempla-zarlos por un ero, en uyo aso el algorit-mo ser�a denotado por new-penni-ze. Elobjetivo de esta forma de poda es el evi-tar invertir demasiado esfuerzo en manejarvalores poo signi�ativos. En ierto sen-tido, sustituir por eros est�a inspirado porlos algoritmos de simulai�on, en los ualeslas on�guraiones on probabilidad muybaja en la pr�atia es omo si tuvieran pro-babilidad nula, pues tienen tendenia a noapareer en ninguna muestra.Aunque los riterios anteriores est�an expresadosen t�erminos de poteniales, los �alulos puedenllevarse a abo diretamente sobre sus represen-taiones mediante �arboles, siendo la ompleji-dad de las operaiones una funi�on de las es-truturas de los �arboles y no de los tama~nos delos refereniales sobre los uales est�an de�nidoslos poteniales.Los pasos de aproximai�on se haen de formareursiva, omenzando en los nodos uyos hi-jos son hojas y retroediendo haia la ra��z. Deesta manera, si todos los hijos de un nodo inte-rior son hojas o han sido previamente podadosy sustituidos por un n�umero, ese nodo es on-siderado tambi�en para la poda.4 Evaluai�on experimentalHemos llevado a abo dos experimentos. En elprimero de ellos se trata de ontrastar la onve-nienia de la nueva forma de alular la diver-genia entre un potenial exato y una apro-



Tabla 3: Resultados (tiempo en segundos y divergenia K-L) en el segundo experimento para la redMunin 1.� 4 etapas 5 etapas 6 etapasnew-penni-av new-penni-ze new-penni-av new-penni-ze new-penni-av new-penni-ze0.01 202.8 - 0.16978 102.1 - 0.1942 204.2 - 0.1782 107.0 - 0.1933 284.4 - 0.1450 139.1 - 0.17660.006 310.4 - 0.1232 167.8 - 0.0857 274.6 - 0.1526 178.5 - 0.0889 403.5 - 0.1390 236.8 - 0.09540.003 440.6 - 0.0849 236.8 - 0.0606 444.4 - 0.0851 233.8 - 0.0647 650.5 - 0.0851 312.4 - 0.08880.001 2436.8 - 0.0375 639.7 - 0.0136 2418.5 - 0.0376 646.4 - 0.0135 3777.0 - 0.0375 920.3 - 0.0664ximai�on suya introduida en la f�ormula (7);en de�nitiva, se trata de omparar penni onnew-penni.El segundo experimento est�a dise~nado pa-ra omparar los efetos de reemplazar pe-que~nos valores de probabilidad bien por e-ros o bien por la suma ponderada de la eua-i�on (5), es deir, omparar new-penni-av onnew-penni-ze.En el primer experimento hemos elegido unared de pedigree de gran tama~no (441 variables),on un n�umero onsiderable de observaiones(166). La raz�on de esta elei�on es que en re-des donde no haya muhas observaiones, reem-plazar por la media o por ero no mara gran-des diferenias, debido a la forma en que operael algoritmo Penniless, donde muhos mensajeshaia arriba pueden ser onstantes e iguales a1, en uyo aso ambos esquemas de sustitui�onson equivalentes. Hemos llevado a abo pruebason 4, 5 y 6 etapas de propagai�on, y la prei-si�on de las aproximaiones la hemos ontroladomediante el par�ametro �. Los resultados de es-te experimento se muestran en la tabla 1. Estosresultados sugieren que new-penni, en general,proporiona iguales o mejores resultados para lared de prueba, y adem�as en un tiempo menor.Para el segundo experimento hemos elegidola misma red que en el experimento anterior,adem�as de otra red on menos variables (189on 8 observaiones) pero on una mayor om-plejidad (tama~nos de potenial m�as elevados).Esta red se denomina Munin 1. Ambas redeshan sido proporionadas por el grupo de siste-mas de ayuda a la deisi�on de la Universidadde Aalborg (Dinamara).En el segundo experimento hemos tomado unvalor �jo de � = 0:001, y hemos probado los al-goritmos variando el valor del par�ametro �. Losresultados de este experimento se muestran enlas tablas 2 y 3. De auerdo on estos resul-tados, el uso de new-penni-ze no paree pro-

porionar ninguna mejora, pero en el aso de laompliada red Munin 1, el tiempo de �omputoes onsiderablemente reduido, y la alidad delas aproximaiones mejora. Hemos realizadootros muhos experimentos no reejados aqu��,que pareen apoyar la misma onlusi�on.Los algoritmos han sido implementados en Java2 versi�on 1.3, y se han integrado en el sistemaElvira.Todas las pruebas han sido llevadas a abo enun ordenador on proesador AMD K7 (800MHz), equipado on 512MB de memoria RAMy sistema operativo Linux RedHat on kernel2.2.16.22.
5 ConlusionesEn este trabajo hemos introduido nuevos en-foques para la realizai�on de aproximaiones enla propagai�on Penniless. Bajo las suposiionesdel teorema 1, hemos probado que reemplazarlas hojas podadas en un �arbol de probabilidadpor la suma ponderada de la euai�on (5) esuna estrategia �optima.Adem�as, hemos visto que sustituir peque~nos va-lores de probabilidad por eros permite al es-quema Penniless adoptar dos buenas ualida-des propias de los algoritmos de Monte-Carlo:veloidad y bajos requisitos de memoria. Enalgunos asos, esto lleva a la obteni�on de apro-ximaiones de mayor alidad.Los m�etodos presentados en este trabajo aunpueden ser re�nados. Por ejemplo, pensamosperfeionar el m�etodo de triangulai�on por elual se obtiene el �arbol de uniones sobre el quese lleva a abo la propagai�on.
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