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Presentacion del encuentro [

El objetivo de este encuentro es mantener la continuidad de los encuentros previos donde se ha
puesto en comun, con diversos investigadores nacionales, los Ultimos avances en la investigacion
sobre polinomios ortogonales y funciones especiales.

Dedicamos este encuentro a nuestros companeros Andrei Martinez Finkelshtein por su 60°
aniversario y a Guillermo Lépez Lagomasino por su 75° aniversario. Este workshop consiste en
charlas invitadas y una sesién de posteres que estara abierta a la participacion de todos los
asistentes. La lengua oficial de este encuentro sera el espaiol.

Se celebré por primera vez en diciembre de 2018 organizado por los companeros de la Universidad
de Granada, posteriormente han tenido lugar otros dos encuentros. Podéis ver mas info en las
webs de los encuentros previos:

D2P0O-2018 (en la Universidad de Granada).

D2P0-2019 (en la Universidad de Almeria).

D2P0-2022 (en la Universidad de Granada).

iOs esperamos en Almeria en diciembre!

Comité organizador

Juan Francisco Manas Manas
Juan José Moreno Balcazar (Presidente)

Secretaria técnica

Miriam Carrillo Garcia
Cristina Rodriguez Perales


https://www.ugr.es/~goya/D2PO2018/index.html
https://w3.ual.es/GruposInv/Tapo/CA2019/OPSF2019.html
https://www.ugr.es/~goya/D2PO2022/

BN Horario

Jueves 14 de diciembre

09:00-09:30 Recogida de documentacion
09:30-10:00 Presentacion del encuentro
10:00-10:30 Gu‘lller.mo Lépez ' As!nt.otlca relativa de polinomios ortogonales
Universidad Carlos 1l de Madrid multiples
Manuel Alfaro ..
10:30-11:00 Universidad de Zaragoza Coeficientes de Verblunsky
Amparo Gil Estrategias computacionales para la evaluacion de
11:00-11:30 . . . . o
Universidad de Cantabria funciones hipergeométricas confluentes
11:30-12:00 Desayuno/Exposicion Péster
Francisco Marcellan Pares coherentes de medidas de segunda clase en la
12:00-12:30 L . . .
Universidad Carlos Ill de Madrid recta real y polinomios ortogonales de Sobolev
Maria José Cantero Transformacion inversa de Darboux y productos de
12:30-13:00 L
Universidad de Zaragoza Sobolev
Teresa Pérez Caracterizaciones de los pares de tipo Lax para
13:00-13:30 . . . .
Universidad de Granada polinomios ortogonales bivariados
Juan Carlos Garcia Ardila Proceso de simetrizacién y polinomios ortogonales
13:30-14:00 Universidad Politécnica de yPp &
. truncados
Madrid
14:00-16:00 Comida
Antonio Duran . . .
16:00-16:30 . ) ) Pasandolo bien con las sefioras de Bessel
Universidad de Sevilla
Oscar Ciaurri
16:30-17: Funci B I alisi ol i
6:30-17:00 Universidad de La Rioja unciones de Bessel y andlisis armonico discreto
Ramon Orive Algunas aplicaciones de la aproximacioén constructiva
17:00-17:30 . . . -
Universidad de La Laguna en ingenieria de control y automatica
17:30-18:00 Café/Exposicion Péster
18:00-19:30 Conferencias flash
19:30-20:00 Trabajos en grupo




Viernes 15 de diciembre

09:00-11:00 Excursién , Visita guiada a la Alcazaba de Almeria
Maria Angeles Catalogo de los polinomios ortogonales

12:30-13:00 Garcia-Ferrero .

L. excepcionales

Universidad de Barcelona
Lidia Fernandez . .

13:00-13:30 .. Estructura de simetria de starbursts
Universidad de Granada

13:30-14:00 LUI,S Ve'lazquez Medidas de Khrushchev en la recta real
Universidad Zaragoza

14:00-16:00 Comida
Manuel Mafias Algunos aspectos de los polinomios

16:00-16:30 Universidad Complutense de ortogonales maltiples
Madrid

16:30-17:00 Alfredo Deafio Algunos avances recientes en el andlisis de
Universidad Carlos Ill de Madrid polinomios ortogonales matriciales
Andrei Martinez Finkelshtein

17:00-17:30 Universidad de Almeria & Baylor Ceros de polinomios y probabilidad libre
University

17:30-18:00 Problemas abiertos

18:00

21:.00 ena ¢ ongreso

"Una vez terminada la excursion habra un autobus que nos llevara a la UAL.




I  Resumenes de las conferencias

Coeficientes de Verblunsky
Manuel Alfaro Garcia
Universidad de Zaragoza

Los coeficientes de Verblunsky desempenan un papel fundamental en la teoria de polinomios
ortogonales sobre la circunferencia unidad. En esta charla se intentara justificar esta afirmaciéon y
se comentara la “curiosa” historia de estos elementos.

Transformacion inversa de Darboux y productos de Sobolev
Maria José Cantero
Universidad de Zaragoza

La denominada transformacion de Darboux consiste en la factorizacion de un operador auto-adjunto
como producto de otros dos cuya permutacién proporciona un nuevo operador auto-adjunto.

Al aplicarla a matrices de Jacobi resulta equivalente a una modificacién de Christoffel de la corres-
pondiente medida de ortogonalidad. Su inversa, la transformacion de Geronimus, divide la medida
de ortogonalidad por un polinomio de grado uno y anade un posible punto de masa.

En el caso de matrices CMV, dicha transformacion requiere una modificacion previa de tales matrices
unitarias para transformarlas en auto-adjuntas. La transformacion de Darboux asi generada es
equivalente también a una modificacion de Christoffel de la medida. Sin embargo, la transformacion
inversa de Darboux conduce a soluciones que no son unitarias ni matrices banda que denominamos
soluciones espurias.

En esta comunicacion expondremos la transformacion inversa de Darboux para matrices CMV
haciendo especial hincapié en estos inconvenientes. Mostraremos como dichas soluciones espurias
estan asociadas a ciertos productos de Sobolev y utilizaremos determinada conexién con polinomios
ortogonales matriciales para su obtencién.

Trabajo conjunto con Leandro Moral y Luis Veldzquez. La primera parte de este trabajo ha sido
obtenido en colaboracion con el Profesor Francisco Marcelldn.



Funciones de Bessel y analisis arménico discreto

Oscar Ciaurri

Universidad de La Rioja

El objetivo de esta charla es presentar el rol central que las funciones de Bessel modificadas de pri-
mera especia juegan en el analisis armonico asociado con un laplaciano discreto multidimensional.

Probaremos que ciertas propiedades de estas funciones nos permiten analizar operadores clasicos
del analisis armonico en nuestro contexto discreto.

Algunos avances recientes en el analisis de polinomios ortogonales matriciales
Alfredo Deano

Universidad Carlos Il de Madrid

Presentamos algunos resultados recientes sobre propiedades de polinomios ortogonales matricia-
les, incluyendo identidades algebraicas y diferenciales que son de interés en el area de sistemas
integrables, asi como desarrollos asintéticos de polinomios matriciales de tipo Jacobi y Gegenbauer
cuando el grado tiende a infinito.

Esta charla estd basada en trabajo conjunto con Lucia Morey (Universidad Nacional de Cérdoba,

Argentina), Arno B. J. Kuijlaars (KU Leuven, Bélgica) y Pablo Romdn (Universidad Nacional de
Cordoba, Argentina).

Pasandolo bien con las seforas de Bessel

Antonio Durdn

Universidad de Sevilla

A cuenta del 101 aniversario de la publicacién de la obra maestra de G.N. Watson, se propone un

método que permite calcular explicitamente la suma de una infinidad de series de Bessel en varias
variables.



Estructura de simetria de starbursts
Lidia Ferndndez
Universidad de Granada

Al observar una estrella en condiciones de poca luz, la mayoria de las personas perciben algunos
patrones simétricos estructurados, a los que se ha denominado starbursts. Los patrones starburst
pueden ser muy diversos, pero algunos tipicos son aquellos en los que un area central brillante
esta rodeada de picos de intensidad claramente marcados (puntas de estrella) [2,3]. Estos patrones
luminosos se forman debido a las imperfecciones en los elementos 6pticos del ojo humano, que se
describen matematicamente mediante una expansion en polinomios de Zernike. Basandonos en la
profunda relacién de la aberracion del frente de onda y los patrones de causticas que preservan la
simetria con las propiedades de algunos puntos singulares de las funciones de curvatura de los
polinomios clasicos de Zernike [1], en este trabajo investigamos una explicacién teorica de los tipos
de simetrias y el nUmero de puntas de las estrellas.

Trabajo conjunto con S. Barbero (CSIC - Instituto de Optica Daza de Valdés (10-CSIC)), A. M. Delgado
(IMAG y Departamento de Matemdtica Aplicada, Universidad de Granada) y T. E. Pérez (IMAG y
Departamento de Matemadtica Aplicada, Universidad de Granada).

Referencias

[1] Barbero, S, Bradley, A, Lopez-Gil, N, Rubinstein, J, Thibos, L. Catastrophe optics theory unveils
the localised wave aberration features that generate ghost images. Ophthalmic Physiol Opt. 2022;
42:1074- 1091.

[2] ). Rubinstein, “On the geometry of visual starbursts,” J. Opt. Soc. Am. A 36(4), B58-B64 (2019).
[3] R Xu, L.N Thibos, N. Lopez-Gil, P. Kollbaum, and A. Bradley, “Psychophysical study of the optical
origin of starbursts,” J. Opt. Soc. Am. A. 36(4), B97-B102, (2019).



Proceso de simetrizacion y polinomios ortogonales truncados
Juan Carlos Garcia Ardila
Universidad Politécnica de Madrid

En esta charla presentamos la familia de polinomios de Laguerre truncados (P, (x; z)),>0, los cuales
son ortogonales respecto al funcional lineal

(£,p) = / p(r)x“e “dx, z>0, «o>-—L.
0
Dicho funcional satisface la ecuacion distribucional
D(xz(z—2)€) + (—z(z+2+a—z)+2(1—a))£=0.

Usando el proceso de simetrizacion, construimos los polinomios generalizados de Hermite trunca-
dos, los cuales son ortogonales respecto al funcional

\/E 2
(h,p) = / pla) |22 e da
v

Estos polinomios seran semiclasicos de clase 2 si « = —1/2,y de clase 3, if &« # —1/2. Tomando
en cuenta las propiedades de los polinomios de Laguerre truncados y su estrecha relacion con los
polinomios de Hermite truncados, las ecuaciones de Laguerre-Freud, los operadores de crecimiento
y decrecimiento, asi como las correspondientes ecuaciones diferenciales holonomicas que ellos
satisfacen son deducidas.

Como aplicacion, estudiamos la interpretacion electrostatica de los ceros de (P,(x; 2))n>0 Y
(Sn(x; 2))n>0 asi como el comportamiento de estos ceros en términos de la variable z.

Finalmente, proveemos una recurrencia de orden dos para los momentos de £y h, respectivamente,
también como las ecuaciones diferenciales de Painlevé respecto a la variable z que los coeficientes
on(2) satisfacen, donde b,,(z) = 0y,41(2) —0,,(2). Aqui (b,,(2))n>0 Y (an(2))n>1 SoN los coeficientes
de la relacién de recurrencia

x Po(2;2) = Poy1 (w5 2) + bu(2) Po(; 2) + an(2) Poi(7;2), n2>0,

P i(z;2) =0, Py(z;z)=1.

Trabajo conjunto con Diego Dominici (Research Institute for Symbolic Computation, Johannes Kepler
University Linz) y Francisco Marcelldn (Universidad Carlos Il de Madrid).
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Catalogo de los polinomios ortogonales excepcionales
Maria Angeles Garcia Ferrero
Universidad de Barcelona

Pensemos en un sistema de polinomios ortogonales que son autofunciones de problemas de
Sturm-Liouville y que forman una base completa en un espacio L2 con peso. Si en dicho sistema
encontramos polinomios de todos los grados, entonces tendremos basicamente polinomios de
Hermite, Laguerre o Jacobi. Si por el contrario a la secuencia de grados le falta un niimero finito de
naturales, tendremos un sistema de polinomios ortogonales excepcionales.

En esta charla nos centraremos en la clasificacién de dichos polinomios excepcionales, basandonos
en su construccién a partir de polinomios clasicos y transformaciones de Darboux racionales.

Trabajo en colaboracion con D. Gomez-Ullate y R. Milson.

Estrategias Computacionales para la Evaluacién de Funciones Hipergeométricas
Confluentes

Amparo Gil
Universidad de Cantabria

Las funciones hipergeométricas confluentes (CHFs) aparecen en infinidad de aplicaciones en Fisica
e Ingenieria. A pesar de su importancia, hay disponibles un niimero muy limitado de algoritmos
gue permitan (con precision verificada) el calculo de cualquiera de las soluciones estandar de la
ecuacion de Kummer en los casos de pardmetros reales o complejos. De hecho, algunas de las
cuestiones que mas frecuentemente se nos plantean por parte de investigadores de otras areas
cientificas o tecnoloégicas, son las relativas al calculo de CHFs. Recientemente, hemos abordado el
calculo de la funciones de Kummer U (a, b, x) y M (a, b, ) para valores positivos de los parametros
([11,[2]). En esta charla, haré un resumen de los resultados obtenidos y comentaré estrategias en
las que estamos trabajando que permiten extender el calculo de estas funciones para otros rangos
de parametros (reales y complejos).

Referencias

[1] Gil, A., Ruiz-Antolin, D., Segura, J., Temme, N.M. Computation of the confluent hypergeometric
function U (a, b, z) and its derivative for positive arguments. Numer. Algor. (2023). https://doi.
org/10.1007/s11075-023-01515-y.

[2] Gil, A., Ruiz-Antolin, D., Segura, J., Temme, N.M. Computation of the confluent hypergeometric
function M (a, b, x). Enviado.
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Asintotica relativa de polinomios ortogonales multiples
Guillermo Lopez Lagomasino
Universidad Carlos Il de Madrid

Considerense dos sucesiones de polinomios ortogonales (¢, ),>0, (Pn)n>0 cON respecto a du and
pdpu, respectivamente, donde p es una medida finita y positiva de Borel soportada en un intervalo
acotado A de la recta real y p es una funcién positiva en A, integrable con respecto a . A finales
de los ochenta, A. Maté, P. Nevai, y V. Totik por una parte y E.A. Rakhmanov por otra, publicaron
una serie de articulos relacionados con la existencia de lim,, _,, p,./¢, bajo restricciones adecuadas
sobre 11y p (sin asumir que u estuviese en la clase de Szeg6). Desafortunadamente, condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de tal limite no fueron dados y es un problema que
permanece abierto hasta nuestros dias. Desde entonces, la teoria de polinomios ortogonales
multiples, en la cual las condiciones de ortogonalidad se distribuyen entre las medidas de un
sistema, ha logrado notables avances. Esto es particularmente cierto en el caso de los llamados
sistemas de Nikishin que bajo condiciones adecuadas tienen familias de polinomios ortogonales
multiples que exhiben comportamiento asintético logaritmico, del cociente, o fuerte, segln el
caso. Nosotros damos condiciones suficientes para la existencia de la asintética relativa de dos
sucesiones de polinomios ortogonales multiples con respecto a sendos sistemas de Nikishin que
son comparables en generalidad a las dadas en el caso escalar por los autores anteriormente
mencionados. Por ejemplo, nuestro resultado contienen el caso en que el segundo sistema de
Nikishin se obtiene perturbando las medidas generadoras del primero con funciones continuas y
positivas.

Trabajo conjunto con A. Lopez-Garcia.

Algunos aspectos de los polinomios ortogonales multiples
Manuel Marnas
Universidad Complutense de Madrid

En estas charla revisamos nuestras ultimas investigaciones sobre ortogonalidad multiple. Hablare-
mos del teorema de Favard espectral para matrices acotadas banda que admitan una factorizacion
bidiagonal positiva y los polinomios ortogonales multiples mixtos. También, comentaremos el
reciente hallazgo de expresiones hipergeométricas para los polinomios ortogonales multiples de
Hahn y todos sus descendientes en el esquema de Askey multiple. Por ultimo, se aplicaran estas
ideas a los cadenas de Markov finitas, indicado el procedimiento y las propiedades estadisticas de
los mismos.
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Pares coherentes de medidas de segunda clase en la recta real y polinomios
ortogonales de Sobolev

Francisco Marcelldn
Universidad Carlos Il de Madrid

En esta charla analizamos sucesiones de polinomios {S,,(x; v, 1) } >0 Ortogonales con respecto
al producto escalar de Sobolev

(f)s = [ @gta)d+ s [ 1)g @yin(a),

donde s > 0y (v, 1) es un par coherente de medidas positivas de segunda clase en la recta

real (CPPM2K en la recta real, de su acronimo en inglés). Esto significa que las correspondientes

sucesiones de polinomios ortogonales moénicos { P, (z; v ) }n>0, k = 0, 1, estan relacionadas de la
siguiente forma

P (x;v)

n+1\+% Y0
— = =P, (x;1n) — TP (x11), n>1.
i (x511) @iv), 0>

La descripcion de los CPPM2K se ha hecho en [1].

Se analizan las propiedades de tal sucesion de polinomios y las formulas de conexién que satisfacen
con los polinomios ortogonales con respecto a la medida v,. Se aborda un ejemplo particular de
un CPPM2K en la recta real donde una de las medidas es la medida de Jacobi. En particular, se
trata la relacion que los coeficientes de conexion tienen con los polynomials de Wilson (ver [2]). Se
plantean algunos problemas abiertos.

Trabajo conjunto con M. Hancco-Suni, G. A. Marcato, A Sri Ranga y Yen Chi Lun, Department of
Mathematics, IBILCE, UNESP, Brazil.

Referencias

[1] M. Hancco-Suni, G. A. Marcato, F. Marcellan, A. Sri Ranga, Coherent pairs of moment functionals
of the second kind and associated orthogonal polynomials and Sobolev orthogonal polynomials, J.
Math. Anal. Appl. 525 (2023), no. 1, 127118, 32 pp.

[2] G. A. Marcato, F. Marcellan, A. Sri Ranga, Yen Chi Lun, Coherent pairs of measures of the second
kind on the real line and Sobolev orthogonal polynomials. An application to a Jacobi case, Studies
Appl. Math. 151 (2023) no. 2, 475-508.

13



Ceros de polinomios y probabilidad libre

Andrei Martinez Finkelshtein

Universidad de Almeria & Baylor University

En esta charla voy a discutir brevemente algunas nociones de probabilidad libre (“free probabi-
lity”), tales como convolucién libre de medidas y polinomios, y sus recientes (y algo inesperadas)
aplicaciones a dos problemas en analisis:

(1) el “flujo” de ceros de sucesion de polinomios bajo diferenciacion consecutiva, y

(2) estudio de ceros reales de polinomios hipergeométricos, su entrelazamiento, monotonia y
asintotica.

Algunas aplicaciones de la Aproximacion Constructiva en Ingenieria de Control y
Automatica

Ramon Orive
Universidad de La Laguna

En esta charla abordaremos las aplicaciones de dos importantes herramientas de la aproximacion
constructiva de funciones a la Ingenieria de Control y Automatica. Concretamente, examinaremos
el empleo de férmulas de Cubature (Integracion Numérica) en el disefo de Filtros Digitales (Baye-
sianos) en Ingenieria de Control, mejorando en particular los resultados proporcionados por el
conocido Cubature Kalman Filter. Por otra parte, consideraremos el uso de Interpolantes Racionales
con polos libres y un Gnico nodo (Aproximantes de Padé) o varios nodos (Aproximantes de Padé
Multipuntuales) para aproximar Funciones de Transferencia de orden Fraccionario.

Trabajo conjunto con L. Acosta, D. Acosta y J. C. Santos (ULL).
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Caracterizaciones de los pares de tipo Lax para polinomios ortogonales bivaria-
dos

Teresa E. Pérez
Universidad de Granada

Es bien conocido que los sistemas de polinomios ortogonales ménicos bivariados, escritos como
sucesiones de vectores de polinomios de igual grado y tamano creciente, satisfacen dos relaciones
a tres términos con coeficientes matriciales. En este trabajo consideramos sistemas de polinomios
ortogonales moénicos asociados a funciones peso dependientes de un parametro temporal, y
estudiamos el par de tipo Lax para los coeficientes de las relaciones a tres términos. Deducimos
caracterizaciones de estos pares de tipo Lax relacionando el sistema de tipo Toda, la forma explicita
de peso, la funcién de Stieltjes y los momentos, entre otras.

Este trabajo es conjunto con A. Branquinho, A. Foulquié-Moreno and M. A. Piiar.

Medidas de Khrushchev en la recta real
Luis Veldzquez
Universidad de Zaragoza

Cualquier sucesion p,, de polinomios ortonormales genera una sucesion |p,|*dm de medidas
-medidas de Khrushchev- a partir de la correspondiente medida de ortogonalidad m. Diversos
resultados en la literatura muestran como la asintética de las medidas de Khrushchev codifica de
forma especialmente efectiva propiedades cualitativas de los propios polinomios ortogonales y
parametros asociados. El objetivo de la charla es discutir posibles comportamientos anémalos de las
medidas de Khrushchev en situaciones menos estudiadas. Centraremos la atencién en el problema
de la convergencia de las medidas de Khrushchev en la recta en dos casos emblematicos: medidas
de soporte no acotado y medidas matriciales. La exposicion no pretende cerrar los problemas
planteados -bajo estudio a dia de hoy-, sino mostrar la inesperada riqueza y complejidad que
encierran este tipo de cuestiones.

Trabajo conjunto con Maria José Cantero y Leandro Moral (U Zaragoza).
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Resumenes de pésteres [

Condiciones sobre autovalores y autopolinomios de operadores diferenciales
ordinarios de orden superior

Luis Miguel Anguas
Saint Louis University, (Madrid Campus, Espana)

Dado un operador diferencial de orden finito

consideramos la secuencia de autovalores { ), } y la secuencia de polinomios { P, } que son auto-
funciones de L, es decir,

a;i(v)0.P,(x) = N\, P(2), VYn €N.

i=1

El primer objetivo de este trabajo es mostrar que cada autovalor \; conz > N se puede expresar
como una combinacién lineal de {\q, ..., Ay }.

Por otra parte, definimos una secuencia {5§Lk)} como

51(1k) - Z (T'L>Z'!ai7i—k:7 k= 07 ]-a sy T
1

i=k

donde a;;_,i = k,...,n son los coeficientes de a;(x), es decir,

al(:c) = CLi’Z’IZ + 4 ;1T -+ Qa;0-

Esta secuencia juega un papel fundamental a la hora de obtener la expresion explicita de los
autovalores y las autofunciones. Entonces, nuestro segundo objetivo es mostrar que para un
valor fijo de k, cada 6§Lk), n > N, depende linealmente de 5,&“, ce 5](5). Por ultimo, estudiaremos

algunos casos particulares.
Trabajo conjunto con Dolores Barrios (Universidad Politécnica de Madrid).
Agradecimientos: Trabajo parcialmente financiado por la Agencia Estatal de Investigacion, Ministe-

rio de Ciencia e Innovacién, mediante los proyectos PID2019-106362GB-100 y PID2021-122154NB-
10.
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Un Modelo de Juego para la Cooperativa de Comercializacion en la Pesca
Ana Belén Castano-Ferndndez
Universidad de Almeria

La mayoria de aplicaciones de la Teoria de Juegos en la pesca estan centradas en el estudio del conflicto
de intereses en la explotacion del mismo recurso [1], por pescar en las mismas aguas. Trabajos previos,
como en [2], muestran como una solucion no cooperativa (un Equilibrio de Nash particular) es obtenida
mediante el conflicto entre la Cooperativa de comercializacion y sus miembros. El conflicto es el siguiente:
Para una compania pesquera puede resultar ventajoso formar parte de una Cooperativa para conseguir
mejorar sus condiciones de venta en la comercializacién del pescado. Sin embargo, al final de un ciclo de
pesca, cada miembro de la Cooperativa puede decidir vender parte de su produccion en el mercado libre (si
el precio del mercado es mayor que el precio contratado con la Cooperativa). Este precio del mercado libre
es determinado por el Oligopolio tipo Cournot, [3].

El modelo de evolucién de la poblaciéon de peces, incluyendo el proceso de pesca, esta basado en una
dindmica clasica logistica, con esfuerzo de pesca constante (mismo nimero de embarcaciones), [4]. En dicho
modelo, las compafiias (jugadoresi = 1, ..., n) pescan por un periodo 7', vendiendo todo su pescado a la
Cooperativa por el precio contratado. Sin embargo, como hemos mencionado con anterioridad, si el precio
actual del mercado libre es mayor que el contratado, entonces dichas compafias pueden decidir vender sélo
una porcién de sus capturas a la Cooperativa, z; € [0, 1] (estrategia del jugador i), y el resto en el mercado
libre. En esta situacion, la Cooperativa puede penalizar a las pesqueras por “infidelidad”, siendo la multa
proporcional al beneficio extra conseguido. Por lo tanto, la estrategia de la Cooperativa y € [0, 1] mide la
intensidad para sancionar.

Notando z = (z1,...,x,), definimos z := (x,y) € [0,1]" x [0, 1] como la multi-estrategia del juego G,
donde la funcién de ganancia de cada uno de los miembros de la cooperativa es f;(z, y), ganancia=ingresos-
gastos-multa, y para la Cooperativa, f,,+1(z,y), la suma de las multas recogidas.

Una solucidn cooperativa de un juego G esta basada en la Optimalidad de Pareto: Si P es el conjunto (normal-
mente infinito) de valores 6ptimos Paretode f(z) = (fi1(2), ..., fa+1(2))yQ = (méx fi(2),..., max fry1(2))
es el valor ideal del juego, entonces la solucidn casi-ideal de G es una multi-estrategia z* tal que f(2*) es el
punto en P mas cercano a {2.

En conclusion, mientras los ciclos de pesca se repitan, podemos comparar las ganancias totales de acuerdo
a ambas soluciones, obteniendo que la ganancia total es siempre mayor que en el caso cooperativo, esto es,
cuando es empleada en el juego la solucion casi-ideal.

Trabajo conjunto con Inmaculada Lépez (Universidad de Almeria), Manuel Gdmez (Universidad de Almeria) y
Zoltan Varga (Hungarian University of Agriculture and Life Sciences, Hungria).

Agradecimientos: La autora A.C-F. cuenta con el apoyo del Ministerio de Ciencia e Innovacién de Espanay
(FEDER) (Proyecto PID2021-124472NB-100), por el Grupo de Investigacion FQM-0229 y, tanto A.C-F como I.L.
por CDTIME de la Universidad de Almeria.
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Interpolacion multipaso con funciones de base radial de soporte compacto
Sergio Diaz Elbal
Universidad de Almeria

Presentamos un método de interpolacién multipaso con CS-RBF junto con un algoritmo de thinning
basandonos en el trabajo de Floater e Iske [2] . Nuestro objetivo era mostrar su utilidad como
algoritmo de reduccién de datos en la interpolacién con CS-RBF de una funcion test en centros
generados aleatoriamente, asi como continuar el trabajo realizado en [1]. El algoritmo de thinning
hace uso de la Triangulacion de Delaunay para, por un lado, mantener la uniformidad de los
subconjuntos al eliminar puntos, y por otro, encontrar una Buena aproximacion para un pardmetro
de forma para la interpolacién en cada paso, generando una secuencia anidada de subconjuntos
del conjunto original de centros X. El esquema de interpolacién se divide en M pasos, en los
primeros pasos se captan los detalles mas grandes y en los Gltimos, aquellos detalles menores.

Para probar la efectividad de la técnica de reduccién de datos, interpolamos una funcién test f, con
M = 4 pasos, y llevamos a cabo nuestro algoritmo de interpolacién multipaso en 4 subconjuntos
de X : X1,X2, X3, X4 = X,con N1 = 30, N2 = 60, N3 = 500, N4 = 2000 centros,
respectivamente. Asi, obtenemos subsiguientes interpolantes que vemos representados en la
Figura 1.

Figura 1: Interpolantes de f: s1, s1 + s2,s1 +s2 + s3 ysl + s2 + s3 + s4.

Hemos representado a los interpolantes en una malla rectangular de 100 x 100 en el compacto
Q2 =10,1] x [0, 1], y hemos medido la precision comparando con los valores reales de la funcién
test. Hemos obtenido ademas el parametro de uniformidad p en cada paso del algoritmo de
thinning. Hemos probado la efectividad de este método como una estrategia para la reduccion
de datos. Hemos encontrado que, para el caso de esta funcion, es posible no perder precisiéon
incluso al reducir drasticamente los datos. El RSME relativo en cada paso ha sido un 0,0295 %
de error con 2000 centros, y un 0,0644 % de error con 500 centros. Hemos medido nuestro
parametro de uniformidad p, y es monétonamente decreciente después de N = 487 centros, lo
que corroboramos con nuestros resultados numéricos.

Trabajo conjunto con Dario Ramos Lopez (Universidad de Almeria).

Agradecimientos: SDE y DRL agradecen el apoyo del Departamento de Matematicas de la Universi-
dad de Almeria.
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Productos internos matriciales de Sobolev, autovalores generalizados y ceros de
polinomios

Carmen Escribano
Universidad Politécnica de Madrid

En un marco general de productos internos inducidos por matrices infinitas hermitianas definidas
positivas en el espacio de polinomios, se han obtenido algunos resultados aplicados al problema
de acotacion del conjunto de ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev. Estos resultados
derivan del analisis del comportamiento asintético de los autovalores generalizados de matrices
hermitianas ([1] y [2]). En este contexto, presentamos nuevos aspectos matriciales y se exploran
varios ejemplos. Este es un trabajo conjunto con Raquel Gonzalo.

Trabajo conjunto con Raquel Gonzalo (Universidad Politécnica de Madrid).
Agradecimientos: Work partially supported by grant MadQuantum-CM supported by MCIN with

funding from European Union NextGenerationEU (PRTR-C17.11) and funding from the Comunidad
de Madrid.
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Polinomios de tipo | Jacobi-Pineiro y Laguerre para p > 2 medidas

Juan Enrique Ferndndez Diaz

Universidade de Aveiro (Portugal)

Para los correspondientes sistemas de un nimero general p > 2 de medidas; aqui se dan expresio-

nes explicitas para los polinomios ortogonales multiples de tipo | de Jacobi--Pifeiro y Laguerre de
primera clase, presentados en términos de funciones hipergeométricas multiples.
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Aproximaciones analiticas de una integral caracteristica de problemas en la
Elastodinamica

Chelo Ferreira

Universidad de Zaragoza

En este trabajo se estudia la integral fOOO %dt. Esta integral, surge con la aplicacion de la
transformada de Hankel para modificar los desplazamientos de un perfil de suelo en capas desde
el dominio de la frecuencia, al dominio espacial en problemas tridimensionales en elastodinamica;
en particular, la contribuciéon de un modo genérico de valor propio s al desplazamiento dindmico
en coordinadas cilindricas. Para esta integral no se conocen representaciones analiticas que permi-
tan su evaluacién exacta. Aqui, presentamos desarrollos asintéticos y convergentes para valores
pequenos de la variable s, y para valores pequefos de los parametros r y RR. La obtencion de estos

desarrollos se ha realizado usando la integral de convolucion de Mellin. Finalmente, con algunos
experimentos numéricos mostramos la precisién de las aproximaciones obtenidas.

Trabajo conjunto con José L. Lépez (Universidad Publica de Navarra y INAMAT) y Ester Pérez Sinusia
(Universidad de Zaragoza).

Comportamiento asintotico de polinomios multiortogonales asociados a un mo-
delo de cola

Ulises Fidalgo Prieto

Case Western Reserve University, Cleveland, (Ohio, USA)

Se describe el comportamiento asintético (en sentido fuerte) de los polinomios multiortognales,
tanto de tipo | como de tipo Il, que aparecen en una expresion integral de la funcion de probabilidad

de transiciéon correspondiente a un modelo de cola. En dicho modelo los clientes son atendidos en
grupos con un numero fijo de miembros y de manera simultanea.
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El oscilador no-lineal de Darboux lll: solucion exacta y entropia de Shannon
Ivan Gutierrez-Sagredo
Universidad de Burgos

En este poster se presentan algunos resultados recientes [1] relativos a la entropia de Shannon
[2] para el oscilador cuantico de Darboux lll. El oscilador de Darboux Il [3] es un modelo no-
lineal exactamente soluble en N dimensiones, definido sobre un espacio radialmente simétrico
con curvatura no constante negativa. Este oscilador se puede interpretar como una deformacién
superintegrable del oscilador arménico /N-dimensional en términos de un parametro A no-negativo
gue esta directamente relacionado con la curvatura del espacio. Ademas, las autofunciones exactas
se pueden expresar en términos de los polinomios de Hermite y Laguerre de forma similar al
oscilador arménico.

En particular, se puede calcular analiticamente la entropia de Shannon en el espacio de posiciones
para el sistema N-dimensional, recuperando los resultados conocidos para los estados cuanticos
del oscilador armoénico [4] en el limite A — 0 (curvatura nula). Sin embargo, la transformada de
Fourier de sus autofunciones no se puede calcular de forma sencilla, lo que impide realizar un
estudio analitico de la entropia en el espacio de momentos.

Por esta razon, en este caso realizamos un estudio numérico, encontrando que al aumentar el
valor absoluto de la curvatura (mediante un A mayor) la entropia de Shannon en el espacio de
posiciones crece, mientras que en el espacio de momentos decrece. Este resultado es consistente
con las propiedades de dispersion de las funciones de onda de este oscilador no lineal.
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Comportamiento de ceros de polinomios ortogonales ¢-Hermite de tipo Sobolev
de orden superior

Edmundo J. Huertas
Universidad de Alcala

En este trabajo, analizamos la familia de polinomios ortogonales mdnicos g-Hermite moénicos
de tipo Sobolev de orden superior, denotados como {H,,(z; ¢) }»>0, los cuales son ortogonales
respecto al siguiente producto interno no estandar que involucra g-diferencias:

(P a)s = / (@) (@) (ar. gz 0)d(2) + A (D})(0:0) (D) o 0).

donde g ¢ [—1,1], A > 0, DZ denota la j-ésima g-derivada, y (¢z, —qz; ¢)d,(x) denota el peso
de ortogonalidad con los saltos variando en progresién geométrica. Entre otros resultados analiticos,
para valores reales de gqa ¢ [—1, 1], presentamos limites detallados y un analisis completo del
comportamiento asintético de sus ceros a medida que el pardametro ) varia de cero a infinito.

Trabajo conjunto con Alberto Lastra (Universidad de Alcald), Anier Soria-Lorente (Universidad de
Granma, Cuba) y Victor Soto-Larrosa (Universidad de Alcald).

Agradecimientos: Esta investigacion se ha realizado durante la visita de EJH al ICMAT (Instituto de
Ciencias Matematicas), de enero-2023 to a enero-2024 bajo el programa Ayudas de Recualificacion
del Sistema Universitario Esparol para 2021-2023 (Convocatoria 2022) - R.D. 289/2021 de 20 de
abril (BOE de 4 de junio de 2021). Este autor agradece al ICMAT, a la Universidad de Alcala, y al Plan
de Recuperacion, Transformacion y Resiliencia (NextGenerationEU) del Gobierno de Espafia su
apoyo.
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Propiedades asintéticas de sucesiones greedy en el circulo unidad
Abey Lopez Garcia
University of Central Florida

Las sucesiones greedy son una generalizacion de las sucesiones de Leja que satisfacen la siguiente
propiedad extremal. El potencial de Riesz generado por los N primeros puntos de la sucesién se
minimiza en el punto N + 1 de la sucesion para cada V. Se describen las propiedades asintéticas
de los valores minimos del potencial en términos de ciertas funciones aritméticas f(/NV) con
la propiedad f(N) = f(2N) para cada N entero positivo. Los valores minimos normalizados
apropiadamente forman una sucesion acotada y divergente, y en este trabajo se demuestra que
cada valor entre el limite superior y el limite inferior es punto limite de la sucesién normalizada.
Se da una expansion asintética finita de los valores minimos del potencial en donde aparecen la
funcion zeta de Riemann y la constante de Euler.

Trabajo conjunto con Erwin Mifa-Diaz.

Aproximacion por polinomios en espacios de Sobolev asociados a funcionales de
momentos clasicos

Misael Marriaga
Universidad Rey Juan Carlos

Sea u un funcional de momentos asociado a los polinomios ortogonales clasicos de Hermite,
Laguerre o Jacobi. Estudiamos la aproximacion por polinomios en H" (u), el espacio de Sobolev que
consiste en las funciones cuyas derivadas de orden consecutivo hasta r pertenecen al espacio L?
asociado a u. Este estudio requiere de la aproximacién simultanea de una funcién f y sus derivadas
de orden consecutivo hasta N < r. Construimos explicitamente polinomios ortogonales que
consiguen esta aproximacion simultanea y proveemos una estimacién del error de aproximaciéon
en términos de £, (f(")), es decir, el error de la mejor aproximacién de f() en L?(u).

Trabajo conjunto con Juan Carlos Garcia Ardila.
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Matrices degeneradas generalizadas de Bernoulli y Euler

Yamilet Quintana

Universidad Carlos Ill de Madrid

Presentamos algunos resultados recientes sobre propiedades algebraicas de matrices degeneradas
generalizadas de Bernoulli y de Euler. En particular, mostramos formulas de inversion matricial
asociadas a estas matrices. Ademas, proporcionamos propiedades analiticas para la matriz de
Pascal degenerada generalizada de primer tipo, y la factorizacién correspondiente para las matrices

degeneradas generalizadas de Euler.

Trabajo conjunto con Juan Herndndez y Dionisio Peralta (Universidad Auténoma de Santo Domingo,
Reptiblica Dominicana).
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Comportamiento asintético de los ceros de algunos casos de la G—funcion de
Meijer

Cristina Rodriguez-Perales
Universidad de Almeria

La asintética tipo Mehler-Heine se caracteriza por establecer una relacion limite entre ciertos
polinomios reescalados y funciones de Bessel de primera especie (ver [3]). En este trabajo, se
aborda el estudio de este tipo de asintética local para ciertos casos particulares de la G-funcién
de Meijer (ver [2]). Con tal fin, se utiliza la formula tipo Mehler-Heine obtenida para polinomios
hipergeométricos (ver [1]).

Ademas, como consecuencia de nuestro resultado y utilizando el conocido teorema de Hurwitz,
se obtiene el comportamiento asintético de los ceros de esta funcion. Finalmente, se muestran
algunos experimentos numéricos que ilustran la convergencia de los ceros de la G—funcion de
Meijer a los ceros de la funcién limite.

Trabajo conjunto con Juan Francisco Mafias Mafias y Juan José Moreno Balcdzar (Universidad de
Almeria).
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Ceros débiles de polinomios ortogonales en varias variables
José Luis Ruiz Benito
Universidad de Granada

Los ceros de un polinomio ortogonal de una variable con respecto a un funcional definido positivo
son un conjunto finito de puntos de la recta real. Para cada grado, este polinomio ortogonal es (nico,
salvo una constante multiplicativa, por lo que sus ceros son en realidad una propiedad del funcional.

Para un polinomio ortogonal de varias variables, tradicionalmente se han considerado sus ceros
como las curvas parametrizadas en las que el polinomio se anula. Asi al expresar los polinomios
ortogonales de un cierto grado en forma de vector, no siempre es posible encontrar ceros comunes
y, al obtener otro vector de polinomios ortogonales multiplicando por una matriz regular, los ceros
cambian completamente.

En este trabajo introducimos una nueva definicién de ceros para polinomios de varias variables,
gue generaliza la definicion de cero en una variable y mediante la cual el conjunto de ceros de un
vector de polinomios ortogonales es una propiedad intrinseca del funcional. Ademas, analizamos
algunas propiedades en familias relevantes.
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Ecuaciones momento-diferenciales de segundo orden y polinomios ortogonales
Victor Soto Larrosa
Universidad de Alcala

En este trabajo se lleva a cabo la construccién de nuevas secuencias polinomiales que son solucién
de determinadas ecuaciones momento-diferenciales de segundo orden. Estas ecuaciones involu-
cran al operador derivada de momentos, introducido recientemente en el estudio de soluciones
formales de ecuaciones funcionales y estan determinadas por los elementos de una secuencia de
momentos general. La versatilidad de estas ecuaciones momento-diferenciales nos permite recupe-
rar las ecuaciones diferenciales ordinarias de las que surgen las familias de polinomios ortogonales
clasicos para una eleccion particular de la secuencia de momentos. Ademas, otras elecciones nos
conducen al estudio de familias de soluciones de ecuaciones funcionales de distinta naturaleza,
donde nos centraremos principalmente en el estudio de ecuaciones diferenciales fraccionarias
y ecuaciones en g-diferencias, generalizando en este Ultimo caso a los polinomios ¢g-ortogonales
clasicos.

Trabajo conjunto con Edmundo J. Huertas (Universidad de Alcald) y Alberto Lastra (Universidad de
Alcala).

Ortogonalidad multiple multivariada
Juan Antonio Villegas Recio
Universidad de Granada

En los Gltimos anos se ha extendido el estudio de una generalizacién de la ortogonalidad estandar:
la ortogonalidad multiple, la cual, a grandes rasgos, se caracteriza por permitir que un polinomio
sea ortogonal a los de grado inferior con respecto a distintas medidas. Sin embargo, esta teoria esta
siendo muy estudiada en una Unica variable. En este péster presentaremos una generalizacién de
las definiciones ya existentes a polinomios multivariados y algunas extensiones de los principales
resultados.
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Informacion de utilidad [

:Como llegar a la UAL?

Desde la organizacion recomendamos algunas formas de llegar a la Universidad de Almeria (UAL):
Viaje de ida:

Desde el centro de Almeria la mejor opcion para llegar a la UAL es caminar unos minutos hasta
el “Paseo de Almeria”. A lo largo de esta calle hay varias paradas de bus. En estas paradas pasan
las lineas L11 (ver info aqui) y L18 (ver info aqui). En estos enlaces se pueden consultar todos los
horarios y el itinerario completo.

Viaje de vuelta:

Para volver en bus desde la UAL al centro de Almeria recomendamos coger las lineas L12 (ver info
aqui) o la Linea L18 (ver info aqui).

En caso de coger la Linea L12 hay que bajarse entre las paradas “Rambla-Oliveros” y “Rambla 54",
dependiendo de la ubicacion del hotel elegido.

En caso de tomar la Linea L18 hay que bajarse entre las paradas “Rambla-Oliveros” y “Pablo Iglesias”,
dependiendo de la ubicacion del hotel elegido.

Otras ubicaciones:
Para los participantes que decidan quedarse en hoteles mas lejanos del centro, para llegar a la

UAL consultar la pagina oficial de SURBUS. Y por supuesto, siempre esta la opcién de usar Google
Maps.
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https://www.surbusalmeria.es/linea/11
https://www.surbusalmeria.es/linea/18
https://www.surbusalmeria.es/linea/12
https://www.surbusalmeria.es/linea/12
https://www.surbusalmeria.es/linea/18
https://www.surbusalmeria.es

Red WIFI

Los asistentes al encuentro disponen de una red WIFI. Los datos son:

- Nombre de la red WIFI: Congreso

- Contrasena: UAL@2=23

Lugar del encuentro

El encuentro tendra lugar en la Sala de Conferencias y en el Aula 1 del EDIFICIO DE CIENCIAS DE LA
SALUD de la UAL.

Para llegar a este edificio, hay que tener en cuenta que el campus universitario de la UAL cuenta
con 2 paradas de bus, la parada sur junto al mar y la parada norte. Para llegar a este edificio, mirar
los planos con el itinerario a seguir en funcién de la parada de bus en la pagina siguiente.
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