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Digrafo de Cayley, Cay(Gy,{f,9})
G es un grupo abeliano finito de orden N
generado por dos elementos (f, g) = Gy
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» Modelizacién de redes de interconexién de area local si G
ciclico, Gy = Zn

» El caso particular Zy con (1, g) = Zy ha sido ampliamente
estudiado

» Estudio del didmetro 6ptimo Cay(Zy, {f,g})

» Wong y Coppersmith (1974), dieron una cota inferior ajustada
del didmetro 6ptimo

Ib(N) = [V3N] -2
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Fijado un valor N nos planteamos obtener los didmetros
6ptimos de Cay(Gn,{f,g}), sin la restricciéon a Gy ciclico
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Fijado N € N
DC(N min{D(GN7 {f? g}) : Gy ciclico, <f7 g> = GN}7
Dye(N) min{D(Gn,{f,g}) : Gn no ciclico, (f,g) = Gy}
N es cc (ciclico Cayley) si
N es

Dc(N) < DNc(N)
nee (no ciclico Cayley)si Dyc(N) < De(N)
es ac (ajustado Cayley) si

Dyc(N) =De(N)
D(N) = min{Dc(N), Dyo(N)} = Ib(N) = [V3N] -2
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Dc(12) = D(Z12,{1,4}) =5

DNC(]-2) = D(ZQ X ZG? {(07
(0,0) = (0,1) = (0,2) — (0,

N =12esnccy D(N) =4

1), (

1,
3) —

2)}) =

(1,5)

0—-1—-2—-3—->7—11
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El diagrama DDM asociado a un digrafo Cay(Gn,{f,g}), tiene forma
de L, darea N y contienen las propiedades métricas del mismo. Cada
g € G se identifica con un cuadrado unitario.

(1L,1)§(1,2){ (13
(2,8)1(2,00}(2,1)
(0,6)1(0,7)1(0,8)
y 1,4)1(1,5)1(1,6)}(1,7)!(1,8) (1, 0)
h
(2,2)1(2,3)1(2,4)1(2,5)1(2,6)}(2,7)
N €0,0)1(0,1)1(0,2)}(0,3) ¢ (0,4)}(0,5)

Teselacién, £ = L(l, h,w,y) genérica y L(6,6,3,3) asociada a

Cay(Zs x Zg,{(0,1),(2,2)})
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D¢ (12) = D(Z12,{1,4}) =5 Dne(12) = D(Z2 x Z6,{(0,1),(1,2)}) =4
A partir de H = L(I, h,w,y), el didmetro es: [ + h — min{w, y} — 2

0
1 11
2 / \ 10
3 9
4\\ /‘a
5 7
6
011234567 |8:9:10/11(0:1:2 100z, 1k, 2 w0, 30, 4z s s 0, 1L, 2, 3, e s ko, 1fn 20
8191101110 111213 (45678910 j0.4)40.5 k0,00, 140, 2 ko, 3]0, 140,210, 30, 4310, 5 0,01
4,516 819110;11|0;1,23[4]56 ERETTESEFENFTALY CRLFTEIEY CORRTEREENTENY SHLTHERER) CHESEE RN
01 4151617 (8:19,:10,11|0:11,2 0,010, 1 0. 310, 40,5 0,040, 110, 2)(0, 340, 4)10,5 §0, 00, 140, 2
81911011110 1112 4151617819110 2,4)11,5 |1,0001, 11, 201 3, a5 2,00k, 1 e 200, 30, ka5 o)
415 718,9110/11(0 1,2 ,;3|4,5,6 10.2}0,3)0. 40,5 0,040,100, 2}0,3)0.4)}0,5f0,0)0.1)}0, 2 )0, 3}0, )|
01 4:5,6,7|8,9,10,11{0,1,2 1,20, 300, 4t 5 1,000, 1|, 2s, 3, a5, 0, 1, 2
01112 4151617819110 0,000,110, 240, 340, 4)10,5 40,010, 1)10, 240, 30, 4)}0,5 40,0}
819110j1110 /123 [4]5]6 11,0461, 11, 202, 341, 411,591, 040, 1, 22, 3302, 4,
4:5,6,7(8,9,;10,11|0,1,2 (0. 4110, 0,140,210, 30, 4)10,5 }0, 010, 140, 2

RN Ge



A partir de un DDM H = L(l, h,w,y), consideramos

M(l, h,w,y) = ( _ly _hw ) y su Forma Normal de Smith

S = diag(s1,s2) = UM (L, h,w,y)V con s; = med(l, h,w,y),
51| 82, 5150 = N y U,V € Z**? unimodulares. Entonces H est4
asociado a Cay(Zsl X Z32, {(U11, U21), (Ulz, Uzg)}).

Si L(l, h,w,y) estd asociada a Cay(Gy,{a,b}), entonces Gy es
ciclico si, y solo si, med(l, h, w,y) = 1.
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Familias infinitas de digrafos de Cayley de grado 2 6ptimos sobre grupos abelianos finitos
I—Familias infinitas de digrafos de Cayley
|—Clasif—icacio’n de DDM (Esqué,A.,Fiol,1993 y A.,Fiol,1995)

Decimos que un DDM Ho = L(l, h,w,y) de &rea N, es
> k-tight si dgy, = Ib(N) + k;

» Llamamos drbita de Hg, orb(Hp), a la familia de L-formas
H,=L{+2x,h+2z,w+x,y+a),xecN.

» Decimos que Hg es procreadora k-tight cuando todas las
L-formas de orb(#Hg) también lo son

En el trabajo de A.,Fiol (1995), se da un teorema que clasifica todos
los DDM con N fijado. La clasificacién queda resumida en unas
tablas segun las L-formas sean procreadoras o no (excepciones).

Se utiliza la siguiente particiéon de los nimeros naturales,

N\ {0} = U;2o[32% + 1,3(z + 1)2]. Asi, si N € [32% 4+ 1,3(z + 1)?],

tenemos
3r—1 if N € I1(z) = [322 + 1,322 + 2z,

Ib(N) =14 3z if N € Iy(z) = [32% + 22 + 1,322 + 3z + 1],
3r+1 if N € I3(x) = [32% + 32 + 2,3(x + 1)?].



Familias infinitas de digrafos de Cayley de grado 2 6ptimos sobre grupos abelianos finitos
I—Familias infinitas de digrafos de Cayley

|—Ejemplo (numerico) de utilizacién de las tablas para N=27

a) Da(27)?, b)Dye(27)7 y N = 27 es cc, ncc o ac?
a) D¢(27)? Buscamos un DDM con didmetro minimo que verifique
med(l, h,w,y) = 1.

» Clasificamos N = 27, 27 € I35(2) = [21,27],conxz =2y i =3

» Exploramos en la tabla a partir de k = 0 las L-formas de drea 27
en el conjunto P[3,3](0) U P[3,2](0) U P[3,1](0).

» Para P[3,3](0) tenemos que resolver ab — (a +b — 3)? = 3,
(a,b) € Z?. Obtenemos la solucién unica (a,b) = (2,2), que nos
determina las dimensiones del DDM (en la misma fila de la
tabla), L(6,6,3, 3).

» Como mcd(6,6,3,3) = 3 # 1, el grupo asociado no es ciclico y
pasamos a analizar la siguiente familia.

Analizarfamos las otras posibilidades, las familia E;(0) y
E5[3](0) no contiene ningtin DDM con N = 27 para k = 0.



Para k = 1, analizando la familia P[3,3](1), obtenemos la ecuacién

ab— (a+b—4)(a+b—2) =3. Seis soluciones enteras, (1,2), (1,3),
(2,1), (2,3), 3. 1) y (3,2)

La solucién (1,2) nos determina la L-forma Hor = L(5,6,1, 3).

Obtenemos el digrafo

Ca'Y(Zl X Z277 {(_13 3)7 (_23 5)}) = Ca'y(Z277 {37 5}) ¥y, por tanto,
Dc(27) = D(Z97,{3,5}) = dy,.(5,6,1,3) =8. - o
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b)Dne(27)?
» Procederiamos de la misma forma, exigiendo ahora que
med(h,l,w,y) > 1 (condicién para grupos no ciclicos).

» En el proceso anterior, al analizar la familia P[3, 3](0), hemos
hallado la L-forma Hb, = L(6,6,3,3) con med(h,l,w,y) > 1.

» Obtenemos el digrafo Cay(Zs x Zg,{(0,1),(—1,2)}) con
Dne(27) = D(Zs x Zo, {(0,1), (~1,2)}) = dyyy_(6,6,3,3) = 7.

> 27 es nce, ya que Dy (27) < De(27).
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Teorema

Los naturales IN,,, = 12m? +20m + 8, con m > 0, son cc y

Do (N,y) D(Zn, , {12m? + 14m + 3,1}) = Ib(N,,,) = 6m + 3,

Dno(Nm) = D(Zy X Zgmz410maa, {(1,12m* + 17m + 5),(0,1)})
= 6m +4.

» Mediante exploraciones numeéricas, filtradas varias veces para
ordenar la informacion.

» A través de estos filtros se han obtenido expresiones candidatas
aunque muchas de ellas se han tenido que desechar.
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Teorema
Los naturales N, = 108m~ + 72m + 9, para m > 0, son ac con
Do(N,) = D(Zy,,{72m? + 54m + 8,1})
DNC(Nm) =

(Np) =18m +4
D(Z3 X Z3gm2+24m+3, {(1,30m* + 24m + 1), (0,1)})
= 18m + 4.

Teorema
Los valores N,,, = 3(m + 1)?, para m > 1, son ncc. Ademas
De(Np) D(Zn,,,{m+1,2m + 1}) Ib(N,
DNC(Nm) = D(Zerl X Z3(m+l) {(
= 3m+1.

m) +1=3m+2
—1),(0

1} = 1b(Ni)
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322 4+ By 1

P1,1](k) | Byjg=ab—(a+b—k—1)(a+b+k+1) z+a+b—k—1 | c+at+bt+k+1
By, 21, @ > [By /2]
322 + = + By o

P[1,2](k) | Big=ab—(a+b—Fk—1)(a+b+k) z+a+b—k—1 | c+a+b+k
@z > maz{l — By 2, B2}
322 4+ 20 + By 3

P[1,3](k) | Byg=ab—(a+b—k—1(a+b+k—1) z4+a+b—k—1 | a+at+b+k—1
B1,3 <0, = >[(1— By3)/2]
H de drea N en Ip(z) = [3z2 + 2z + 1,322 + 4z + 1] y didmetro dyy = 3z + k
322 + 20 + By 1

P2, 1](k) Bz’l=ab7(a+b7k:72)(a+b+k) xz+a+b—k 2 x+a+b+k
By >1, = > [(Bg —1)/2]
322 + 3z + B o

P2, 2](k) B2’2=ab7(a+b7k72)(a+b+k71) xz+a+b—k 2 z+a+b+k—1
z > |1 — By s
327 + 42 + By 3

P2, 3](k) B2’3=ab7(a+b7k72)(a+b+k:72) xz+a+b—k 2 z+a+b+k—2
By 3 <1, =>[(1 - By3)/2]

H de drea x = 2y N = 27 en I3(2) = [20,27] y didmetro dgy 7T+ k

322 + 4z + By 1

P[3,1](k) | Bz, =ab—(a+b—k—3)(a+b+k—1) z4+a+b—k—3 | a+at+b+k—1
B3z >2, = > [(Bg1 —3)/2]
322 + 5z + B3 o

P[3,2](k) | Bgg=ab—(a+b—k—3)(a+b+k—2) z+a+b—k—3 | z+at+b+k—2
z > max{2 — B3 3, B3 o2 — 3}
24 4 Bg g = 27

P[3,3](k) | B3g=38=ab—(a+b—k—3)(a+b+k—3) | at+b—k—1 a+b4+k—1

B33 <3, 2> [(2- B3 3)/2]

Parametrizacién de las L-formas procreadoras

k-tight P (k)




en I (= H =

322 + By 1
P[1,1](k) Bl’l=ab—(a+b—k—1)(a+b+k+1) z+a+b—k—1 z+a+b+k+1
By >1, = >[By1/2]
322 + @ + By o

Pl1, 2](k) Bl’2=ab—(a+b—k—1)(a+b+k) z+a+b—k—1 x+a+b+k
x > max{l — By 2, B1 2}
322 + 22+ By 3

P[1, 3](k) Bl’s=ab7(a+b7k:71)(a+b+k71) z+a+b—k—1 z+a+b+k—1
B1,3 <0, z>[(1—-B;3)/2]
H de area N en Ig(z) = [3z2 + 2z + 1,3x> + 4a + 1] y didmetro dyy = 3z + k
322 4+ 2 + Ba 1
P[2,1](k) | By =ab—(a+b—k—2)(a+b+k) z+a+b—k—2 | z+a+b+k
Bp 1 >1, = > [(B2 —1)/2]
322 4+ 3z + Ba o

P[2,2](k) | Bopg=ab—(a+b—k—2)(a+b+tk—1) | 2+a+b—k—2 | s+a+tb+tk—1
z > |1 — By
322 + 4z + By 3
P[2,3](k) | Bog=ab—(a+b—k—2(a+b+k—2) | z2+at+tb—k—2 | s+a+tb+tk—2
Bg3 <1, a>[(1~- By3)/2]
H de drea N en Ig(w) = [3z2 + 4da + 2,322 + 6x + 3] y didmetro dgy = 3z + k + 1
322 + 4z + B3 1
P[3,1](k) B3’1=ab—(a+b—k—3)(a+b+k—1) x+a+b—k—3 z+a+b+k—1
B3 >2, = > [(B31 —3)/2]
322 + 5z + B3 o

P[3,2](k) 33’2=ab—(a+b—k—3)(a+b+k—2) x+a+b—k—3 z+a+b+k—2
x > max{2 — B3 9, B3 2 — 3}
322 + 6z + B3 3

P[3, 3](k) 33’3=ab7(a+b7k:73)(a+b+k73) x+a+b—k—3 x+a+b+k—3
B33 <3, @ > [(2- B33)/2]

Parametrizacién de las L-formas procreadoras k-tight P(k@ =
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